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RESUMO
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Muitas aplicagoes levam a equagoes que dependem das caracteristicas dos pardmetros envol-
vidos na modelagem. O Problema do Valor Inicial para um sistema de equagoes diferenciais de
primeira ordem dependendo de um vetor de parametros p € R™ pode ser escrito como

x’ = f(xau)7x(0) = o (1)

onde z € R™ ¢é o vetor estado e p € o vetor de parametros e f, : R" x R™ — R" ¢ uma funcao
de classe C!, isto &, continua com derivada primeira continua.

Em aplicagoes é importante determinar um conjunto minimo de pardmetros sobre o qual o
problema depende e saber quais sdo as caracteristicas mais importantes sobre os mesmos. Note
que (1) depende continuamente do pardmetro p e que mesmo partindo das mesmas condigdes
iniciais, o fluxo segue por caminhos diferentes para cada conjunto de parametros.
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Figura 1: Trajetérias solucdes do sistema dindmico 2’ = px — 22,9y = —y, para p = —1,u =
0, u = 1, respectivamente.

Dado o sistema dindmico (1), diz-se que f gera um fluxo local ¢; : A — R"™, onde p;(x) =
©(x,t) € uma fungao suave definida para todo x € A € R" et € (a,b) € R. Aqui, a fungao devera
satisfazer as seguintes condigoes:

(a) po(z) = ¢(0,2) = xo;

(b) (o1 © ps)(0) = Pris(x0)-

Para o caso tempo discreto, equacoes a diferenca, tem-se

Tpy1 = f(Tn, 1), (2)

onde n > 0,f:R* - R" z, € R®",n € ZT. Neste caso, dado a condicdo inicial x¢ a evolucio
(ou orbita) do sistema é obtido por se calcular a composta sucessiva da aplicagao f, isto &,



To, f(z0), F(f(20)) = f2(20),..., " L f(z0)) = f*(x0),....A forma de representar a evolugao
do sistema consiste em desenhar um ponto para cada instante, com abcissa igual a n e ordenada
igual & z,. Outro tipo de diagrama que serd muito 1til para analisar os sistemas discretos
em uma dimensado é o diagrama de degraus. Além disso, tem-se o diagrama de Orbitas que
mostra de forma compacta o comportamento de um sistema dindmico, em fungao do valor de
um pardmetro. Para cada valor do pardmetro, dentro de um intervalo que admita solugoes
divergentes, calculam-se véarios pontos da solucao do sistema, e eliminam-se alguns pontos no
inicio para eliminar qualquer estado transitério inicial.
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Figura 2: A evolugdo e o diagrama de degraus para x,11 = —3/4 + 22. O diagrama de 6rbitas
para o,+1 = a + z2,a € [-2,0.25].

A teoria de bifurcagao se refere & mudancgas no comportamento qualitativo das solugbes de
(1) ou (2) quando o parametro u ¢ variado. Em geral, em um sistema dindmico, pelo menos um
dos parametros podera variar. Assim, um ponto fixo (sistema discreto) , ou mais comumente,
equilibrio para sistemas continuos, podera mudar de estabilidade, fazendo com que uma solugao
periddica surja ou um novo equilibrio possa aparecer, tornando o equilibrio anterior instavel [4].
O valor do parametro na qual estas mudangas ocorrem é conhecido como “valor de bifurcagao””
e o parametro que é variado é conhecido como parametro de bifurcagdo. A seguir apresenta-se
as nogoes basicas relativas ao estudo das solugoes constantes tanto para (1) como para (2).

Um ponto z*é denominado um ponto de equilibrio para (1) se d—i = f(z*) = 0, isto ¢,
or(x*) = z*, para todo t € R. Para (1), * é denominado ponto fixo ou de equilibrio se
zp = f(z*),Vn € Z, ou (z* = f™(x*),Ym € Z).Para (1) diz-se que z* & estével se todos os
autovalores da matriz jacobiana do campo f no ponto de equilibrio possuem parte real negativa
e para o caso discreto se todos os autovalores possuirem modulo menores que 1. Um ponto
de equilibrio de (1) é denominado hiperbolico se todos os autovalores da matriz jacobiana nao
estiverem sobre o eixo imaginario, enquanto que para (2) os autovalores nao deverao estar sobre
o circulo unitario.

A analise de bifurcagoes de sistemas dindmicos nao-lineares podem ser dificeis, principal-
mente se ele depender de muitos parametros. O tipo de bifurcacao mais simples que existe é a
bifurcacao de equilibrio ou estatico. Neste caso, o estudo corresponde & compreensao das solugoes
dependendo do paradmetro

Aqui serdo discutidos as bifurca¢oes a um parametro que podem ser: (i) estéaticas (todos
os ramos de bifurcagdo obtidos s@o de equilibrios) - bifurcagao sela n6 (ou dobra), transcritica
e pitchfork (ou forquilha). A bifurcagao pitchfork é possivel em sistemas dindmicos com uma
inversao ou simetria de reflexdao. (ii) dinamicas (estabelece conexao entre equilibrio e o movi-
mento periodico) - na teoria matematica, a bifurcacdo conhecida como de Hopf ou bifurcagao
de Poincaré-Andronov-Hop em homenagem a Henri Poincaré, Eberhard Hopf e Aleksandr An-
dronov, é uma bifurcacao local que ocorrera, por exemplo, em sistemas bidimensionais a um
parametro satisfazendo as seguintes condigoes: (a) os autovalores da matriz jacobiana do campo
vetorial do sistema dindmico calculado em um ponto fixado sao fungoes que dependem do paré-
metro e sao imaginérios puros; e (b)condi¢ao de transversalidade - a derivada do autovalor em
relagao ao pardmetro é nao nula. Neste caso, um foco estavel torna-se instavel quando o para-



metro é variado, e um atrator torna-se um ciclo limite. Um ciclo limite é uma solucao periédica
assintoticamente estével a qual pode ser esbocada como uma curva fechada no espaco de fase.

O comportamento de um sistema dindmico discreto unidimensional pode ser extremamente
complexo. O bidlogo May estudou o comportamento da aplica¢do logistica x,11 = pu(l — )
e através da analise do mesmo neste minicurso serd observado o surgimento do comportamento
caotico [6] , ou seja, para um determinado valor de parametro, o estado do sistema passa por
muitos valores distintos em um intervalo, sem parecer obedecer nenhuma regra. Uma outra bem
conhecida ilustracao da complexidade dos sistemas dindmicos discretos é a estrutura fractal dos
conjuntos de Julia para sistemas dindmicos complexos obtidas pela iteragao das fungoes racionais
f:C—=C.

Para o caso continuo unidimensional o comportamento qualitativo da dindmica é determinado
pelo seu equilibrio e sua estabilidade, entao toas as bifurcacoes sdo associadas as bifurcagoes de
equilibrio.

Para a boa compreensao deste minicurso o mesmo estara dividido da seguinte maneira:

(a)secao 1: introdugdo ao estudo da teoria qualitativa |?] das equagdes diferenciais para
n < 2,bem como a anélise de uma equagao a diferenca de primeira ordem;

(b) se¢@o 2: introdugao a teoria de bifurcagoes a um parametro, incluindo os métodos gréficos
utilizando o software Wxmaxima [8| ou matlab;

(c) secao 3: estudo de alguns modelos utilizando a teoria de bifurcagao. Pretende-se estudar o
comportamento de alguns modelos bidimensionais do tipo presa-predador proposto, por exemplo,
por May [2] e o de Michich e outros [5], onde os individuos presas atraem os predadores e através
da utilizagado de um modelo agregado verifica-se que ocorre uma bifurcagao de Hopf. O modelo
de Brusselator para reacoes quimicas e entre outros.
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