Examinaremos a hereditariedade de caracteristicas de animais ou plantas;

vamos supor que a caracteristica herediaria sob consideracao seja governada por um

conjunto de dois genes, que denotamos por A e a;

Cada individuo de cada sexo possue dois destes genes e os possiveis pares sao: AA,

Aa e aa. Este par de genes é chamado gendtipo do individuo;

exemplo: nas bocas-de-leao, um conjunto de dois genes controla a cor da flor. O
genotipo AA produz flores vermelhas, o genétipo Aa produz flores roxas e o genotipo

aa produz flores brancas;

exemplo: nos humanos a cor dos olhos é controlada por hereditariedade autossomica.

Os genotipos AA e Aa tem olhos castanhos e o gendtipo aa tem olhos azuis;

para caso como estes, dizemos que A domina o gene a, ou entdao que o gene a é
recessivo em relacao ao gene A, pois o genétipo Aa apresenta caractéristica externa

igual ao genotipo AA;

explicaremos a maneira pela qual os genes dos pais sao passados para seus descen-

dentes nos dois tipos de hereditariedade;

construiremos modelos matriciais que dao os provaveis genétipos dos descendentes em
termos dos gendtipos dos pais e usaremos estes modelos matriciais para acompanhar

a distribuicao genotipica de uma populagao através de sucessivas geragoes;

a configuracao populacional futura pode ser projetada aplicando algebra matricial as

taxas, especificadas por faixas etarias, de nascimento e mortalidade da populacao;



- A evolucao a longo prazo da populacao depende de uma matriz de projecao que

contém parametros demograficos da populagao.

Genética: hereditariedade autossomica

e Na hereditariedade autossomica, um individuo herda um dos genes de cada par de

genes dos seus pais para formar o seu particular par;

e Pelo que sabemos e uma questao de sorte qual dos dois genes os pais passam aos
filhos:

- Assim se um dos pais é do gendtipo Aa é igualmente provavel que o descendente

herde o gene A ou o gene a daquele genitor.

- se um dos pais é do gendtipo aa e o outro é do gendtipo Aa, o descendente sem-
pre recebera com igual probabilidade, ou um gene A ou um gene a do genitor Aa.

Consequentemente, cada descendente tera chances de ser do gendtipo Aa ou aa.

Gendtipo dos pais
Genotipo dos
descendentes || AA- AA AA-Aa AA-aa Aa- Aa Aa-aa aa-aa

AA 1 : 0 : 0 0
Aa 0 : 1 : : 0
aa 0 0 0 i z 1

Genética: distribuicao dos genétipos numa populacao

Exemplo 7.1: Suponha que um agricultor tem uma grande
populagao de plantas consistindo de alguma distribuicao de todos os trés possiveis genétipos
AA, Aa e aa. O agricultor deseja implementar um programa de criacao na qual cada planta
da populacao é sempre fertilizada por um planta o genétipo AA. Queremos deduzir uma ex-
pressao para a distribuicao dos trés genotipos na populacao depois de um nimero qualquer

de geragoes.

Modelagem: Paran =0,1,2,3,4,..., considere:



a, = fragao de plantas do gendtipo AA na n — ésima geracao;

b, = fracao de plantas do genétipo Aa na n — ésima geracgao;

¢, = fracao de plantas do genétipo aa na n — ésima geragao.
ag, by, co = especificam a distribuicao inicial dos genétipos.

Observe que:

Genotipo dos pais
Gendtipo dos
descendentes | AA- AA AA-Aa AA -aa

AA 1 3 0
Aa 0 % 1
aa 0 0 0

Segue da tabela anterior, que a distribuicao de gendtipos em cada geragao a partir da

distribuicao da geracao precedente é dada pelas seguintes equagoes:

1
Ap = Qp-1 + ébn—l (4)
1
bn = §bn71 + 1 (5)
Cp = 0 (6)

Observe que primeira destas trés equagoes afirma que todos os descendentes de uma
planta do gendtipo AA serao do tipo AA neste programa de criacao e metade dos descen-

dentes de um planta do gendtipo Aa sera do tipo AA.

Podemos escrever as equagoes (1), (2) e (3) na forma matricial como:

X, =MX,_1, n=123.4,..., (7)
onde
1 % 0 anfl &n
M = 0 % 1 7Xn—1 = bnfl 7Xn = bn
0 00 Cn—1 Cn



Observe que as colunas da matriz M sao iguais as colunas da tabela anterior. Segue de (4)

que:

Xn = MXn,1 = M2Xn,2 = M3Xn73 = MnXO

Conseqiientemente, se encontrarmos uma expressao explicita para M™, podemos usar (4),

para encontrar uma expressao explicita para X,,.

Para encontrarmos uma expressao explicita para M", primeiro vamos diagonalizar M, ou
seja, procuraremos uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D, tais que M =

PDPL.
observe que, com esta diagonalizagao teremos:

M"™ = PD"P~! paran=1,2,3,...,

onde "
A 0 0 AT 0 0
D'"=10 X 0 =1 0 X O
0 0 X3 0 0 A%

A diagonalizacao de M ¢ obtida encontrando os autovalores e os autovetores correspon-

dentes. Sao estes:

1
Autovalores: A\ =1, \y = 2 A3 = 0.

1 1 1
Autovetores associados: X1 = | 0 |, Xo=| -1 |, X5=| =2
0 0 1
Dessa forma,
A 0 0 1 00 1 0 1
D=10 X 0 [=]03 0] eP=[Xi[Xp[X3]=]0 -1 -2
0 0 Xs 0 0O 0O 0 1



Assim,

1 1 1 1 0 0 ag
Xp=PD"P'Xog= [0 -1 =2 |x|[0 L) 0|x|b |=
0 0 1 0 0 O Co
ag + bo “+ Cco — (%)nbo — (%)n_ICO
(3)"bo + (3)" "o
0
Lembrando que ag + by + ¢y = 1, entao temos paran =1,2,3,...,
1 1.
0 =1 (5)"h ()" o (8)
by, = (5) bo + (5) e (9)
cp, =0 (10)

Como (%)” tende a 0, quando n tende a infinito, entao a, — 1; b, — 0; ¢, = 0, quando

n — OoQ.

Isto mostra que no limite todas as plantas da populacao serao do genoétipo AA.

Exemplo 7.2: Suponha que um  agricultor tem uma  grande
populagao de plantas consistindo de alguma distribuicao de todos os trés possiveis genétipos
AA, Aa e aa. O agricultor deseja implementar um programa de criacao na qual cada planta
da
populagao é sempre fertilizada por um planta do gendtipo seu proprio gendtipo. Dessa
forma, os posiveis genitores sao: AA-AA, Aa-Aa, aa-aa. Queremos deduzir uma expressao
para a distribuicao dos trés gendtipos na populagao depois de um nimero qualquer de

geragoes.

Modelagem: Para n =0,1,2,3,4,..., considere:



a, = fragao de plantas do gendtipo AA na n — ésima geracao;
b, = fracao de plantas do genétipo Aa na n — ésima geracgao;
¢, = fracao de plantas do genétipo aa na n — ésima geragao.

ag, by, co = especificam a distribuicao inicial dos genétipos.

Gendtipo dos pais
Gendtipo dos

descendentes | AA- AA Aa- Aa aa -aa ~
Usando a notacao do exemplo ante-

AA 1 1 0
Aa 0 : 0
aa 0 i 0
rior,
X, =MX,_q, n=1,2,3,4,...... , (11)
onde
1 zll O anfl &n
M = 0 % 0 7Xn—1 bnfl 7Xn = bn
0 % 1 Cn_1 Cn

Observe que as colunas da matriz M sao iguais as colunas da tabela anterior. Temos que,

X,=MX, 1 =MX, o=MX, 3="-=M"X,.

Vamos encontrar uma expressao explicita para M™. Assim, encontraremos uma expressao

explicita para X,,.

Para encontrarmos uma expressao explicita para M", primeiro vamos diagonalizar M. Para

isso, procuraremos uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D, tais que M = PDP~1.



A partir daf teremos: M™ = PD"P~! paran=1,2,3,..., onde

n

A 00 AT0 0
D=0 X 0| =0 X 0
0 0 X 0 0 A

A diagonalizacao de M é obtida encontrando os autovalores e os autovetores correspon-

dentes. Sao estes:

1
Autovalores: Ay =1,y =1, A3 = 3"

1 0 1
Autovetores associados: X1 =| 0 |, Xo=| 0 | ,X3=| =2
0 1 1
Dessa forma,
A 00 100 1 0 1
D=10 X 0|=]010|eP=[Xi|X|Xs]=|00 -2
0 0 X 00 3 01 1

Assim,

X, =PD"P'X, =

1 0 1 10 0

1%0 Qo
=00 —2|x|01 0 [x[0 & 1|x|b
01 1 00 (&) 0 —3 0 Co



Paran=1,2,3,...,

an = ao + [ — (50 (12)
b= ()" (13)
en =+ [~ ()" o (14)

Como ()™ e (3)™™ tende a 0, quando n tende a infinito, entdo a, — ag + 3bo; by — 0;

Cp — Co+ %bo; quando n — oo.

Logo, fertilizando cada planta com uma planta do seu préprio genétipo produz uma pop-

ulacao que no limite contém somente genotipos AA e aa.

Exemplo 7.3 Suponha que um pecuarista tem uma fazenda de criacao de bovinos,
cuja distribui¢ao de todos os trés possiveis gendtipos sao: AA, Aa e aa. O pecuarista deseja
implementar um programa de criacao na qual animal da fazenda é sempre fertilizada pelo
reprodutor do genotipo Aa. Dessa forma, os posiveis genitores sao: AA-Aa, Aa-Aa, Aa-aa.
Deduza as férmulas que descrevem os genodtipos dos animais gerados na n—ésima geracao.

Também encontre o limite d distribuicao genotipica quando n tende a infinito.

Modelagem: Paran =0,1,2,3,4,..., considere:

a, = fragao de plantas do gendtipo AA na n — ésima geracao;
b, = fracao de plantas do gendtipo Aa na n — ésima geragao;
¢, = fracao de plantas do gendétipo aa na n — ésima geragao.

ag, by, co : especificam a distribuicao inicial dos gendtipos.



Genotipo dos pais
Genoétipo dos
descendentes | AA - Aa  Aa- Aa aa-Aa

1 1
AA 3 3 0
1 1 1
Aa 3 3 3
1 1
aa 0 1 5
Usando a notacao do exemplo anterior,
X, = MX, 1, n=1,234,..... : (15)
onde
O an—l an

O NI= N
N— NI= =
N[—= N

Observe que as colunas da matriz M sao iguais as colunas da tabela anterior. Temos que,

X,=MX, 1 =M?X, o=MX, 5=---=M"X,.

Vamos diagonalizar diagonalizar M, ou seja, procuraremos uma matriz invertivel P e uma

matriz diagonal D, tais que M = PDP~! Segue daf,

M"™ = PD"P~! paran=1,2,3,...,

onde
A 0 0 AT 00
D" = 0 X O = 0 Ay O
0 0 Xs 0 0 A

A diagonalizacao de M ¢ obtida encontrando os autovalores e os autovetores correspon-

dentes. Sao estes:



1
Autovalores: A\ = 3 A =0,)3 =1.

1 1 1
Autovetores associados: X; = 0  Xo=| =2 |, X35=1] 2
—1 1 1
Dessa forma,
A 00 £ 00 111
D=0 X 0 |=]000]|eP=[X)|Xo|Xs]=] 0 -2 2
0 0 A3 00 1 —-10 1 1
Assim,
X, = PD"P'X, =
11 1 (3™ 00 5 0 —3 ag
=l 0 -2 2|X 0 00 |x]|3i -1 1 X | by
-1 1 1 0 01 . Co
Paran=1,2,3,...,
1 1
an = -+ (5)" (a0 — co) (16)
b, = = (17)
1 1 n—gl
Cn =7~ (5) (a0 — co) (18)
1
Como (3)™ e (3)"*! tende a 0, quando n tende a infinito, entdo a, — —; b, — =; ¢, — 7.

1_1’



