O mini curso 1, intitulado, “Livros Didaticos e Arquivos Escolares: o que podem revelar
sobre a matematica escolar?”, teve por objetivo mostrar o quanto fontes de pesquisa
pertencentes aos arquivos escolares de uma instituicao de ensino, e livros didaticos que
possam ter circulado nela podem oferecer ao pesquisador importantes caminhos para
estudos inseridos no campo da histéria da educacdo matematica. Como referencial
tedrico, os principais destaques foram para André Chervel, do campo da historia das
disciplinas escolares; Alain Choppin, e as principais fun¢des do livro didatico que este
apresenta; Marc Bloch, € o que ensina sobre o oficio do historiador e Roger Chartier e a
no¢ao de representacdo e apropriagdo. O mini curso também visou alertar sobre a
importancia de conservacdo e digitalizacdo destes arquivos, bem como, principais
cuidados que devemos ter com os mesmo, além de divulgar S/fés contendo leis e
documentos governamentais oficiais e grupo de estudo que possuem acervos de
arquivos escolares e livros didaticos, como o GHEMAT (Unifesp/SP). Como exemplo,
a ministrante mostrou como arquivos e livros foram importantes para o estudo da
circulacdo e apropriacdo da matemadtica escolar no Liceu de Goids, referenciada no
Colégio Pedro II, no Rio de Janeiro, no periodo compreendido entre 1856 a 1918,
trabalho que desenvolveu no Mestrado em Educagdo Matematica da Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul.
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Introducao

O tema abordado para este minicurso é a resolucao de problemas ligados com outras for-
mas de conhecimentos, em particular, conceitos de genética ensinados no Ensino Médio. O
objetivo ¢é estabelecer uma ligacao entre teoria de matrizes e o alguns conceitos de genética
vistos no Ensino Médio. Nesses modelos matriciais aplicados em genética aparecem ma-
trizes cujos autovalores e autovetores interessam calcular. Dessa forma, faz-se necessario
desenvolvermos a parte tedrica de diagonalizacao de matrizes. Para isso, é necessario saber
o que acontece quando temos uma matriz M de dimensao n, um vetor nao nulo v e um
niumero real A\, tal que Mv = \v, para estes casos dizemos que v é autovetor associado ao
autovalor A\ da matriz M. Os autovalores de M sao as raizes do polinomio caracteristico
det(M — M), onde I é a matriz identidade de ordem n. Assim, matrizes de ordem n tem
autovalores reais, desde que det(M — AI) = 0 tenha solugdo no conjunto dos nimeros
reais. Para cada autovalor A temos um autovetor associado e quando é possivel obter n
autovetores de M linearmente independentes, entao M é diagonalizavel e podemos escrever
M = PDP7! onde D é uma matriz diagonal contento os autovalores de M e as colunas
de P sao autovetores de M apropriados . De posse destes conceitos, veremos que poténcias

de matrizes diagonalizéveis sao calculadas com facilidade se conhecemos seus autovalores.



Autovetores e autovalores

Dada uma matriz quadrada A estamos investigndo a existéncia de vetores nao nulos v, tais

que o vetor Av seja multiplo de v. Esta questao é fundamental na Algebra Linear.

Definicao 2.1: Considere A uma matriz n x n. Um escalar A é chamado autovalor de A,
se existe um vetor nao nulo v, tal que Av = Av. O vetor v é chamado de um autovetor de

A correspondente a \.

Dada uma matriz A n xn, queremos encontrar os autovalores de A, para isso, suponha

Ax = Ax; onde x é um vetor nao nulo e A um escalar. Observe que:

Arx =Xz & A\ — Az = 0pun & (M — A)z = O,

onde 0,x, ¢ a matriz nula de ordem n e I a matriz identidade de ordem n. A equacao

(M — A)x = 0,,%,, tem uma solugao nao nula, se e somente se, det(A — A) = 0.

p(A) = det(A] — A) : polindmio caracteristico de A

p(A) = det(A — A) = 0 : equagdo caracteristica.

Observe que os valores A € R que satisfazem det(A] — A) = 0 sdo autovalores de A;

Para encontrar os autovalores associados a A basta resolver o sistema Axr = Az e

escolher uma solucao nao nula, z.

0 1 0
Exemplo 2.1: Encontre os autovaloresde A= | 0 0 1
4 —17 8

Solugao: Agora vamos calcular a equacao caracteristica de A, para isso,

1 00 0 1 O A -1 0
M—-A=X]010(—-{0 0 1|=]0 X -1
0 01 4 —17 8 -4 17 A—-8

Segue da expansao em cofatores [1], que:

A -1 0 -1
det(A] — A) = A —(~1) -
17 A—38 —4 A8



AA? =8N+ 17) —4=X* -8\ + 17\ — 4.

Logo basta resolver: A3 — 82 4+ 17\ — 4 = 0. Assim, os autovalores de A sao: \; = 4, Ay =

2+\/§7>\3:2_\/§

Teorema 2.1: Sejam A uma matriz de ordem n e A € R. Entao as seguintes afirmacgoes

sao equivalentes:

a) A é autovalor de A;
b) O sistema (A — A)x = 0,1 de equagdes tem solugdes nao nulas;
¢) Existe um vetor ndo-nulo z, tal que Az = \x;

d) A é uma solugao da equagao caracteristica det(Al — A) = 0.

O calculo dos autovalores

Dado de entrada: matriz A de ordem n.

1 - Calcule a matriz Al — A, onde A é uma variavel real;
2 - Calcule p(\) = det(A — A);
3 - Encontre t, onde t é o grau de p, observe que t < n;

4 - Encontre as raizes do polinomio p, ou seja, resolva p(A\) = 0, onde A € R : Para j =1

até t faca:

4.1 3N, € Ryp(A;) = 07 Se 4.1 ¢ falsa, entdo A nao possui autovalores. Caso

contrario, repita o passo 4.1 novamente;

4.2 liste os A;.

O calculo dos autovetores

Inicialmente, temos que calcular os autovalores de A que ja vimos como proceder, na se¢ao

anterior;



Se a matriz A nao possui autovalor, nao ha o que fazer. Senao, sejam Aq, Ao, ..., A\;;t <

n os autovalores de A, associados aos \;, 1 = 1,2,3,...,1,

Dado de entrada: matriz A de ordem n.

1 - Calcule a matriz A\I — A, onde A é uma varidvel real;
2 - Calcule p(X\) = det(\ — A);
3 - Encontre t, onde t é o grau de p, observe que t < n;

4 - Encontre as raizes do polinomio p, ou seja, resolva p(A\) = 0, onde A € R : Para j =1

até t faca:
4.1 3N € R;p(A;) =07 Se 4.1 é falsa, entdo A nao possui autovalores, consequente-

mente A nao possui autovetor. Caso contrario, repita o passo 4.1 novamente;

4.2 liste os A;.
5- Equanto j =1 até t faca:

5.1 Encontre as solucoes nao nulas do sistema Ax = \;x;

5.2 liste as solugoes X; associadas a ;.

6 - Liste X1, Xs,..., X;. Estes s@o autovetores de A, associados & A1, Ag, ..., A, respec-

tivamente.

O Problema da Diagonalizacao (versao matricial)

Dada uma matriz A de ordem n, existe uma matriz invertivel P, tal que P~'AP é uma

matriz diagonal?

Considere

1 1 11
-2 4 1 2 0 3

Temos que P é invertivel e P"'AP = D ou seja AP = PD.



0 1

Agora, seja A = . Queremos encontrar
-1 0
Tz A O
P= eD = ,
y w 0 Ao

tais que P~'AP = D ou seja AP = PD. Supondo que existem tais matrizes temos:

Yy w T 29 y= T —r= y\
= <~ e
—r —z YA WA W= 2z —Z = WAs

Sy=—y\ew=—w\
Syl+A)=0ew(l+X)=0=y=0ew=0.

Mas, y = O ew = 0 implica que detP = 0 e P nao é invertivel, o que é uma

contradicao.

Definigao 4.1: Seja A uma matriz de ordem n. Dizemos que A é diagonalizavel se existe
uma matriz P invertivel, tal que a P7'AP ¢ uma matriz diagonal. Se existe a matriz P,

dizemos que P diagonaliza A.

Teorema 4.1: Seja A uma matriz de ordem n, entao as seguintes afirmacoes sao equiva-

lentes:

a) A é diagonalizavel;

b) A tem n autovetores linearmente independente.

Demonstracao: (a = b) Suponha que A é diagonalizavel. Logo existe uma matriz

P11 P12 P13 --- Pin
P21 P22 P23 ... DPon

Pn1 Pn2 Pn3 --- Pnn



[\ 0

) 0 X
invertivel, tal que P_.{AP = D, onde D =

| 0 0

AP =PD &

P11 P12 P13

AP — p‘21 p?2 p.23

Pn1 Pn2 Pn3

& Apr = Mip1, Apa = Aapa, . ..

P11
P21

D1 y P2 =

Pin
DPan

Pnn

AiD11 A2pi2 Aspis
AiD21 X222 Aspas

i AMDp1 - A2Pp2 AsDn3

P12
D22

Pn1

sao as sucessivas colunas de P.

Pn2

0

At 0
0 X

,Apn - )\npna

Pin

Don1

pnn




(b = a) Suponha que A tenha n autovetores linearmente independentes py, pa, ..., Py

sao autovetores de A com autovalores associados e Ai, Ao, ..., \, € seja
Pu1 P12 P13 --- DPin
P21 P22 P23 --- Pon
P =
| Pni Pn2 Pn3 --- DPnn |
a matriz cujos vetores coluna sao: py,pa, ..., Pn-

Os vetores coluna de AP sao: Apq, Aps, ..., Ap,. Mas,

Ap1 = Mp1, Apa = Xapa, ..., Apn = AP

de modo que

Apir Aopr2z Aspiz .. ApPin
AP — )\1%?21 )\2]'922 )\31.023 cee >\n?72n _
B >\1pn1 )\2pn2 )\3pn3 CIE Anpnn |
P11 P12 P13 .- Pl A0 ... 0
. " 0 X 0 ... O
N ) I
_pnl Prn2 Pn3 ... pnn_ _O 0 0 /\n_
onde D é a matriz diagonal com  autovalores A, Ao, o A na

diagonal principal.

Como os vetores-coluna de P sdo linearmente independentes, P é invertivel, assim P~'AP =

D, ou seja A é diagonalidvel.

PROCEDIMENTO:




8 -

9 -

Dado de entrada: matriz A de ordem n.

Calcule a matriz A\I — A, onde A é uma variavel real;
Calcule p(A\) = det(N — A);
Encontre ¢, onde t é o grau de p, observe que t < n;

Encontre as raizes do polinémio p, ou seja, resolva p(A) = 0, onde A € R : Para j =1

até t faca:

4.1 3N € R;p(A;) =07 Se 4.1 é falsa, entdo A nao possui autovalores, consequente-

mente A nao possui autovetor. Caso contrario, repita o passo 4.1 novamente;

4.2 liste os A;.
Equanto j = 1 até t faca:

5.1 Encontre as solucoes nao nulas do sistema Az = \;x;

5.2 liste as solugoes X; associadas a ;.

Liste X1, X, ..., X;. Estes sao todos os autovetores de A, associados a Aq, Ag, ..., A,

respectivamente.

verifique se é possivel escolher
X1, X, .., X,

autovetores de A, associados & Aq, A, ..., \;, de maneira que o conjunto
{X1, Xo, ..., X5}

seja linearmente independente. Caso nao seja possivel, entao A nao é diagonalizavel,

caso contrario:

Forme a matriz P com os vetores-coluna X, Xo,..., X,;

A matriz P~ AP é a matriz diagonal D com entradas na diagonal principal A1, Aa, . .., M.

Exemplo 4.1: Encontre a matriz P que diagonaliza A, onde



