
É fácil ver que o coeficiente procurado é

4
9 − 4× 3

9
+ 6× 2

9 − 4.

�

Aplicação 4: Existem 10 caixas idênticas de presentes. Cada uma deve ser embrulhada

com uma única cor e se dispõe-se de papéis de cor vermelha, azul, verde e amarela. O papel

vermelho permite que se embrulhe no máximo duas caixas e com o azul se pode embrulhar

no máximo 3. Escrever a função geradora ordinária associada com o problema de encontrar

o número de maneiras de se embrulhar dez caixas.

Solução:

Observemos que o problema não impõe restrições para os papéis verde e amarelo, enquanto

para o papel vermelho permite que se embrulhe no máximo duas caixas e o azul permite

que se embrulhe no máximo 3 caixas, dessa forma a função geradora para esse problema é:

(1 + x + x2
)(1 + x + x2

+ x3
)

1

(1− x)2
=

=
1− x3

1− x
× 1− x4

1− x
× 1

(1− x)2
=

=
(1− x3

)(1− x4
)

(1− x)4
.

A resposta para o problema é o coeficiente de x10
em

=
(1− x3)(1− x4)

(1− x)4
= (1− x3 − x4

+ x7
)(1− x)

−4.

(1− x)
−4

=

∞�

n=0



 −4

n



 (−1)
nxn.

Portanto o coeficiente de x10
é:

(−1)
10



 −4

10



−



 −4

7



 (−1)
7 −



 −4

6



 (−1)
6
+



 −4

3



 (−1)
3

=



 4 + 10− 1

10



−



 4 + 7− 1

7



−



 4 + 6− 1

6



 +



 4 + 3− 1

3



 =



286− 120− 168 + 40 = 326− 288 = 38

�

Aplicação 5: Encontrar a função geradora ordinária para se calcular o número de soluções

em inteiros não negativos da equação

2x + 3y + 4z + 5w = r.

Solução:

Fazendo

x1 = 2x

y1 = 3y

z1 = 4z

w1 = 5w,

temos que o problema é equivalente em encontrarmos as soluções da equação

x1 + y1 + z1 + w1 = r,

onde

x1 ∈ {0, 2, 4, 6, . . . }

y1 ∈ {0, 3, 6, 9, 12, . . . }

z1 ∈ {0, 4, 8, 12, 16, . . . }

w1 ∈ {0, 5, 10, 15, 20, . . . }.

Portanto, a função geradora para esse problema é:

f(y) = (1 + y + y2 + y4 + y6 + . . . )× (1 + y3 + y6 + y9 + y12 + . . . )×

(1 + y4 + y8 + y12 + y16 + . . . )× (1 + y5 + y10 + y15 + y20 + . . . ) =

1

1− y2
× 1

1− y3
× 1

1− y4
× 1

1− y5
(7)

e a resposta para o problema é o coeficiente de yr em (7). �



Aplicação 6: Determine o número de n−uplas cujos elementos pertencem ao conjunto

{1, 2, 3, 4, . . . , k} nas quais cada um dos números de 1, 2, 3, . . . , k aparece pelos menos uma

vez.

Solução:

Observamos inicialmente, que cada um dos números 1, 2, 3, . . . , k ocorre pelo menos uma vez

e a ordem dos números retirados é relevante. Dessa forma a função geradora exponencial

para este problema é:

f(x) = (x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . )k

e, a resposta, o coeficiente de
xn

n!
nesta função. Observamos que este coeficiente é o mesmo

se tomarmos

(x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . )4

= (ex − 1)
k.

Temos que

(ex − 1)
k

=

k�

i=0



 k

i



 (−1)
iex(k−i).

Considerando a expansão em série de Taylor da função ex(k−i)
temos

ex(k−i)
=

∞�

n=0

1

n!
(k − i)nxn,

substituindo essa expressão em (ex − 1)k :

(ex − 1)
k

=

∞�

n=0

k�

i=0

(−1)
i



 k

i



 (k − i)n xn

n!

Dáı conclúımos que o coeficiente de
xn

n!
é

k�

i=0

(−1)
i



 k

i



 (k − i)n.

�



Aplicação 7: Encontrar o número de soluções em inteiros da equação

x + y + z + w = 25,

onde cada variável é no mı́nimo 3 e no máximo 8.

Solução:

Temos que a função geradora que controla cada uma das variáveis x1, y1, z1, e w1 é

x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8.

Portanto a função geradora para este problema é:

f(x) = (x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8)4 = x12(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)4 =

= x12(
1− x6

1− x
)4.

Dessa forma, o problema resume-se em calcular o coeficiente de x13 em

(
1− x6

1− x
)4 (8)

Para isso, observamos que:

(1− x6)4 = 1− 4x6 + 6x12 − 4x18 + x24.

Segue do Teorema binomial generalizado que:

(1− x)−4 =
∞�

n=0



 −4

n



 xn(−1)n

Portanto o coeficiente de x13 em (7) é:



 −4

13



− 4



 −4

7



 + 6



 −4

1



 =



 4 + 13− 1

13



− 4



 4 + 7− 1

7



 + 6



 4 + 1− 1

1



 =



 19

13



− 4



 10

7



 + 6



 4

1



 = 104



�

Aplicação 8: Numa competição cada um dos quatro juizes deve atribuir notas de 1 a 6

para cada participante. Para ser finalista um participante deve ter no mı́nimo 22 pontos.

Encontrar o número de maneiras que os júızes têm para atribuir notas de modo que um

participante seja finalista.

Solução:

O problema resume-se em resolver a equação

x1 + x2 + x3 + x4 = 22,

onde

x1, x2, x3, x4 ∈ {4, 5, 6}.

Pois se algum juiz atribuir nota 3 ou menor o total 22 nunca será atingido.

Temos que a função geradora para esse problema é:

(x4
+ x5

+ x6
)
4

= x16
(1 + x + x2

)
4.

Dessa forma o problema resume-se em encontrar o coeficiente de x6, x7, x8
em (1+x+x2

)
4,

pois para ser finalista, um participante deve ter no mı́nimo 22 pontos e como as notas variam

de 1 a 6 então o participante pode ter no máximo 24 pontos.

Observamos que:

(1 + x + x2
)
4

= 1 + 4x + 10x2
+ 16x3

+ 19x4
+ 18x5

+ 10x6
+ 4x7

+ x8. (9)

Temos que os coeficiente de x6, x7
e x8

em (9) são 10,4 e 1, respesctivamente. Portanto a

resposta para o problema é:

10 + 4 + 1 = 15

�

Aplicação 9: Quantas soluções possui a equação

x1 + x2 + x3 + · · · + xn = r

se cada variável é igual a 0 ou 1.

Solução:



Temos que o polinômio x0 = 1 controla a presença dos 0�s e x1 = x controla a presença dos

1’s. As variáveis xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n. Então a função geradora para o problema é:

(1 + x)
n

=

n�

j=0



 n

j



 xj
(10)

e o coeficiente de xr,



 n

r



 em (10) é a solução para o problema. �

Aplicação 10: Encontrar o número de maneiras de se distribuir 11 laranjas e 6 peras para

3 crianças de modo que cada uma receba pelo menos 3 laranjas e no máximo 2 pêras.

Solução:

Primeiramente vamos distribuir as 11 laranjas para as 3 crianças de acordo com o problema,

feito isso, distribuimos as peras para as 3 crianças de acordo com as restrições. Segue do

prinćıpio multiplicativo que a resposta para o problema é:

o número de maneiras de distribuirmos as 11 laranjas para as 3 crianças×

o número de maneiras de distribuirmos as 6 peras para as 3 crianças.

O problema de distribuir as 11 laranjas para as 3 crianças com a restrição dada resume-se

em resolver a equação

x1 + x2 + x3 = 11, onde xi ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8}.

A função geradora para esse problema é:

(x3
+ x4

+ x5
+ x6

+ x7
+ x8

)
3

= x9
(
1− x6

1− x
)
3

(11)

Queremos o coeficiente de x11
em (11), para issso basta calcularmos o coeficiente de x2

em

(
1− x6

1− x
)
3.

Temos que:

(1− x6
)
3

= 1− 2x6
+ 2x12 − x18,



e segue do Teorema binomial generalizado que:

(1− x)
−3

=

∞�

n=0



 −3

n



 (−1)
nxn.

Observamos que só há uma mmaneira de distribuirmos as 6 peras para as 3 crianças de

acordo com as restrições do problema.

Portanto a resposta para o problema é:



 −3

2



 (−1)
2

=



 3 + 2− 1

2



 = 6.

�

Aplicação 11: Uma companhia telefônica adquire 9 computadores idênticos. De quantas

maneiras ela pode distribuir estes 9 computadores para quatro diferentes escritórios de

forma que cada um receba pelo menos um novo computador?

Solução:

O problema resume-se em resolver a equação

x1 + x2 + x3 + x4 = 9, onde xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Logo a função geradora para o problema é:

(x + x2
+ x3

+ x4
+ x5

+ x6
)
4

=

x4
(1 + x + x2

+ x3
+ x4

+ x5
)
4

=

x4
(
1− x6

1− x
)
4

(12)

A resposta para o problema é o coeficiente de x5
em (12). Temos que

(1− x6
)
4

= 1− 4x6
+ 6x12 − 4x8

+ x24

e

(1− x)
−4

=

∞�

j=0



 −4

j



 (−1)
jxj.



Portanto a resposta para problema é


 −4

5



 (−1)5 =



 4 + 5− 1

5



 =



 8

5



 = 56.

�

Considerações Finais

Esta apresentação foi baseada na bibiografia [1]. Muitos exemplos e aplicações foram

retirados de [1], sendo que algumas aplicações são exerćıcios propostos da respectiva bibli-

ografia.
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Como utilizar exemplos reais no ensino e ensinar modelação matemática 
 
 
Resumo: A Matemática é a rainha das ciências e é fundamental na compreensão, controle e 
previsão de sistemas. Nesta palestra vamos 1) Definir quais são os passos úteis para a modelação 
matemática em geral 2) estudar formas de representar um problema que existe na realidade 3) 
Representar a solução de uma maneira compreensiva. 1)-3) serão estudadas através de exemplos de 
modelos matemáticos e se tivermos tempo dois, três ou quatro exemplos. O primeiro exemplo que 
utilizamos vem de radioterapia de tumores, em que o problema consiste em como emitir radiação 
suficiente para matar as células do tumor e ao mesmo tempo minimizar os efeitos negativos para o 
corpo. O segundo exemplo trata de como fazer um mapa da extensão de um rio (atualmente o rio 
Tejo em Portugal).  O terceiro exemplo é como fazer um mapa das características do uso da terra, 
com vários métodos de classificação de imagens de um satélite.  A quarta seria como construir um 
quarto, no qual será colocada uma máquina de radiação, de modo a minimizar a radiação que 
penetra e sai das paredes em um hospital que trata câncer. 
 
 


