coeficiente de z'* é igual a 3, dessa forma, existem, com as restricoes dadas, somente trés
solucoes para a equagao

ZE1+I2+ZE3:14.

Na realidade, o polinémio dado em (3) gera o nimero de solugoes para todas as equagoes

x1+ w9+ 23 =m, m € {9,10,11,12,13, 14, 15}.
Nesse caso, a funcao geradora para esse problema é:

f(z) = p1(z)pa(x)ps(x) = 0+ 0x + 022 + 023 + 0z + 02° + 02° + 027 + 02® + 2% +
3210 + 621 + 72! + 6213 + 32! + 215 4+ 0210 + 0217 + .. ..

Um outro exemplo, semelhante ao anterior ¢ Determinar o ntimero de maneira de
escrever n como soma de termos 1, 2, 3, sem levar e conta a ordem dos termos. A idéia nao
¢é tentar obter este nimero para um valor particular de n. Vamos obter todos os niimeros
de uma s6 vez. Para isto, escrevemos a funcao geradora que é a soma das poténcias z° para

cada soma s :

fla)y =2+t + 2" 422 T 2 S =1 b+ 222+ 328 + L

2° corresponde & soma sem nenhum termos, de modo que, por exemplo, o coeficiente

de 22 é o nimero de maneiras de escrever 3 como a soma nao ordenada de termos 1,2,3.
Aparentemente, obter f(z) é uma tarefa mais facil do que a inicial. Mas observe que cada

somas de 1’s

termo de f(x) é o produto de um termo da forma z , um termo da forma

somas de 2’s

9
T , um termo da forma g SOMas de 3 5. logo

f(m):(:po+xl+x1+1—l—x1+1+1+...)x
(m0+x2+x2+2+m2+2+2+...)x

A e R

f@y=00+r+22+2°+. )1+ +2t +2°+. A+ +25+27+ . ) &

Fa) = 1 1 1

— X X )
1l—2 1—22 1—2a3

1 1
O problema agora é encontrar o coeficiente de z™ na expansao de f(z) = . X T3 X
-z —x
1

1— 23




Vamos explicar as vantagens de um outro tipo de funcao geradora por meio do seguinte

exemplo.

Exemplo 1: Dispondo de trés tipos diferentes de livros
a,b,c

de quantos modos diferentes podemos retirar quatro livros colocando-os em ordem na es-
tante, sendo que o livro a pode ser retirado no maximo uma vez, o livro b no maximo trés

vezes e ¢ no maximo duas vezes.
Solucgao:

Primeiramente consideramos a funcao geradora, vista nos exemplos anteriores que nos
fornecerd as possiveis escolhas (com as restrigoes impostas), mas sem dar importancia para
a ordem. Para isso, faremos algumas observacoes, uma delas é dar a lista das possiveis
escolhas dos trés tipos de livros com as condig¢oes imposta pelo problema, sem ordena-los,

de inicio.

Maneiras de tirarmos 1 livro do tipo a, b, ou ¢ : a,b, ou ¢;

e Maneiras de tirarmos 2 livros dentre os trés tipos a,b e ¢ : bb, ab; be, ac, cc;

e Maneiras de tirarmos 3 livros dentre os trés tipos a, b e c : bbb, abb, acc, bbc, abe, bec;
e Maneiras de tirarmos 4 livros dentre os trés tipos a, b e ¢ : abbb, bbbc, abbe, bbce, abec;
e Maneiras de tirarmos 5 livros dentre os trés tipos a, b e ¢ : abbbc, bbbce, abbec;,

e Maneiras de tirarmos 6 livros dentre os trés tipos a,b e ¢ : abbbcc.

Nesse momento, associamos o polinémio P(x) = 1+ ax os livros do tipo a. Os livros livros
do tipo b associamos o polinomio Q(z) = 1+ bz + b*x? + b323. E finalmente os livros do

tipo ¢, o polinomio S(z) = 1+ cx + 2z
A partir dai, vamos interpretar cada polinémio da seguinte forma: P(z), Q(z) e S(z)
respectivamente:

— em P(z), o termo ax significa que um livro do tipo a foi escolhido;

— em P(z), o termo 2 = 1 nenhum livro do tipo a foi escolhido;



— em Q(z), o termo z° = 1 nenhum livro do tipo b foi escolhido;

— em Q(x), o termo bx significa que um livro do tipo b foi escolhido;

— em Q(x), o termo b*x? significa que dois livros do tipo b foram escolhidos;

— em Q(x), o termo b3z? significa que trés livros do tipo b foram escolhidos.
S(z) é interpretado da mesma forma.Cada um desses polinémios controla a presenga de
um determinado tipo de livro.
Observamos que:

P(2)Q(x)S(z) = (1 + az)(1 + bz + b*a” + b*2°)(1 + ca + *2?) =

1+ (a+b+c)x+ (b* + ab+ be + ac + ) x*+
(b® + ab® + ac® + b*c + abc + bc?) P+
(ab® + bPc + ab’c + b*c® + abc®)x* +

(ab’c + b*c + ab’c?)x® + ab®cPa®
Podemos concluir que:

e 0 coeficiente de x é a lista de todas as possiveis escolhas de um s6 livro;
e o coeficiente de z? de todas as possiveis escolhas de dois livros;
e o coeficiente de 22 é a lista de todas as escolhas de 3 livros;

e e assim por diante...

Vamos nos limitar as listas de todas as possiveis escolhas de 4 livros com as restrigoes
impostas anteriormente, o coeficiente de z* produz a lista de tais escolhas, mas os livros
nao estao ordenados, notamos que existem 5 maneiras de retirar 4 livros sem colocéa-los
em ordem. Nosso préximo passo ¢ ordena-los e observar alguns caracteristicas que irao

possibilitar a definicao de funcao geradora exponencial, para isso consideramos:

e quando retiramos ab?, isto é, um livro a e 3 livros b poderemos ordena-los de 1'—3'

maneiras diferentes. Isto é um caso de permutacao com repeticao;



112111

e os quatro livros ab’c podem ser ordenados de maneiras distintas;

. 4 . :
e 0s quatro livros b?c? podem ser ordenados de 2191 maneiras diferentes;

e e assim por diante . ...

Observemos que o termo ab3z? surgiu do produto (az)(b3x3); gostarimos de ter obtido o

4!
fator —, multiplicando ab®z*. Na realidade gostarfamos de obter:

11317
41 4l
e —a 3; — 30;
113! 311!
4l 4!
o — —ab’c; — b
112111 212!
41
° abc?.
111121
Ou seja,
41 41 4 4! ) a1, 4! o 4
(T 3 e Tom® o ¢ T i)

Com esta observagao, vamos alterar os polinomios que “controlam”a presenca de cada tipo

1
de livro, introduzindo no coeficiente de x™ o fator — Feito isto, obtemos:
n!

a b v o, b, c A,
(1+Ix)(1+ﬁx+5x +§x)(1+ﬁx+5x)—



1+

a b c
(ﬁ+ﬁ+ﬁn+

¥ ab  be  ac .,
RTINS

vooab®  a® b abe be? .,
Gttt Tam i Tt T

ab®  be ab’c b2 abc?

4
T tsmtmem fom ot T
ab? e ab’c® |
(Tem 3w et
ab*c®
.
11312!
\
Observamos que o coeficiente de z* é
ab? b3c ab?c abc?
T3+ 3m 1o T 1 (4)

que ainda nao é exatamente o que desejamos. Entao se multiplicarmos e dividirmos (4)

por 4! obtemos a seguinte expressao:

Al , 4l 1

4! 4!
3 3 2
(ab + b’ + ab T

TR TR TETFT
7
Logo o ntimero procurado, tomando-se a = b = ¢ = 1, seré o coeficiente de 7T e expansao

de:

xr I’Z ./L'g xr 12
>(1+ﬁ+§+§>(1+ﬁ+§>:

T
(1+ﬂ



1+

a b c
STRETRET

o 2l 9l 9l 91 g2
Gttt Tt

)+

313 3 33 3 g
X (§+um+um+mu+1mu+um§T
F TR TR R TR TR
(i T am 1o o et

5! 5! 51 b
TENTR + )E

+

( +

3121 11212]

6! 26
113121 6!

\

Com as restricoes impostas podemos retirar 5 livros de 3 maneiras diferentes, ab’c, b3c? e

113!

A soma deste trés nimeros é dada diretamente pelo coeficiente

ab®c?. Sabemos que os 5 livros ab3c podem ser ordenados de maneiras diferentes, b3c?

51
de — e ab?*c? de

312! 112121
ez
de = no produto acima.
Nesse contexto chamamos a série de poténcias
x x? 3 x”
a0+a1ﬁ+a2§—l—a3§+---—|—arﬁ+...

como a fung¢ao geradora exponencial da seqiiéncia (a,).cn. Utilizamos séries formais desse
tipo quando a ordem dos objetos retirados deve ser considerada. Quando a ordem é irrele-

vante, utilizamos, como ja vimos em varios exemplos, a série formal,
2 3
ag+ a1 x + asx® +asx® + - +ax” + ...
e nesse caso a chamamos de func¢ao geradora ordindria.

Exemplo 2: Achar a funcao geradora exponencial para se encontrar o nimero de seqiiéncias
de k letras (k < 6) formadas pelas letras a, b e ¢, onde a letra a ocorre no maximo uma vez

a letra b no maximo duas vezes e a letra ¢ no maximo 3 vezes.
Solucao:

Observamos que a ordem neste caso é importante pois a sequiiéncia (a,b) é diferente da

(b,a). Entao devemos considerar a fungao geradora exponencial:



e a funcao geradora que controla a presenca da letra a, é
14+ x;

e a fungao geradora que controla a presencga da letra b, com a restricao imposta é:

1 2
+$+§,

e a funcao geradora que controla a presenca da letra ¢ com a restricao imposta é
2 .3

Portanto , ) ;

T T

5)(1+:c+—+—)=
100 , 1,5 14

19
1+3x+4x2+5x3+?x +§x +6x

1+z)(1+a+

¢é a funcao geradora para o problema.

. N . X
Como estamos interessados na sequéncia dos coeficientes de - devemos reescrever este
7!

polinémio na forma:

2 3 4 5 6
1+35 485 1195 1805 4605 +120%

1! 2! 3! 4! 5! 6!
Como as possiveis maneiras de retirarmos 2 letras sao: ab, ac, be, cc, e bb, isto é 8 maneiras
diferentes de retirarmos 2 letras e ordena-las. Como pode ser visto na funcao geradora
2

. ) . X
exponencial, 8 é o coeficiente de o

Exemplo 3: De quantas maneiras podemos selecionar 3n letras de um conjunto de 2n d's,

2n b's e 2n 's?
Solucao:

Como a ordem nao é importante (estamos fazendo apenas uma sele¢ao) e qualquer uma

das trés n letras pode ser retirada até 2n vezes, a resposta a nossa pergunta € o coeficiente

de 23" em
1 _ x?n-{—l
(1—}—ZL‘—|—[E2—{—ZE3—|—---+5L‘2n)3=( : )3:
— T
(1 o :E2n+1)3(1 _ :L‘)_3 — (1 _ 3:E2n+1 + 3$4n+2 _ $6n+3)(1 _ ZL’)_S.
Como

-2 =>" " =D | "],

r=0 r r=0 r



concluimos que o coeficiente de 23" é igual a:

-3 -3
(_1)3n - 3(_1)n—1
3n n—1
Temos que
—-n ., n+r—1
= (_1> )
r T
assim
-3 -3
(1) — 31" -
3n n—1
" L 3+3n—1 . o 3+n—-1-1
(=1 (=1)° = 3(=1)" (=) =
3n n—1
3n+ 2 3 n+1 B
3n n—1
3n+ 2 +1
" Y =3n(n+1)+1
2 2

Mais Aplicacoes
Aplicagao 1: Encontrar o nimero de maneiras de se obter um total de 15 pontos ao se
jogar simultaneamente, quatro dados diferentes.
Solucao:
O problema resume-se em resolver a equacao
x1 + To + 23+ 24 = 15,0onde z; € {1,2,3,4,5,6}.
Dessa forma a funcao geradora para o prolema ¢é dada por:
(+a?+ad ot 2’ a8 =2t 1+ 22+ 2% 2t 420t =

1—2ab

o )! (5)

l1—=x

A resposta para o problema é o coeficiente de z'° em (5), o que equivale encontrarmos o

coeficiente de z'' em
1 — a8

1—=x

( )"



Temos que

(1—2%*=1—42°% 4 62" — 42'® + 2*

e
4 e —4 o
L=z =>"| |1y
§=0 J
Portanto a resposta para o problema é:
—4 —4 4411-1 445-1
(1)t -4 (1) = - =
11 5 11 5
14 8
—4 = 140
11 )

O

Aplicagao 2: Representantes de trés institutos de pesquisa devem formar uma comissao
de 9 pesquisadores. De quantos modos se pode formar esta comissao sendo que nenhum

instituto deve ter maioria absoluta no grupo?
Solucgao:

O problema resume-se em resolver a equacao
1+ To + T3 = 9,

onde x1,x9, 3 representa os institutos de pesquisa, sendo que as solucoes desta, sao as

maneiras que podemos formar comissao dos pesquisadores.

O fato de nao ter maioria absoluta exclui possibidades do tipo (5,4, 0). Estamos interessados

em solugoes somente do tipo, (4, 3,2). Dessa forma temos:
1 €{1,2,3,4},

xe € {1,2,3,4},
xg € {1,2,3,4},

e a funcao geradora para o problema é:

1— 2t

)’ (6)

(z4+2° +2° + 2 =231+ 2+ 27 + 2%)° = 27(

1—=x



A resposta para o problema é o coeficiente de x° em (6). Para isso basta calcularmos o
4

—t )%. Segue do Teorema Binomial Generalizado que:
-

coeficiente de 2% em (

[e.9] _3 o0

(1—2)3= Z (—1) 2" = Zanx".

n=0 n n=0
Temos que:
(1—2%? =1-32" +32% — 2"

Portanto o coeficiente de % em (6) é:

(=1)° -3 (—1)* =
6 2
[ 3+6-1 3+2-1\
6 2
8 4
6 2

O

Aplicacao 3: De quantas maneiras podemos acomodar 9 pessoas em 4 quartos sem que

nenhum quarto fique vazio?
Solucgao:

Observamos inicialmente, que nenhum quarto poderd receber mais do que 6 pessoas, uma
vez que nenhum deles podera ficar vazio. Usamos fungao geradora exponencial, pois os
quartos sao diferentes e a ordem das pessoas dentro de um quarto nao nos importa. A
funcao geradora para este problema é, portanto,
2 3 6
x x x
f— — — DY — 4
J@) =letgrtgt -ty

. z? . : ,
e, a resposta, o coeficiente de o1 nesta funcao. Observamos que este coeficiente é o mesmo

se tomarmos ) . 6
T T T 4_ (2 q\4
e+ttt gt ) = -

9

uma vez que as poténcias extras acrescentadas nao contribuem para o coeficiente de o

Como

(e® — 1)* = ™ — 4™ 4 6e** — 4e” + 1.



