Introducao

Funcao geradora é uma das ferramentas da Andlise Combinatéria para enumerar
estruturas ou configuracoes discretas. Questoes enumerativas aparecem com freqiiéncia
em Estatistica, Fisica, Quimica, Biologia, etc. Este método de contagem teve origem a
partir dos trabalhos A. Moivre (1667-1754), tendo sido aplicada por L.Euler (1707-1783)

em problemas de teoria aditiva de nimeros.

Definicao de série formal: Um polinomio é uma expressao da forma
p(z) = ap + a1x + agx® + - - - + a,a".
Uma série formal é expressao da forma
p(z) = ag + a1x + agx® + - + a2 + ..,

onde a;,Vi > 0 com i € Z sao chamados de coeficientes das poténcias de x*. Dadas as
séries formais,

f(x) = ag + a1w + agx® + azx® + . ..
g(x) = by + bz + box® + bza® + .. .,

dizemos que f(z) = g(x) < a,, = b,,Yn > 0 com n € Z.

Propriedades de série formal: Somas e produtos de duas séries formais quaisquer sao

definidos analogamente a somas e produtos entre polinomios. Por exemplo, considere:

f(z) = ap + a1z + apx® + azz’® + . ..
9(x) = by + b1z + bea® + bsa® + ...,
assim

Af(x) + Bg(x) = (Aag + Bby) + (Aay + Bb))x + (Aay + Bby)x® + .. ..

Portanto os coeficientes de z", da série formal, Af(z)+ Bg(z) sao da forma Aa, + Bb,Vr €
IN.

No caso do produto de séries formais, temose
f(l’)g(l’) = aobo + (a1b0 —I—aobl)x + (a2b0 +a1b1 +a0b2)x2 + ((l3b0 —f-agbl + albg —I—aobg)l'g +-

(akbo + ap_1b1 + ap_oby + - - + agbk)l'k + ...



k
Assim os coeficientes de z*, da série formal, f(z)g(x) sdo da forma ¢, = Z arby—i, Vk € IN.
i=0

Uma observa cao para as séries formais:

Sabemos que para |z| < 1, f(z) = ——, quando
x

1—
flxy=1+z+2*+23+. ...

Em calculo, dada uma série de fungoes, estamos preocupados em saber para quais val-
ores de x, f(r) converge. No contexto de séries formais estaremos interessados somente
no calculo dos coeficientes destas fungoes e nao necessitaremos atribuir valores numeéricos
a variavel x. Neste contexto vamos manipular tais séries sem nenhuma preocupagao com a

convergencia.
Séries Formais e Recorréncias Lineares

Vejamos uma primeira aplicacao das séries formais, vamos determinar uma férmula

explicita para a sequéncia definida por:
ay)=0,a1 = 1,a,42 = da,4+1 — 6a,, para n > 0.

Observe que

6a, — 5a,41 + anio =0, para n > 0.

A idéia é considerar a série formal
2
f(x) =ao+ a1z +asx” +....

Multiplique f(x) por —5x e em seguida 622, assim,

f(z) =ao+ a1z +agx® + .. ..
—5xf(x) = —bagr — 5ayx? — bagx® + .. ..
62° f(x) = 6agz® + 6az° + . ...
Somando as equagoes acima, os coeficientes de ™, n > 2, anulam-se e ficamos com

(1 — 52 + 622) f(x) = ag + a1 — bagr <

X



Observe que 1 — 5z + 622 = (1 — 2x)(1 — 3z) e que é razoavel procurar constantes a

e b tais que

@ . b T <:>(a—l—b)—(Sa—i—Qb)x_ x
1-2¢ 1-3z 1-—5z+ 622 (1—22)(1—32)  1—5z+ 62>

a+b =0
& Sa=-1leb=1.
3a+2b = -1

Logo

T 1 b

) = s 6@ ~1-3s 1-2"

(14+32+3%2+32° +... ) - (1 +20+2%2° + 2% +..) =

=3 =29+ @3 =2+ (32 - 22 + (3° - 2% + .. .
Assim, o coeficiente de 2" em f(x) é 3" — 2" = a,,.

Vamos descrever através de um exemplo simples um procedimento que pode ser

aplicada com sucesso em uma grande variedade de situagoes.

Consideremos a seguinte relacao de recorréncia:

ap = 1

ap = 3anp_1 +1
Os primeiros termos desta seqiiéncia sao
1,4,13,40,....

Em alguns casos, raros, ¢ possivel conjecturar uma féormula explicita para a, a partir da
simples observacao dos primeiros termos. Quando isto é possivel pode-se tentar a prova

por inducao.

O ideal, quanto se esta lidando com uma relacao de recorréncia, é a obtencaode uma férmula

que forneca o valor de a,, como uma funcao de n. O procedimento que fornecemos faz uso



do conceito de séries formais para determinar e um férmula explicita para a,, para isto,

escreva

flz) = Z anx"

n=0

Multiplicando a relacao de recorréncia por z" obtemos

ap,x" = 312" + "
Somando os dois lados para n > 1
[o¢] (o) (o)
E anpx’ = g 312" + E z"
n=1 n=1 n=1

Segue dai
fx) —ap=3xf(x) + Zaz".
n=1

Podemos escrever

> 1
Zx": —1= $ .
- 1—2z 1—2z

Com essas observagoes e sabendo que ay = 1 podemos resolver f(x) obtendo

fl@) = Bef(a) =1+ .
ou seja X
f@)(1 = 32) = —.
Portanto
fla) = —
(1 —-3x)(1—x)

Agora vamos decompor f(z) em fragoes parciais, este método ¢ visto em célculo quando se

estuda a resolucao de integrais de fungoes racionais. Ou seja,

1 A B

(1—2)(1—3x) 1—x+1—3x

para que esta igualdade seja vélida, A e B devem, portanto, satisfazer os sistema de

equacoes:

A+B= 1
3JA+B= 0



Logo

Portanto
1 1 3 1
M@ == 31 3

Mas as séries para essas duas funcoes sao conhecidas:

flz) = —% Zx" + g 23"95”
n=0 n=0

colocando ™ em evidéncia, temos a solucao:

3n+1_1
QH—T

Problema 1: Use séries formais para encontrar uma férmula explicita para a sequéncia

K= 0
= 1
F,= F, 1 +F, o paran>2

Esta é a célebre sequéncia de Fibonacci;

Consideremos a seguinte série formal:

F(z)= i F.z2",
n=0

onde

K= 0
= 1
F,= F, 1 +F, o paran>2

Multiplicando cada membro da equagao de recorréncia por " temos:

F.x" = F,_12" + F,_sx™.



Somando a equacao acima para n > 2 resulta em

(o) o0 o0
E F.x" = E F,_1x" + E F,_ox" =
n=2 n=2 n=2
oo (o]
-1 2 -2
T g F, 2"+ E EF, oz % =
n=2 n=2

z Z F,x" + z? Z EFoa™.
n=1 n=0
Podemos escrever a equacgao acima como
f(x) = Fy — Fie = z(f(2) — Fy) + 2° f ().

Substituindo os valores, especificados na relacao de recorréncia que descreve os numeros de

Fibonacci, de Fy e F}, e colocando f(x) em evidéncia, obtemos

(1—z—2")f(x) ==,

portanto
z

()

O 1ultimo passo consiste em desenvolver f(x) em série de poténcias, o coeficiente de x",

1—z—a?

neste série serd F,.
Calculando as raizes do polinomio no denominador de f(x), e lembrando que
x
r—a)=—a(l ——-),
(¢~ a)=—a(l~ )

podemos escrever f(x) como

As constantes A e B sao calculadas de modo que a igualdade acima seja verdadeira, ou

seja,




(524 - H5B)r+ A+ B
1—x— 22

Para que os polindmios nos numeradores das fracoes acima sejam iguais para todo z é
necessario e suficiente que os coeficientes das poténcias de x nos polinomios sejam iguais,

o que é equivalente ao sistema

cuja solucao é:

Substituindo os valores de A e B e desenvolvendo os termos obtemos

1 1 1 1
1= (=) - (i) -

\/5 n=0 2 \/5 n=0 2 .
Colocando x™ em evidéncia obtemos a formula desejada:

1+v5., 1 1-+5
(——) —%( 5

1

F, =
V5

)", paran >0

Séries Formais e a Generalizacao do Teorema Binomial

Teorema 1 (Teorema Binomial): Dados x nimero real e n um nimero natural, tem-se

que

n n n 2 3 i n
(I+2)"=1+ ) T+ r” + A R S I I SRR S v



Teorema 1 (Teorema Binomial Generalizado): Seja u um numero real arbitrario.

Entao:
o) u '
L+ =3 ¥, (1)
r=0 r
onde . .
wu—1)... (u—r+ )7 e 750
u 7!
) =
1, se r=20

u
O numero ¢ chamado coeficiente binomial generalizado.
r

Demonstracao: Consideramos a funcao f(x) = (1 4+ )%, onde u é um nimero real
arbitrario. Podemos considerar a expansao de f(z) em série de Taylor em torno de x = 0.

Dessa forma,

u(u —1 uu—1)... (u—r+1
(1+$)“:1+ux+%x2+...+ ( ) T|< >$r_|_
Denotando,
—1)...(u— 1
ulu Jo(uzr+ >, se r>0
U r!
. =
1, se =0
temos
> U
(14 2)" = Z "
n=0 n
Observamos que quando u é um inteiro positivo temos o Teorema binomial (ja conhecido),
U
pois =0sen>u. 0
n

Corolario: O coeficiente de P na expansao de
4o+ +23+...)"

. n+p—1
¢é igual a
p

Demonstracao: Temos que:

I+z+2*+2°+...)" =



1

= "=(1—-—2)"
() =(1-2)
Fazendo ©w = —n e substituindo —z em 2 do Teorema Binomial obtemos:
—n - _n T - _n r_.r
1—2)" =) (—x) =) (=D)"z (2)
r=0 r r=0 r

Observamos que o coeficiente de 2P em (2) é dado por (vamos escrevé-lo de maneira con-

veniente):
R
D
_ —n(-n—1)(-n—-2)...(—n—p+ 1)(—1)? _
p!
_ —n(=)n+D(-)(n+2)...(=)(n+p—1)(=1)P _
p!
_ (=DPn(n+1)(n+2)...(n+p—1)(—1)? _
p!
nn+1)(n+2)...(n+p—1)
p! -
_ nn+1)(n+2)...(n+p—1)(n—1)! _
pl(n —11)
(n+p—1n+p—-2)...(n+1)nn—-1)...1
B pl(n — 1) B
(n+p—-1)!
plin—1)
_ n+p—1
p

Séries Formais e Contagem

Outra aplicacao das séries formais é ajudar a contar. Neste contexto, as séries formais
recebe o nome de funcgoes geradoras. A idéia geral e a seguinte , o expoente de x quantifica
alguma propriedade em que estamos interessados, como por exemplo, o comprimento de
uma sequéncia, uma solucao inteira de uma determinada equacao, com coeficientes inteiros,
cuja soma € igual a n, a quantidade de objetos em uma gaveta, etc. Se para cada situagao
exemplificada associarmos tal poténcia de x e somarmos estas poténcias, o coeficiente de
™ serd, respectivamente, o termo da sequéncia na posicao n, o niimero de solucoes inteiras

de uma determinada equagao, o niumero de caixas com n objetos, etc.



Por exemplo, consideramos a seguinte situagao: queremos encontrar o nimero de
solucoes inteiras da equacao
X1+ Tg+ X3 = 12,
onde as varidveis x; e zy pertencem ao conjunto {2,3,4} e a varidvel 3 pertencem ao

conjunto {5,6,7, }.

Para isso vamos considerar os seguintes polinomios:

pi(z) = (2% + 2%+ 2%)
pa(z) = (2% + 2% + o)
p3(z) = (a® + 2%+ 27)

Fazendo o produto desses polinomios podemos observar (vamos escrever de maneira con-

veniente para podermos listar as solugoes):

$2+2+5 + 1,2+2+6 +$2+2+7
2345 + p2t3+6 + 2+3+7
I2+4+5 + l’2+4+6 + ZL’2+4+7
:L,3+2+5 + 1,'3+2+6 +I3+2+7
D1 (ZL’)pQ(ZE)pg(IL‘) — [L’3+3+5 + 1‘3+3+6 + l’3+3+7
.§L’3+4+5 + LE3+4+6 +Z‘3+4+7
I4+2+5 + $4+2+6 + ZL’4+2+7

{L‘4+3+5 + l.4+3+6 + $4+3+7

x4+4+5 + 1.4—1—4—&-6 + $4+4+7

Observemos que no expoente de x aparecem exatamente os valores que as variaveis xy, xs
e 3 podem assumir. Os valores em negrito que aparecem no expoente de x sao as solugoes

para o problema.

De acordo com o problema queremos os valores, tais que a soma dé 12, dessa forma a

resposta do problema ¢é o coeficiente de z'2.

Temos que:

pi(@)pa(z)ps(x) = (22 + 2 + 2*)?(2° + 25 +27) =

¥+ 3210 + 6t + 72 4 62 4 3t 4 21 (3)

Portanto a equacao possui 7 solucoes inteiras com as restrigoes dadas. Observamos que o

polinémio dado em (3) nos fornece também respostas para outros problemas, temos que o



