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RESUMO

A aplicacdo de modelos de Escoras e Tirantes em estruturas de concreto armado possui como
principal dificuldade de aplicacdo a etapa de concepcao do modelo. Deste modo, como forma
de se realizar uma geragcdo automdtica de modelos de escoras e tirantes, tem-se utilizado
abordagens em otimizacdo de topologia, com destaque o Método da Densidade (MD) e o
Método da Estrutura Base (MEB). Contudo, ambos apresentam desvantagens quando utilizados
com esta finalidade, haja vista que o MD fornece solu¢des que ndo sdo préticas do ponto de
vista construtivo e o MEB fornece solu¢gdes com caminhos de forca limitados a estrutura base
adotada. Este trabalho, portanto, estuda e implementa uma abordagem hibrida de otimizacao de
topologia para obtencdo de caminhos de forca em estruturas de concreto que possam ser
utilizados em modelos de escoras e tirantes. No primeiro método implementado, estuda-se a
influéncia do posicionamento da armadura nos caminhos de for¢a no concreto, onde elementos
de barra pré-definidos representando as barras de aco sdo adicionados ao tradicional método de
densidade, este foi denominado como Método da Densidade Reforcado (MDR). O segundo
modelo implementado € baseado na abordagem proposta por Gaynor, Guest e Moen (2013), na
qual se utiliza uma malha de elementos de barra conectada a malha de elementos continuos e
tanto as densidades dos elementos continuos quanto as dreas das barras integram o vetor das
varidveis de projeto em um unico processo de otimizacdo. Os resultados obtidos pelo MDR
mostram que a presenca de barras possui influéncia na determinagao dos caminhos de forca. Os
resultados obtidos pelo MH evidenciam a aplicabilidade da formulacdo proposta e também a
necessidade de adaptacdo do processo de filtragem para uso deste método.

Palavras-chave: Otimizacado de topologia. Escoras e tirantes. Métodos hibridos.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Em estruturas de concreto armado que ndo satisfazem as hip6teses de Bernoulli para o
dimensionamento, um caminho alternativo comumente adotado para o dimensionamento € a
utilizacdo de Modelos de Escoras e Tirantes (MET), uma evolu¢do da analogia da trelica de
Ritter e Morsch. Tais modelos baseiam-se na utilizagdo de uma trelica idealizada que
corresponda ao caminho percorrido pelas forcas nessa regido. Um dos meios para obtencao do
caminho de forcas que serve de base para os modelos de escoras e tirantes € a anélise do fluxo
de tensdes no interior da estrutura. No entanto, € vdlido destacar que nem sempre esse
procedimento indica com clareza o caminho das forgas. A titulo de ilustrar esse procedimento,
apresentam-se na Figura 1.1 as tensdes principais na dire¢cdo 2 em uma viga parede, obtidas
com a utilizagdo do programa DIANA®, em sua versdo 10.1, e seu modelo de escoras e tirantes
correspondente.

Figura 4.1 — Andlise de uma viga-parede de dimensdes 1200x800 mm. (a) Tensdo principal na dire¢do 2;
(b) Modelo de escoras e tirantes correspondente
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Fonte: Gerada pelo autor
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Ha varios outros métodos para indicar o caminho de forcas em estruturas de concreto armado,
cada qual conduzindo a uma trelica diferente. Todas essas solu¢des representam um limite
inferior da carga de colapso da estrutura continua de concreto armado. Com 0s avancos
computacionais, toma corpo a busca por processos que automatizem a obten¢ao do caminho de
forcas e sua obtencdo utilizando de algoritmos de otimizacdo passa a ser um desdobramento

natural.

Em um problema de otimizacao estrutural, busca-se obter a estrutura que apresente o melhor
desempenho, o qual pode ser avaliado de forma matematica, através de uma funcdo de um
conjunto de varidveis que sdo relacionadas ao comportamento da estrutura, as varidveis de
projeto. O processo de otimizagdo, portanto, tem por finalidade obter o ponto onde essa funcao
atinge seu valor minimo ou maximo, dentro de uma regido do espaco das varidveis de projeto
que respeitam as restri¢des impostas pelo projeto, denominada regido vidvel (CHRISTENSEN;

KLARBRING, 2009).

A otimizag¢do de topologia (OT) € um campo da otimizacao aplicdvel para a obtencdo de leiautes
estruturais que consiste na obtencao de uma distribui¢do 6tima de material em uma regido do
espaco pré-definida, denominada dominio estendido. O trabalho seminal de Bendsoe e
Kikuchi (1988) apresentou a técnica de otimiza¢do de uma estrutura continua como meio de
obter a forma da estrutura sem a necessidade de utilizar otimizacdo de forma. O
desenvolvimento dessa proposta resultou nos atuais métodos baseados na densidade, no qual o
problema a ser resolvido € a distribui¢do de uma densidade relativa em um dominio estendido
geralmente discretizado por uma malha de elementos finitos. A fim de se melhorar a
distribuicdo de material, essa malha € mais refinada do que uma malha obtida em um estudo de

convergéncia para realizacdo da andlise estrutural.

Outra abordagem bastante difundida para obtencdo de solucdes topoldgicas € o Método da
Estrutura Base (Ground Structure Method), o qual teve origem com os trabalhos propostos por
Mitchell (1904)! e Maxwell (1890)? (apud OHSAKI, 2011). Trata-se de uma extensdo do

processo de otimizagdo de dimensdes cujas varidveis de projeto sdo as dreas das secodes

I'MITCHELL, A. G. M. The limits of economy in frame structures. Philosophical Magazine Sect. 6,8(47),
p. 589-597, 1904.

2MAXWELL, J. C. On reciprical figures, frames, and diagrams of forces. Sientific Papers 2, p. 161-207, 1890.
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transversais das barras de uma trelica altamente interconectada com nds fixos definidos no
dominio de projeto. A topologia final € definida em um processo de eliminacdo das barras finas
da estrutura base final. Embora o método da estrutura base permita a obtengdo de solucdes
topoldgicas, ele nao € um processo de otimizacao de topologia no sentido estrito. Recentemente,
técnicas para filtragem de solucdes topoldgicas em equilibrio durante o processo de otimizac¢ao
(RAMOS JR; PAULINO, 2016 e SANDERS; RAMOS JR; PAULINO, 2017) promovem a

transi¢ao do método da estrutura base para o campo da otimizacao de topologia.

Com a finalidade de aplicar uma abordagem em otimizacao de topologia para a obtencao de
caminhos de for¢ca em estruturas de concreto armado, Gaynor, Guest ¢ Moen (2013)
propuseram um método hibrido de otimizac¢do de topologia. Nessa proposta, elementos de barra
permitem um posicionamento mais simples das barras de ago, indo a favor do processo
construtivo e fornecendo de forma direta a drea de aco necessdria para sustentar o carregamento
definido. J4 elementos planos associados a densidades de material permitem uma melhor
definicdo do fluxo percorrido pelas forcas no interior do concreto pelo fato de ndo ser limitado,

como o Método da Estrutura Base, pelas orienta¢des das barras.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho consiste na implementa¢dao do modelo hibrido de otimizacao de
topologia baseado na proposta de Gaynor, Guest ¢ Moen (2013) para a obtencdo automatica
dos caminhos de for¢a que servem de base para modelos de escoras e tirantes e implementar

melhorias na extracao da topologia final.
Para dar sustentacdo ao trabalho proposto sio estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

¢ Adicionar elementos de barra pré-definidos representando as barras de ago ao
tradicional método de densidade, gerando a abordagem aqui denominada Método da

Densidade Refor¢ado;
¢ Implementagcdo do método hibrido com modelo de material isotrépico;

¢ Implementagdo do método hibrido com modelo de material ortotrépico, de forma

semelhante a proposta de Gaynor, Guest e Moen (2013);
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¢ Implementagdo do filtro méximo ao final do processo de otimizagao.

1.2ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho estd estruturado em 5 capitulos. No Capitulo 1 foram apresentados o tema e os
objetivos do trabalho. No Capitulo 2 apresenta-se a revisdo da literatura sobre o tema,
abordando os métodos de densidade e da estrutura base. No Capitulo 3 apresentam-se o0s
métodos implementados, primeiramente o método da densidade reforcado e, posteriormente, o
método hibrido. No Capitulo 4 sdo apresentados e analisados os resultados obtidos envolvendo
a aplicacdo dos métodos da densidade e da estrutura base, assim como os resultados obtidos
com o método de densidade reforcado e com o método hibrido. No Capitulo 5, apresentam-se

as conclusodes finais, com base na analise dos resultados obtidos.
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CAPITULO 2
REVISAO DA LITERATURA SOBRE OTIMIZACAO DE
TOPOLOGIA

Papadrakis et al. (1996) definem otimizagdo de topologia como uma ferramenta para auxiliar o
projetista a selecionar uma topologia adequada através da remocdo ou da redistribuicdao de
material em um dominio estrutural. Com o avanco das aplicacdes de OT, diferentes abordagens
foram propostas e utilizadas. Este trabalho aborda a juncdo dos conceitos bdsicos de dois
métodos, o Método da Densidade e o Método da Estrutura Base aplicados ao problema de
minimizacdo da flexibilidade média, para a formacdo de um método hibrido capaz de
representar os comportamentos tipicos do concreto e o do ago para determinagdo do caminho
de for¢as em estruturas de concreto armado. Este capitulo, portanto, apresenta a base conceitual
sobre o Método da Densidade e o Método da Estrutura Base que fundamentam a metodologia

empregada neste trabalho.

2.1 METODO DA DENSIDADE

O problema a ser solucionado utilizando o método da densidade consiste na distribui¢do 6tima
de material em um determinado espago geométrico denominado dominio estendido, mantendo-
se constante o volume total de material. A densidade relativa de material, p, representa a relagao
entre o volume de material presente em cada regido do dominio estendido e o volume dessa

regido. Assim, a densidade p pode assumir os valores 1 (s6lido) ou 0 (vazio).

A funcdo objetivo do problema de otimizagao deve representar uma caracteristica que descreva
o comportamento global da estrutura. Neste trabalho, adota-se a flexibilidade média da

estrutura (c¢) como funcao objetivo e o problema pode ser descrito na forma (2.1).
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Obter: p
Que minimiza: c(p) = FT U(p)
Tal que: K(p)U=F
2.1
fp df) = Vinax
p(x) €[0,1]

O problema descrito em (2.1) com distribui¢c@o de varidveis feita de forma discreta, leva a um
problema matemaético mal condicionado, com a presenca de minimos locais e dependéncia de

malha (SIGMUND; PETERSSON, 1998). Bendsoe (1989) propds a relaxacdo do problema

permitindo que a varidvel de projeto p possa assumir valores entre 0 e 1.

Na aplicagdo a problemas praticos, a andlise estrutural é feita com uso de métodos numéricos,
tal como o Método dos Elementos Finitos (MEF). Deste modo, o dominio de projeto &
discretizado com uma malha de elementos finitos, na qual cada elemento seréd associado a uma
variavel de projeto p.;. A propriedade mecanica do material relativa a rigidez € relacionada a
densidade de material presente em cada elemento. Deste modo, a matriz constitutiva eldstica é

calculada conforme a equacgdo (2.2).

D.; = f(pe) Ds (2.2)
Onde:
Dy - Matriz constitutiva elastica do material solido;
Pel - Densidade relativa do elemento finito;
D.; - Matriz constitutiva elastica do elemento;
f - Func¢do que relaciona a densidade a rigidez.

Haja vista que nesta formulacao as propriedades do material nao sofrerdo alteracdes no interior

do elemento, pode-se calcular a matriz de rigidez do elemento como:

Ker = f(per) K, (2.3)
Onde:
K - Matriz de rigidez do material s6lido;
K. - Matriz de rigidez do elemento.
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Como € proposto solucionar o problema de andlise estrutural pelo MEF, para evitar a
singularidade da matriz de rigidez durante o processo de otimizagdo, assume-se um valor
minimo de densidade positivo e suficientemente pequeno. Deste modo, ndo haverda um elemento
com rigidez nula associado a um grau de liberdade. Consequentemente, o problema descrito em

(2.1) é reescrito na forma (2.4).

Obter: P
Que minimiza: c(p) = FTU(p)
Tal que: z Pet Ver = Vinax (2.4)
peEN
0< pZZin < per <1, el=1,..,nel
Com: K(p) U(p) =F
Onde:
P - vetor com as densidades de cada elemento finito;
Vel - volume de material relativo ao elemento finito el/;

Vimax - volume méaximo final a ser atingido;

p™n  _limite inferior da restri¢do dos valores de densidade admissiveis;
K - matriz de rigidez da estrutura;

U - vetor de deslocamentos nodais;

F - vetor de for¢as nodais da estrutura.

Devido a relaxacdo dos valores de densidade, o problema apresentado em (2.4) apresenta
solucdes com densidades intermedidrias, fendmeno conhecido como escala cinza (gray scale).
Uma forma de contornar este problema consiste na utilizacdo de modelos que penalizem as
densidades intermedidrias, tornando-as pouco interessantes durante o processo de otimizagao.
Neste trabalho sera utilizado o Modelo SIMP (do inglés Solid Isotropic Material with

Penalization).

2.1.1 Modelo SIMP

O modelo de SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), proposto separadamente por
Bendsoe (1989) e por Zhou e Rozvany (1991), promove uma penalizacdo nos valores de

densidades intermedidrias de modo que suas contribui¢des a rigidez do material sejam
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limitadas. Assim, o gasto de material com densidades intermedidrias € diminuido na solucdo
topoldgica final, facilitando sua aplicacdo na prética. A equacao (2.5) descreve o modelo, com

aplicagdao no MEF.

Ko = psl Ks., (2.5)
Onde, p € o coeficiente de penalizacdo das densidades intermedidrias.

Conforme apresentado por Bendsoe e Sigmund (2004), é recomendado a utilizacdo de p > 3. A
Figura 2.1 ilustra as solugdes obtidas com a aplicacdo de diferentes coeficientes de penalizacio.
Devido a presenga de simetria no eixo vertical central da viga, o dominio estendido,
Figura 2.1 (b), € referente apenas a uma das metades da viga, como forma diminuir o sistema
de equacdes na etapa de andlise estrutural.

Figura 5.1 - Exemplo da aplicacdo do coeficiente de penalizacdo (p): (a) problema; (b) dominio estendido;
(c) solucdo para p = 1; (d) solucdo para p = 2; (e) solugdo para p = 3; (f) solugdo para p = 4.

Fonte: Gerada pelo autor
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2.1.2 Analise de sensibilidade

A andlise da sensibilidade, expressa pela diferenciacdo da funcdo objetivo e das funcdes de
restricdo em relac@o as varidveis de projeto, fornece a direcao de maior acréscimo da fungao
objetivo (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Para o problema de minimizacdo da
flexibilidade média da estrutura, a sensibilidade da funcao objetivo pode ser calculada através

da equacao (2.6).

0c(p) _ r OU(D)

— (2.6)
dp; dpi
Considerando a equacao de equilibrio (2.7) e a simetria da matriz de rigidez:
F = K(p) U(p) 2.7
Tem-se:
dc(p) ou(p)
=U(p)TK(p) (2.8)
3p; (p)" K(p) — o
Derivando-se a equacgdo (2.7) em relacdo a varidvel de projeto p;, tem-se (2.9):
dK(p) au(p)
——— U(p) +K(p) ——=0 (2.9)
dp; P ST
Substituindo (2.9) em (2.8), obtém-se (2.10):
dc(p) dK(p)
— —U(p)T U(p) (2.10)
3p; )" — o P

Uma vez que a matriz de rigidez da estrutura € constituida por montagem das matrizes de rigidez
dos elementos, fornecida pela equacdo (2.5) para o modelo SIMP, a derivada da matriz de

rigidez da estrutura K em relacdo a densidade p; fornece (2.11):

IR _OKi_ ik @.11)
dp;  Op; Lo
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Deste modo, a sensibilidade da fun¢do objetivo € calculada pela equagdo (2.12):

oc(p) _
ap;

—pp! " Ui(p)T K, Ui (p) (2.12)
Onde, Ui € o vetor de deslocamentos nodais do elemento i.
Sendo a restricdo de volume apresentada em (2.4) descrita pela equagdo (2.13):

VC(p) = pV — Vinax (2.13)
Onde V € o vetor que contém os volumes dos elementos.

Derivando-se a equacdo (2.13) em relagdo a varidvel de projeto p;, tem-se (2.14):

VC(p) _
ap;

Vi (2.14)

Onde V; é o volume do elemento i.

A sensibilidade das restricoes laterais assume os valores —1, 0 ou 1, dependendo se associada a

restri¢do relativa ao limite inferior (—1 ou 0) ou da restri¢do relativa ao limite superior (1 ou 0).

2.1.3 Filtro de sensibilidade

O problema descrito em (2.4) € sujeito a instabilidades numéricas como dependéncia de malha,
solugdes em tabuleiro de xadrez e solucdes em ilha. A Figura 2.2 apresenta um exemplo de
instabilidade numérica do tipo de tabuleiro de xadrez. Bendsoe e Sigmund (2004) destacam o
filtro para a sensibilidade (SIGMUND, 2001) como uma forma altamente eficiente para evitar

tais problemas de instabilidades numéricas.

Figura 2.2 - Instabilidade numérica do tipo tabuleiro de xadrez.

Fonte: Gerada pelo autor
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O método proposto € uma relacao heuristica que modifica a sensibilidade da fun¢do objetivo
relativa a cada elemento através de uma média ponderada das sensibilidades dos elementos
vizinhos dentro de um determinado raio fixo estabelecido pelo projetista. A equacdo (2.15)

apresenta a modifica¢do proposta na sensibilidade:

dc dc
(p) _ v z -, 20 dc(p) 2.15)
ap, -1 Hj s ap;
Onde:
i - Indice da densidade com sensibilidade alterada;
Jj - Indice da densidade do elemento vizinho contido no raio;
Oac_/()p) - Sensibilidade da funcao objetivo corrigida;
aa_; - Sensibilidade analitica da funcdo objetivo calculada pela equacgao (2.12);
H; - Fator de convolugao (peso associado as densidades), calculado pela equagdo (2.16).
H = min Y (2.16)
rij
Onde:
Fimin - raio de atuagdo do filtro;
Tij - distancia do centro do elemento i ao centro do elemento ;.

A Figura 2.3 apresenta a ideia do filtro de sensibilidade e de como € determinado o fator de

convolucdo.

Figura 2.6 — Representacio esquemadtica do fator de peso do filtro de sensibilidade.

. Elemento i
= ™ . Elemento j
AREaNCeEs
\ /
™~ ]

Fonte: Pantoja (2012), adaptada pelo autor
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2.2METODO DA ESTRUTURA BASE (GROUND STRUCTURE)

O Método da Estrutura Base (Ground Structure Method) é uma abordagem de otimizacdo de
dimensodes utilizada para obtencao de solugdes topoldgicas. O método consiste em, a partir de
uma trelica altamente interconectada (estrutura base), eliminar as barras que ndo contribuem
significativamente para a fun¢do objetivo. Nessa abordagem, as varidveis de projeto sdo as dreas

das barras.

2.2.1 Formulacao elastica classica

Este trabalho aborda o Método da Estrutura Base para minimizagdo da flexibilidade média da
estrutura. A utilizagdo da flexibilidade média para estes problemas é conveniente por dois
fatores principais: em primeiro lugar pela flexibilidade ser uma funcido convexa das varidveis
de projeto; em segundo lugar pelo fato de que, em uma trelica com flexibilidade minima, as
barras possuem o mesmo nivel de tensdao (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Além disso,
€ especialmente interessante neste trabalho pois também ¢ utilizada no método de densidade
apresentado no item 2.1 deste capitulo, o que se coaduna com a constru¢ao do método hibrido,

descrito no Capitulo 3. Assim, o problema € descrito conforme apresentado na equacdo (2.17):

Obter: A
Que minimiza: c(A) = FTU (A)
Np
Tal que: Z Li A; < Viax (2.17)
i=1
Amin < Ai < Amax
com: K(A)U(A) =F
Onde:
A - vetor com as areas das barras;
c - flexibilidade média da estrutura base;
U - vetor dos deslocamentos nodais;
K - matriz de rigidez da estrutura base;
Li - comprimento do elemento de barra i;
A; - drea da secdo transversal do elemento de barra i;

Vimax - volume maximo da estrutura;
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Amin - &rea minima admissivel para as barras;

Amax - &rea maxima admissivel para as barras;

A sensibilidade da fun¢do objetivo € obtida pelo mesmo procedimento descrito no item 2.1.2 €

€ expressa pela equagdo (2.18):

dc(A)

IK(A)
Fy v U;(A)T

04,

U;(A) (2.18)

A matriz de rigidez do elemento pode ser escrita na forma apresentada na equacao (2.19):

Ki(4) = A K} (2.19)
Onde:
K; - Matriz de rigidez do elemento de barra i;
Aj - drea da secdo transversal da barra i;
K? - Matriz de rigidez bdsica para um elemento de barra i.

Deste modo, a sensibilidade da funcio objetivo € calculada pela equacao (2.20), a partir da

equacgdo (2.10):

dc(A) _ T 00
oA, U;(A)" K; U;(A) (2.20)

A derivada da restri¢do de volume em relagdo a area das barras € calculada pela equagdo (2.21)

VC(A)
04;

L, 2.21)

Assim como na formulagdo do MD, apresentada no item 2.1, a sensibilidade das restri¢des
laterais assume os valores —1, 0 ou 1, dependendo se associada a restricao relativa ao limite

inferior (-1 ou 0) ou a restri¢ao relativa ao limite superior (1 ou 0).

A defini¢do dos membros que permanecerdao na topologia final é dada segundo o critério de

filtragem final, apresentado em (2.22) (RAMOS JR.; PAULINO, 2016):
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A

m > Af (2.22)

Onde, 0y € um valor adimensional menor que 1, geralmente adotado na ordem de 0,01, e Ai é a

area da barra i

A Figura2.4 apresenta um exemplo de aplicacdo da formulacdo eldstica do MEB. A
Figura 2.4(a) apresenta o problema estrutural e o dominio de projeto. Partindo de uma grade
fixa de n6s, ilustrada na Figura 2.4(b), € definida a estrutura base com um ndmero finito de
barras, conforme ilustrado na Figura 2.4(c). Sobre esta, realiza-se o processo de otimizagao,
cujo resultado € apresentado na Figura 2.4(d). A partir do resultado da otimizagdo das dreas das
secoes transversais das barras, a solugdo topoldgica é obtida com a aplicag@o de um filtro sobre
a estrutura base, o qual elimina as barras mais finas. A Figura 2.4(e) apresenta a topologia obtida
com um valor de filtro igual a 0,056549, e a Figura 2.5(f) apresenta a topologia obtida com a
aplicacao do filtro com um valor de 0,15. Logo, pode-se destacar o fato que o valor do filtro
aplicado possui grande influéncia sobre a solu¢do obtida e também pode promover a remog¢ao
de barras finas presentes na solu¢do que sao necessdrias ao equilibrio da estrutura.
Figura 2.7 - Exemplo de aplicacdo do Método da Estrutura Base. (a) Dominio de projeto; (b) Grade de nds;

(c) Estrutura base; (d) Solu¢do do MEB sem aplicagéo do filtro no final; (e) Topologia extraida com filtro
aplicado no valor de 0.056549; (f) Topologia extraida com filtro aplicado no valor de 0.15

b.

Fonte: Gerada pelo autor
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Destaca-se que Ramos Jr. e Paulino (2016) propuseram a aplicacdo de um filtro com verifica¢ao

do equilibrio da topologia extraida durante o processo de otimizagao.

2.2.2 Identificacao de topologias em equilibrio

Conforme ressalta Ohsaki (2011), as solu¢des obtidas com o método da estrutura base muitas
vezes resultam em solugdes ndo realistas pela presenca de nds instdveis ou entio membros
muito finos. Como forma de verificar se a topologia final extraida estd ou ndo em equilibrio,
Ramos Jr e Paulino (2016) propuseram um procedimento baseado na regularizagao de Tikhonov

aplicada ao funcional de energia total, o qual € definido pela equagdo (2.23):

(V) =-UTKU-UTF (2.23)

A minimizacdo do funcional de energia (2.23) da topologia extraida fornece o sistema de

equacoes apresentado em (2.24)

Krop Urop = Frop (2.24)

Onde:

K7, - ¢é amatriz de rigidez associada a topologia extraida;
Ur,p - € o vetor de deslocamentos associado a topologia extraida;

Frop, - o vetor de forcas associado a topologia extraida.

A solugdo geral do problema (2.24), apresentada em (2.25), possui duas parcelas, uma parcela
particular, U,, e uma parcela homogénea, U;. A solucdo particular estd associada a modos nao
nulos de energia, sendo de grande relevancia no processo de otimizagdo, haja vista que assume
valores especificos. Em contrapartida, a parcela referente a solu¢cdo homogénea estd relacionada
a deslocamentos de corpo rigido, os quais ndo promovem incrementos de energia de

deformacao interna na estrutura, podendo assumir infinitas configuragdes.

Urop = U, + U, (2.25)
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A regularizagdo de Tikhonov para um funcional genérico f € definida em (2.26). A partir deste
ponto o subscrito “Top” serd omitido nas equacdes a seguir, com a finalidade de facilitar a

notacao.

£ =fU)+AUTU (2.26)
Sendo que o pardmetro de regularizagido de Tikhonov (4) é um nimero positivo pequeno.
Aplicando a regularizacao de Tikhonov ao funcional de energia total (2.26), obtém-se a equacao
(2.27):

1 A
HR(U)=§UTKU—UTF+§UTU (2.27)

Minimizando o funcional (2.27) em relacdo ao vetor de deslocamentos, obtém-se (2.28), e

consequentemente, a solugdo particular do problema, apresentada em (2.29)

dllr(U)
ou

0 —>KU—-F+A1U=0— (K+ADU=F (2.28)
U,=(K+AD'F (2.29)

Se a estrutura estiver em equilibrio, a solucdo particular apresentada em (2.29) serd também
solugdo do sistema apresentado em (2.24). Assim, considera-se que o equilibrio da estrutura é

satisfeito se o valor da norma residual satisfazer ao expresso na equagdo (2.30).

Ik, - F|

NR <
IF|l

Tol (2.30)

Onde, Tol corresponde a tolerancia de verificagdo de equilibrio da topologia extraida.
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CAPITULO 3
METODOS IMPLEMENTADOS PARA OBTENCAO DE
CAMINHOS DE FORCA EM ESTRUTURAS DE CONCRETO
ARMADO

Este capitulo apresenta a metodologia adotada para as implementagdes computacionais
realizadas neste trabalho. Primeiro, apresenta-se o Método da Densidade Reforcado, no qual
barras s@o inseridas na malha de elementos finitos que discretiza o dominio estendido no
método da densidade. Neste caso, as dreas das se¢des transversais das barras sdo parametros do
problema de otimizacdo. Posteriormente, apresenta-se 0 método hibrido baseado na proposta
de Gaynor, Guest e Moen (2013), contudo com diferencas na implementacdo. Por fim,
apresenta-se o Filtro Maximo, proposto por Sanders, Ramos Jr. e Paulino (2017) que sera
utilizado no método hibrido apdés o processo de otimizagdo para eliminar as barras finas,

promovendo uma melhoria na obten¢do da topologia final.

3.1 METODO DA DENSIDADE REFORCADO

O Método da Densidade Reforcado (MDR) tem o objetivo de avaliar a influéncia da presenca
de barras de aco com drea e posi¢Oes pré-determinadas na formacao dos caminhos de for¢a no
interior do concreto. Deste modo, para o desenvolvimento do método, assume-se que 0s
elementos finitos de estado plano ou sélidos utilizados no Método da Densidade representam o
concreto e os elementos de barra representam o reforco em aco. A combinagdo de elementos
continuos e discretos € uma proposta ja realizada em outros trabalhos, entretanto com outras
finalidades, tal como apresentado por Stromberg et al. (2011), onde foi aplicada uma técnica
integrada de otimizacdo de topologia a fim de obter o leiaute estrutural do sistema de

contraventamento externo de edificios altos.

Define-se um modelo de material bilinear para o concreto e linear para o ago. Para este, é
definido um médulo de elasticidade a tracdo e a compressiao de 210 GPa. Para o concreto, €
definido um mddulo de elasticidade a compressdo de 24 GPa e um mddulo de elasticidade a

tracdo reduzido (2,00 GPa). A rigidez ndo nula a compressao do concreto € considerada a fim
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de evitar problemas de instabilidade numérica, tal como singularidades na matriz de rigidez

global da estrutura. Os modelos do concreto e do aco estdo apresentados na Figura 3.1.

Figura 3.1 - Diagramas tensdo-deformacao para o concreto e para o ago para MDR

Concreto Ago
%107 <10

Tensdo (kPa)
<
Tensdo (kPa)
(=1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1
Deformacio Deformacio

Fonte: Gerada pelo autor

Uma vez que o concreto, representado pelos elementos de estado plano ou sélidos, tem o
modulo de elasticidade determinado em funcao do estado de tensdo do elemento, € necessario

que se fagam alteracdes no algoritmo convencional do MD, o qual € ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2 - Fluxograma MD tradicional

Inicializacao |

A

Analise Estrutural

|

Calculo da Fun¢ao
Objetivo (F.O.)

v
Sim :)| Sensibilidade da F.O. |

\4

A 4

| Finalizacao |

Fonte: Gerada pelo autor

Capitulo 3 — Metodologia D.B.CAVALCANTI



Formulagdo hibrida em OT para obtengdo de caminhos de forca em estruturas de concreto armado 39

Para a consideragdao do modelo de material bilinear para o concreto, o algoritmo exige que se
realize a rotina de andlise estrutural em dois momentos. Primeiro, a analise estrutural é feita
para identificar os elementos de densidade em estado de tensdo de tragcdo, a fim de atualizar
seus modulos de elasticidade. Segundo, € realizada a andlise novamente para que o calculo da
funcao objetivo seja feito com os médulos de elasticidade atualizados. Essas modificacdes sdo
apresentadas na Figura 3.3. Para que na primeira iteracdo do laco de otimizagdo ja se tenha
realizado a alteracao do médulo de elasticidade dos elementos tracionados, os valores iniciais

da sensibilidade da funcdo objetivo devem ser calculados antes de se iniciar a otimizacao.

Figura 3.3 - Fluxograma de implementacdo do Método da Densidade Refor¢ado.

Inicializagao
A 4
y Andlise Estrutural
Analise Estrutural +
Célculo das tensoes
+
A4 » Atualizacdo do modulo
Calculo das tensdes de elasticidade
v v
Atualizacao do moédulo Andlise Estrutural
de elasticidade +
Célculo da F.O.
v l
Analise Estrutural Q —
Sensibilidade da F.O.
v v
Célculo da F.O.
v
Sensibilidade da F.O.

Finalizacao

Fonte: Gerada pelo autor

A fim de incorporar a contribuic¢do da rigidez do reforco proveniente das barras, a montagem
da matriz de rigidez da estrutura passa a incluir os termos das matrizes de rigidez das barras
presentes, conforme a equacgdo (3.1). Vale destacar que o somatério indicado diz respeito a

operacdo de montagem da matriz de rigidez da estrutura.
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nelemsD nBarras
K= Z Kei(Pety 0e) + Z K;(4;,0;) 3.1
el=1 b=1
Onde:
K - matriz de rigidez da estrutura;
K. - matriz de rigidez do elemento de estado plano ou sélido de interpolagdo linear, apos

influéncia da densidade do elemento e alteragdo do médulo de elasticidade;

Pel - densidade do elemento de estado plano ou sélido el
Oel - tensdo do elemento de estado plano ou sélido el

K - matriz de rigidez do elemento de barra i;

A; - area do elemento de barra i;

O; - tensdo do elemento de barra i;

E importante destacar que a utilizagdo de elementos continuos de interpolagio linear para o
Método da Densidade € justificada pelo fato de que a malha de elementos finitos € mais refinada
do que o necessdrio, caso seja realizado um estudo de convergéncia de malha, uma vez que o
objetivo é obter a melhor distribuicao de material ao longo do dominio. Deste modo ndo €
necessdria a utilizacdo de elementos finitos de mais alta ordem para interpolacdo do campo de

deslocamentos.

A Figura 3.4 ilustra o processo de montagem da matriz de rigidez considerando elementos de

barra e elementos de estado plano.

Figura 3.4 - Montagem da matriz de rigidez da estrutura.

40 1 2 .. 39 40 . 79 80
T39 T 79

39

Kestr = < K2 + K5

40

79
80

Fonte: Gerada pelo autor
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E vilido destacar que as sensibilidades da fungdo objetivo e da restricio de volume sdo
calculadas pelas mesmas equacdes do MD tradicional, conforme apresentado nas
equagoes (2.12) e (2.14) do item 2.1.2, sendo que as barras incorporadas como refor¢co nao sao

consideradas no célculo da restri¢do de volume.

3.2METODO HIBRIDO

Gaynor, Guest e Moen (2013) apresentam uma metodologia para cria¢cdo de um modelo hibrido
de otimizacao de topologia a fim de obter a visualizacdo dos caminhos de for¢a no interior de
estruturas de concreto armado. Uma vez que, neste modelo, as dreas das barras passam a ser
varidveis de projeto, como ponto fundamental, tem-se que a otimizagdo da distribuicao das
densidades sobre os elementos de estado plano ou sélidos e a otimizacdo das areas dos
elementos de barras sdo realizadas em um mesmo ciclo de otimiza¢do. Além disso, o concreto
€ 0 aco estdo compostos uma unica restricdo de volume de material. Deste modo, a formulagdo

do modelo hibrido, apresentada por Gaynor, Guest e Moen (2013) é dada por (3.2):

Obter: Ap
Que minimiza: c(A,p) = FTU
Np Nej
Tal que : Z Li Ai + Z Pel Vel = Vmax
i=1 el=1 (3.2)
com: 0<A4;
Pt S pg =1
e K(A,p,06.,0,) U=F
Onde:
A - vetor com as areas das barras;
p - vetor com as densidades dos elementos de estado plano;
c - flexibilidade média da estrutura;
FT - vetor de forgas nodais da estrutura;
U - vetor dos deslocamentos nodais da estrutura;
K - matriz de rigidez da estrutura;
L; - comprimento do elemento de barra i;
A; - area da secao transversal do elemento de barra i;
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Pel - densidade do elemento de estado plano e/;
Vel - volume do elemento de estado plano el;

Vimax - volume méaximo final a ser atingido.

3.2.1 Malha hibrida

A malha hibrida de elementos € obtida através da incorporacao das barras da estrutura base na
malha composta pelos elementos de estado plano ou sélidos, sendo a vinculagdo entre os
elementos feita apenas em seus nés compartilhados. E importante que o espacamento dos nés
que compdem os elementos de densidade seja menor que o espagamento dos nds que
determinam as barras, a fim de que se evite a formacdo de singularidades. A Figura 3.5
apresenta um exemplo de malha hibrida, na qual a malha de elementos de estado plano possui
8 elementos na direcdo x e 8 elementos na direcdo y, enquanto a malha utilizada para geragdo
da estrutura base é de 2 elementos em x e 2 elementos em y, com um grau de conectividade 2.

Figura 3.5 - Malha hibrida: estrutura base gerada a partir de uma grade de 2x2 e conectividade 2, e malha de
elementos de densidade 8x8

NN A
RS

Fonte: Gaynor, Guest e Moen (2013), adaptado pelo autor.

1-

YANVZAVS
LIND

Como a estrutura base é gerada através de uma malha menos refinada, é necessario que apds a
sua geragdo, os nds que determinam as barras sejam compatibilizados com os nds da malha de
densidade. A compatibilizacdo dos nds € realizada através de uma renumeragdo dos nds que
determinam as barras, através da busca dos ndés de mesmas coordenadas, conforme €

representado na Figura 3.6.
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Figura 3.6 - Renumerag@o dos nés que definem a estrutura base considerando a malha com elementos de
densidade. (a) No6s originais da gerag@o da estrutura base. (b) N6s que definem as barras apds a renumeracgao.

a. 2 4 6 b. 5 25 45
P>
|
>

1 3 5 1 21 41

Fonte: Gerada pelo autor

3.2.2 Propriedades dos materiais

Como diferenca em relagdo ao Método da Densidade Reforcado, apresentado no item 3.1,
ambos os materiais para aplicacio do Método Hibrido apresentam uma relagdo tensao-
deformacao bilinear. O aco, no entanto, possuird uma rigidez a compressao nula. Os diagramas

tensdo-deformacdo do concreto e para o aco sdo apresentados na Figura 3.7.

Figura 3.7 — Diagramas tensdo-deformacio para o concreto e para o aco para MH

Concreto Aco
7 8

5 x 10 ) x 10

1 1
5) oy
=¥
< =
g 0 g 0
5 5

el 5

<2 - . i) I |

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Deformacio Deformagio

Fonte: Gerada pelo autor

E importante destacar que os elementos de estado plano ou sélidos ndo possuirdo uma rigidez
nula a tragdo para evitar que, nos nds localizados em uma regido submetida a um estado de
tensdo de tracdo e ndo forem conectados a elementos de barra, haja singularidade na matriz de
rigidez. E necessdrio lembrar que a malha de elementos finitos necessdria para aplicacio do

Método da Densidade € mais refinada que a malha utilizada para geragao da estrutura base. Esta
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ultima deve ser menos refinada para que solugdo topoldgica obtida possua barras com posicoes

bem definidas.

3.2.3 Modelos de material

A otimizacdo com aplicacdo do método hibrido foi realizada com a aplicagdo de dois diferentes
modelos de material para os elementos continuos, primeiramente, um modelo de material

isotrépico e, posteriormente, um modelo de material ortotrépico.

3.2.3.1 Modelo de material isotrépico

Um material isotropico possui as mesmas propriedades mecanicas em todas dire¢des. Deste

modo, considerando um estado plano de tensdes, a matriz constitutiva Dej € definida por (3.3).

1 v 0 -
E v 1 0
D, T (3.3)
0 1—v
i 2

Onde, E e v correspondem ao médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material.

3.2.3.2  Modelo de material ortotrépico

A justificativa da aplicacio de um modelo de material ortotropico é dada pelo fato que
elementos de concreto armado quando sujeitos a um estado de tensao biaxial apresentam uma
resposta tensdo-deformacao que sugere fortemente um comportamento de material ortotrépico
induzido pelas tensdes principais. Darwin e Pecknold (1974) desenvolveram um modelo de
material com objetivo de representar os aspectos principais do comportamento do concreto
armado sujeito a um estado de tensdo biaxial. A matriz constitutiva, proposta por Darwin e

Pecknold (1974), € definida por (3.4).
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E, vJEE; 0

1 T
Del — v E2E1 Ez 0 (34)

1
0 0 Z(E1 +E,— 2u,/E1E2)_

Onde os valores das propriedades do material (Ei, E2, v), sdo definidos ao longo das

deformacdes nas direcdes principais. Sendo que, v € definido por (3.5).

vZ =wvv, (3.5)

Os valores dos mddulos de elasticidade e coeficientes de Poisson em cada uma das dire¢des €

definido a partir do sinal das tensdes orientadas no sistema de deformagdes principais.

O angulo que o sistema de deformacdes principais (1-2) forma com o eixo x do sistema global

(x-y) de coordenadas € obtido por meio de (3.6).

6 =—tan~! <y"—y> (3.6)
2 Ex — &

O angulo @¢ aplicado no tensor de rotagdo de tensdes, a fim de calcular as mesmas no sistema

de deformacgdes principais, conforme apresentado em (3.7).

Oxr ] (O'x]

{ [ (cos 8)? (sin0)? 2sinfcosb |

| |
{ Oyr } =| (sin0)? (cos 8)? —2 sinfcos 0 |1 Oy } 3.7)
o) L |

Tx,y,J sin6 cos 8 sin@ cos 6 (cos 8)? — (sin 6)? kayJ

Ou em forma matricial, conforme (3.8).

6 =Q.0 (3.8)

A partir da avaliacdo do sinal de oy e 0y, atualizam-se os valores das propriedades do material

de cada um dos elementos, nas direcdes 1 e 2, respectivamente.

E vilido destacar que, neste trabalho, a plotagem dos elementos continuos é feita com uma

diferenciacdo de cores, em fun¢do do estado de tensdo ao qual o elemento estd submetido.
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Nesta, os elementos com cor azul possuem uma méxima tensdo principal de tracdo, e os
elementos com cor vermelha possuem uma maxima tensdo principal de compressdo. O cédlculo

das tensdes principais € feito a partir de (3.9).

oy + 0y, (O‘x—O'y 2

= 2 3.9

A Figura 3.8 apresenta o sistema de eixos global considerado e a representacdo grifica do
célculo das tensdes principais e obtencdo da orientacdo do sistema principal com o uso do
Circulo de Mohr.

Figura 3.8 - Sistema de eixos adotado e representa¢do grafica do célculo de tensdes principais através do Circulo
de Mohr

. (0,.T,.)

Fonte: Gerada pelo autor

O Apéndice A deste trabalho apresenta de forma detalhada o desenvolvimento da formulacao

do modelo ortotrépico proposto de Darwin e Pecknold (1974).

3.2.4 Formulac¢ao implementada

Neste trabalho, o esquema de otimizagao das varidveis utilizado € o Critério de Otimalidade
(OC do inglés Optimality Criteria) com as varidveis de projeto, densidades e areas, submetidas
a mesma restricdo de volume. O Apéndice B apresenta com mais detalhes a formulagdo do OC.
E importante notar que as dreas das barras e as densidades podem ter ordem de grandeza muito

diferentes quando o valor do limite superior das 4reas das barras € muito menor que a unidade.
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Para aplicacao do OC em apenas uma etapa, realizando a otimizacao dos dois tipos de varidveis
simultaneamente, as varidveis de projeto devem possuir mesma ordem de grandeza. Deste
modo, para otimizacdo das dreas das barras, serd realizada uma normalizacdo das dreas,

conforme (3.10).

An; = (3.10)

Com a normalizag@o das dreas, os limites da nova varidvel de projeto, An;, passam a ser os

apresentado em (3.11).
Anmin < ATli <1 (311)

Onde, Anmin € o limite inferior normalizado das areas das barras.

Por fim, a formulacao hibrida empregada neste trabalho € a apresentada em (3.12).

Obter: An, p
Que minimize: c(An,p) = FTU
Np Nej
Tal que: Z L; Ani Améx + Z Pel Vet < Vinax
i=1 el=1 (3.12)
com: Angi, < An; <1
P < gy < 1
e K(An,p,0.,0,) U=F

Com a alteragdo da varidvel de projeto relacionada a formulacdo do Método da Estrutura Base,
o cdlculo das sensibilidades da fun¢do objetivo e da restricdo de volume, antes em relagdo ao
valor das dreas das barras, ird ser modificado, enquanto o cdlculo das sensibilidades
relacionadas as densidades ndo € alterado. O cdlculo da sensibilidade da funcdo objetivo em

relac@o a drea normalizada € realizado segundo (3.13).

04,
aAnl-

dc(An)  dc(An) 04,
aAni B aAl aAni

= — U;(An)T K} U;(An) (3.13)

Sendo An, o vetor que contém os valores das dreas das barras normalizadas.
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Uma vez que valor da derivada da drea da barra em relacio a drea normalizada € igual ao valor

de Anax, a expressao obtida em (3.13) pode ser reescrita em (3.14).

dc(An
(An) = —U;(An)T K? U;(An) A, (3.14)
aAnl-

A sensibilidade da restri¢do de volume apresentada na formulacio (3.12) em relacdo as areas

normalizadas das barras € calculada por (3.15).

avce
aAnl-

= L; Apax (3.15)

Sendo L; o comprimento da barra i.

3.3FILTRO MAXIMO AO FINAL DO PROCESSO DE OTIMIZACAO

Ramos Jr. e Paulino (2016) propuseram uma forma de se verificar se a solucao topoldgica obtida
da extracdo da estrutura base ndo viola o equilibrio global da estrutura, com aplicacdo da
regularizacdo de Tikhonov sobre o funcional de energia total. A extracdo da topologia da

estrutura base é dada em func¢do do valor do filtro, ¢, conforme (3.16).

A;
0 se——=<ar<1
Filtro(A, ay) = max(A) 7 (3.16)

A; caso contrario

Contudo, conforme destacado por Ramos Jr e Paulino (2016), o processo de filtragem promove
um incremento no valor da flexibilidade média da estrutura, conforme é apresentado na
Figura 3.9. Uma limita¢do ao incremento no valor da flexibilidade pode ser incluida no processo

de filtragem.
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Figura 3.9 - Variacdo da fun¢do objetivo com a aplicagdo do filtro.

F.O.
Ck _______________________
' 1 AC
Ck-I _______________________
k-1 k Iteracao

Fonte: Gerada pelo autor

Na proposta apresentada por Ramos Jr. e Paulino (2016) o valor do filtro € prescrito pelo
projetista. No entanto, em alguns casos, chegar-se a um valor adequado pode ser um desafio.
Assim, Sanders, Ramos Jr. e Paulino (2017) apresentaram a proposta do Filtro Mdximo, na qual
o valor do filtro gy € definido aplicando-se o método da bissecc¢io, conforme € representado no
fluxograma da Figura 3.10.

Figura 3.10 - Fluxograma do método da bissecc¢do aplicado no fim do processo de otimizacdo ap0s k iteracdes,
com a técnica do Filtro Mdximo

Ak

a; =0.0; a; =1.0

A 4

A’;m = Filtro(A¥, ay) —>| Anélise |—> ch’fi,t: (Ck—ck,p)/ckt

ap = (a5 +af)/2

eq _ Al —
ar —0.0,Aaf =1.0

A

eqa_ | eq
A(xf = |af —af|

NR < Tol
Ac;fm_i C'I‘ol

Afy, = Filtro(A¥,a;) |«

A

! =ap;ap = ar
ar = (ay +af)/2

+ =
af =af
ay = (ay +af)/2

Fonte: Sanders, Ramos Jr. e Paulino (2017), adaptado pelo autor
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Onde:

ocj,lL - limite superior do valor de filtro no método da bisseccao;
ay - limite inferior do valor de filtro no método da bisseccao;
ai? - valor do filtro que preserva o equilibrio da estrutura;

ck - flexibilidade média na iteracdo k;

Ck=1 - flexibilidade média na iteracdio k-1;

Cro1 - parametro de tolerancia para variacao da flexibilidade média;

A proposta do Filtro Maximo (SANDERS, RAMOS JR.; PAULINO, 2017), realiza uma busca
automadtica do valor do maximo filtro oy que promova a extra¢do de uma topologia que respeite
o equilibrio e também a uma variago limite no valor da funcio objetivo. E valido destacar que
as propostas de Ramos Jr. e Paulino (2016) Sanders, Ramos Jr. e Paulino (2017) foram feitas
de forma que a filtragem possa ser realizada durante o processo otimizacdo. Contudo neste
trabalho o filtro € aplicado apenas ao final do processo de otimizagdo, com a finalidade de se

obter a solucdo topoldgica de barras mais simples possivel, € com menos barras finas.
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CAPITULO 4
RESULTADOS

Este capitulo apresenta, inicialmente, as solucdes topoldgicas para o Método da
Densidade (MD) e para o Método da Estrutura Base (MEB) para um exemplo, como forma de
se analisar as vantagens e desvantagens de ambos os métodos, quando se deseja obter os
caminhos de forca em elementos de concreto armado. Posteriormente, sdo apresentados os
resultados obtidos pelas implementacdes dos métodos propostos: o Método da Densidade

Reforcado (MDR) e o Método Hibrido, com modelo de material isotrépico e ortotrépico.

4.1 APLICACAO DOS METODOS CLASSICOS

O exemplo consiste em uma viga engastada em uma das extremidades e livre na outra com uma

carga pontual aplicada no meio da extremidade livre, conforme € apresentado na Figura 4.1.

Figura 4.1 — Viga com dimensdes de 2L x L.

2L
[ >

Neste exemplo, foi utilizado L igual 4. Para utilizagdo do MEB, adotou-se uma grade de 8x4,
apresentada na Figura4.2 (a) e grau de conectividade 8, resultando na estrutura base
apresentada na Figura 4.2 (b).Com aplicacao do filtro maximo proposto por Sanders, Ramos Jr.
e Paulino (2017) no final do processo de otimizacdo, a solucdo topoldgica obtida € apresentada
na Figura 4.2 (c). Para otimizagdo pelo MD, definiu-se uma malha de 64 x 32 elementos, com
fator de penalizacdo 3 € um volume méximo igual a 40% do volume inicial presente no dominio,

resultando na solu¢do indicada na Figura 4.2 (d).
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Figura 4.2 — Solucéo pelos métodos classicos: (a) Grade de nds para geragdo da estrutura base; (b) Estrutura
base; (c) Solucdo pelo MEB; (d) Solucdo pelo MD.

Pode-se verificar pela Figura4.2 que as solugdes obtidas por ambos métodos possuem
caminhos de for¢a semelhantes, contudo € importante destacar alguns aspectos. Uma vez que o
filtro de sensibilidade € aplicado ao MD, a solugdo topoldgica obtida deixa de apresentar
dependéncia com a malha de elementos finitos utilizada. Em contrapartida, a solu¢dao obtida
pelo MEB € limitada pela estrutura base utilizada, o que torna o problema dependente da malha.
Para obter caminhos de for¢ca bem definidos pelo MEB, € necessario que se utilize uma grade
de n6s mais refinada e um grau de conectividade alto. Contudo, quando o MEB € utilizado com
a finalidade de obter o refor¢co em aco de um elemento em concreto armado, é mais vantajoso,
do ponto de vista construtivo, que se utilize uma estrutura base mais simples. Como exemplo,
a Figura 4.3 apresenta a solu¢do obtida pelo MEB adotando uma grade de nés 2x2 e grau de
conectividade 1, para o problema apresentado na Figura 4.1.

Figura 4.3 — Solucéo topoldgica pelo MEB, com utilizagdo de uma estrutura base gerada com uma grade de nés
de 2x2 e grau de conectividade 1.
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4.2 METODO DA DENSIDADE REFORCADO

Para apresentacdo do Método da Densidade Reforcado (MDR), inicialmente é discutida a
influéncia da redu¢do do moédulo de elasticidade a tragdo do material sobre a solucdo final
obtida. Posteriormente € aplicada a proposta do MDR ao mesmo exemplo, como forma de
avaliar isoladamente a influéncia da presenca das barras na determina¢@o dos caminhos de forca
na regido de concreto, representada pelos elementos de estado plano. O problema numérico é o

apresentado na Figura 4.1, na qual foi utilizada uma malha de 64x32 elementos.

A Figura 4.4 apresenta as solugdes obtidas com aplicagdo da abordagem cldssica do Método de
Densidade. Contudo a solucdo apresentada na Figura 4.4 (a) foi obtida com utilizagdo de um
material com comportamento linear (E.= E= 2,4¢7 kN/m?), enquanto a solucio apresentada na
Figura 4.4 (b) foi obtida com a utilizacdo de um material com comportamento bilinear, de
acordo com a Figura 3.1 do Capitulo 3 (E.= 2,4e7 kN/m?; E= 2,0e6 kN/m?). O problema foi
analisado com uma fracio de volume de 30% sobre o volume inicial presente no dominio.

Figura 4.4 - Solu¢des obtidas pelo MD classico com: (a) Modelo de material linear; (b) Modelo de material
bilinear

E relevante destacar, através das solucdes topoldgicas apresentadas na Figura 4.4, que a redugio
do valor do médulo de elasticidade dos elementos submetidos a um estado de tensdo de tragao
apresentou influéncia na determinac@o da configuracao final obtida. Na solucdo apresentada na
Figura 4.4 (a), a distribui¢c@o de material entre os elementos tracionados e comprimidos foi igual
devido a simetria do problema. Contudo, na solucao apresentada na Figura 4.4 (b), 73,8% do
material a ser distribuido estd presente entre os elementos tracionados e 26,2% entre os
elementos comprimidos. O aumento da quantidade de material na regido tracionada ocorre com
a finalidade de compensar a reducdo da rigidez de cada elemento pela redu¢do do médulo de
elasticidade mantendo a rigidez global da estrutura, o que promoveu a alteracao da topologia

final obtida para garantir o equilibrio da estrutura.
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A Figura 4.5 apresenta as solugdes topoldgicas obtidas com aplicagdo do MDR para o mesmo
exemplo (Figura 4.1) com fracdo de volume de 30% e com o modelo de material bilinear
(E=2,4e7 kN/m?; E=2,0e6 kN/m?). A aplicacdo do MDR foi realizada para 2 configuragcdes
de refor¢o diferentes, conforme indicado pelas Figuras 4.5 (a) e (¢).

Figura 4.5 — Aplicacdo do MDR: (a) Configuracdo de reforco 01; (b) Solucdo obtida com uso da configuragdo de
reforgo 01; (c) Configuracdo de reforco 02; (d) Solucdo obtida com uso da configuragio de reforgo 02.

A Figura 4.5 indica que a presenca de barras incorporadas na malha de elementos de densidade
altera a solugdo topoldgica obtida. Esta alteracdo € justificada pelo fato de que ha um aumento
de rigidez nos ndés da malha conectados aos elementos de barra, o que permite uma

redistribuicao de material, conforme apresentado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Distribui¢do de material entre os elementos tracionados e comprimidos

Configuracao de Configuracao de
Sem reforco reforco 01 reforco 02
Elementos tracionados 73.8% 71.1% 72.4%
Elementos comprimidos 26.2% 28.1% 27.6%

Logo, a presenga das barras no interior de um dominio de concreto influencia os caminhos de
forca de tracdo e compressdo, haja vista que nas regides onde se tem a presenca de barras de

aco ha maior concentracdo de tensao e, por consequéncia, de material.
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4.3 METODO HIBRIDO

Nesta secdo sao apresentados os resultados obtidos com a implementacdo do método hibrido,

com modelo de material isotrépico e com modelo de material ortotrépico.

A Tabela 4.2 apresenta os parametros relacionados ao algoritmo de otimiza¢do que foram

utilizados em comum para todos os exemplos apresentados a seguir.

Tabela 4.2 - Pardmetros utilizados no algoritmo para aplicagdo do Método Hibrido

Convergéncia do algoritmo le-5
Convergéncia do OC le-3
Parametros de convergéncia
Limite mével (m) 0,0009
N° méaximo de itera¢des 3000
Parametros relacionados a anlise  Pardmetro de Tikhonov (1) le-12
estrutural Detecgio de equilibrio (Tol) le-7-
Valor maximo de drea para elementos de barra  Ayuéaia .10
Propriedades dos elementos (Amix)
I'min (filtro de sensibilidade) 1,5 elementos
Ec (Concreto) 2,4e7 kN/m?
Et (Concreto) 2,0e6 kN/m?
Propriedades dos materiais v (Concreto) 0,2
Ec (A¢o) 2,0e8 kN/m?
Et (A¢o) 0,0e0 kN/m?

4.3.1 Exemplo 01: Viga biapoiada com carga concentrada no meio do vao

O exemplo 01 consiste em uma viga biapoiada com uma carga concentrada aplicada na face
superior no meio do vao, conforme representado na Figura 4.6 (a). Para geracao da malha
hibrida, foi adotada uma malha de 60x30 de elementos continuos e, para geracao da estrutura-

base, uma malha de 6x3, com nivel de conectividade igual a 2, de acordo com a Figura 4.6 (c).
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Figura 4.6 - Exemplo 01: (a) Problema estrutural (b) Dominio de projeto; (c) Malha hibrida.
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Os valores de L e P, indicados na Figura4.6 (a), correspondem a 2,5m e 100 kN,

respectivamente.

A fim de validar o algoritmo implementado, foi realizada uma comparagdo do resultado obtido
com a solucdo topoldgica apresentada no artigo de Gaynor, Guest e Moen (2013), a qual esta

apresentada na Figura 4.7.

Figura 4.7 - Solucao topoldgica utilizada para validacdo do Exemplo 01

|

Fonte: Gaynor, Guest e Moen (2013)
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As solucdes pelo método hibrido, com os modelos de materiais isotropico e ortotropico sao
apresentadas nas Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b), respectivamente. O problema foi analisado com uma

fracao de volume de 40% sobre o volume inicial presente no dominio.

Figura 4.8 - Exemplo 01 - Solu¢des topolégicas pelo método hibrido: (a) Modelo de material isotrépico.
(b) Modelo de material ortotrépico

A partir da Figura 4.8, pode-se verificar que os caminhos de forca de compressdo foram
representados pelos campos de tensdo de compressao dos elementos continuos de forma livre,

e os caminhos de forca de tracdo as barras da estrutura base utilizada.

E necessario destacar, pela Figura 4.8 (b), a presencga de elementos continuos com uma maxima
tensdo principal de tragdo, formando um tirante, onde ndo havia a presenca de um elemento

barra para exercer tal funcdo mecénica.

A solugdo obtida, Figura 4.8 (b), se assemelha com a apresentada por Gaynor, Guest e Moen
(2013), Figura 4.7, sendo que pequenas diferencas podem ser justificadas por diferencas de
implementacdo. Neste trabalho foi utilizado como algoritmo de otimizacdo o OC e como
correcdo das sensibilidades dos elementos continuos o filtro de sensibilidade, enquanto no
trabalho de Gaynor, Guest e Moen (2013) foi utilizado como algoritmo de otimizacdo o método
das assintotas mdveis e como correcao das sensibilidades dos elementos continuos o esquema

de projecdo,

A fim de comparar as solugdes obtidas, € realizada a comparagdo da distribuicdo de material
entre os elementos continuos e os elementos de barra. A solugdo obtida com o uso de modelo
de material isotrépico (Figura 4.8 (a)), apresentou uma distribui¢cdo de material de 90,857%
entre os elementos continuos e 9,143% entre os elementos de barra, enquanto quando utilizado
o modelo de material ortotrépico, a distribuicdo de material entre os elementos foi de 89,717%
entre os elementos continuos e 10,283% entre os elementos de barra. Visualmente, a diferenca

entre as solucdes obtidas pelo modelo de material isotropico e pelo modelo de material
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ortotrépico consistiu, principalmente, na concentragdao dos caminhos de for¢a de compressao

no interior do dominio quando utilizado o modelo de material ortotropico.

Neste exemplo, também, foi realizado um estudo da influéncia do valor de drea maxima das
barras (Andx) na solugdo topoldgica final. Para este, foi avaliado, com uso do modelo de material
isotrépico, as solugdes finais utilizando 3 valores de A 0,002 m2; 0,02 m? e 2 m2. A solugdo
com Anarigual a 0,02 m? foi a apresentada, previamente, na Figura 4.8 (a). As demais solucdes

estdo presentes na Figura 4.9.

Figura 4.9 — Influéncia do valor de A4 na solucdo topoldgica final: (a) Solugdo final sem aplicacdo do filtro
méximo com uso de Amax igual a 0,002; (b) Solugdo final apds aplicagdo do filtro miximo com uso de Amax
igual a 0,002; (c) Solucdo final sem aplicac¢do do filtro mdximo com uso de Amdx igual a 2; (d) Solucdo final

ap6s aplicacao do filtro mdximo com uso de Amax igual a 2;

A partir da andlise das solugdes da Figura 4.9, pode-se verificar que o valor de drea Apix
apresenta influéncia na solugao topoldgica final. A utilizagao de um valor de A igual a 0,002
promoveu uma solu¢d@o final com um grande niimero de barras com o valor de area igual ao
limite superior, Figura4.9 (a), a fim de aumentar a rigidez global da estrutura na regido
tracionada, lembrando que os elementos continuos possuem um moédulo de elasticidade a tragao
reduzido. Além disso, a solucdo obtida com uso do valor de A4 igual a 0,002 apresentou
elementos continuos na regido tracionada para contribuir com a rigidez global da estrutura,
compensando a baixa rigidez promovida pela presenca das barras. Em contrapartida, ao utilizar
um valor de Anqy igual a 2, a solugdo final, Figura 4.9 (c), apresentou um pequeno nimero de

barras, sendo que apenas uma delas possuia um valor igual ao limite superior imposto. Deste
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modo, a aplicagdo do filtro maximo ao final do processo de otimiza¢do promoveu eliminag¢do

de grande parte das barras da solu¢do, conforme ilustrado na Figura 4.9 (d).

Deve-se destacar que a aplicagdo do filtro maximo ao final do processo de otimizagao elimina
os elementos de barras garantindo, em um de seus critérios durante a busca pelo método da
bisseccao, que a solucdo topoldgica extraida respeite a tolerancia imposta da norma residual de
equilibrio. Contudo, o filtro proposto por Sanders, Ramos Jr. e Paulino (2017) tem aplicacdo
direcionada com a utilizacdo do método da estrutura base, promovendo a elimina¢do apenas
dos elementos de barra. Conforme observado pela Figura 4.10 (d), a aplicacao do filtro com a
utilizacdo do método hibrido, eliminou todas as barras que ndo possuiram um valor de 4rea
igual ao limite superior Au4x, haja vista que a remog¢ao das demais barras promoveu uma baixa
reduc@o na norma residual de equilibrio. Isto € justificado pela ndo eliminac@o dos elementos
continuos que também pouco contribuem com a fungao objetivo, haja vista que € atribuida uma
densidade minima aos elementos continuos a fim de se evitar a formagao de singularidades na
matriz de rigidez da estrutura. Deste modo, tem-se a necessidade de uma adapta¢do no filtro
maximo para sua aplicagdo no Método Hibrido a fim de que seja levado em consideragao os
elementos de barra e os elementos continuos. Assim, a avaliagao do equilibrio da estrutura seria
realizada na topologia extraida como um todo, ndo considerando a rigidez acrescentada pelo

valor minimo de densidade atribuida aos elementos continuos.

A Tabela 4.3 apresenta a distribuicdo de material entre os elementos continuos e os elementos
de barra com a variag¢do do valor de A.4x. Pode-se verificar que a utilizacdo de um valor elevado
ou reduzido de limite superior promove uma reducdo da porcentagem de material entre os
elementos de barras. Este fato pode ser justificado pela observagdo das solucdes apresentadas
na Figura 4.9, uma vez que ao utilizar um valor de A4 reduzido, conforme apresentado na
Figura 4.9 (b), um grande nimero de barras estd presente na solugao final, contudo com um
baixo valor de drea. Em contrapartida, a utilizacdo de um valor de A4x elevado, conforme
apresentado na Figura 4.9 (d), resultou em uma solu¢do com uma barra com um elevado valor

de area.
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Tabela 4.3 — Distribuicao de material entre os elementos continuos e os elementos de barra

Amax Elementos de barra Elementos continuos
0,002 3.815% 96.185%
0,020 9.143% 90.857%
2,000 3.381% 96.619%

4.3.2 Exemplo 02: Pilar comprimido

O exemplo 02 consiste em um pilar, com carga de compressdo aplicada no topo, conforme
ilustrado na Figura 4.10 (a). Para geracdao da malha hibrida, foi adotada uma malha de 20x80
de elementos continuos e, para geracdo da estrutura-base, uma malha de 4x20, com nivel de

conectividade igual a 2, de acordo com a Figura 4.10 (b).

Figura 4.10 - Exemplo 02: (a) Dominio de projeto; (b) Malha hibrida

a. q b.
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As solucdes pelo método hibrido, com os modelos de materiais isotrépico e ortotropico sdao
apresentadas na Figura 4.11, antes e apds a etapa do filtro maximo ao final do processo de
otimizacgao. O problema foi analisado com uma fracao de volume de 85% sobre o volume inicial

presente no dominio.
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Figura 4.11 - Exemplo 02 - Solucdes topolégicas pelo método hibrido: (a) Modelo de material isotrépico anterior
a etapa do filtro miximo; (b) Modelo de material isotrépico apds a etapa do filtro mdximo; (c) Modelo de
material ortotrépico anterior a etapa do filtro mdximo; (d) Modelo de material ortotrépico apds a etapa do filtro
maximo.

Pela comparagdo das solugdes obtidas, apresentadas na Figura 4.11, observa-se que o uso de
ambos modelos resultou em solu¢des semelhantes para este exemplo. A solug¢do obtida com o
uso de modelo de material isotrépico (Figura 4.11 (b)), apresentou uma distribui¢do de material
de 99,8526% entre os elementos continuos e 0,1474% entre os elementos de barra, enquanto
quando utilizado o modelo de material ortotrépico (Figura 4.12 (1)), a distribuicdo de material
entre os elementos foi de 99,8536% entre os elementos continuos e 0,1464% entre os elementos

de barra.

Destaca-se, também, a presenca de uma barra na regido do topo do pilar, onde ocorre tensdes
de trag@o devido ao fendmeno de espraiamento dos caminhos de for¢a de compressao, com uso

de ambos modelos de material.

4.3.3 Exemplo 03: Consolo

O exemplo 3 consiste em um consolo com dimensdes e carregamentos conforme indicado na
Figura 4.12 (a). Para geracao da malha hibrida, foi adotada uma malha de 60x80 de elementos
continuos e, para geracdo da estrutura-base, uma malha de 3x4, com nivel de conectividade

igual a 4, de acordo com a Figura 4.12 (b).
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Figura 4.12 - Exemplo 03: (a) Dominio de projeto; (b) Malha hibrida
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As solucdes pelo método hibrido, com os modelos de materiais isotrépico e ortotrpico sao
apresentadas na Figura 4.13. O problema foi analisado com uma fracdo de volume de 40% sobre
o volume inicial presente no dominio.

Figura 4.13 - Exemplo 03 - Solugdes topolédgicas pelo método hibrido: (a) Modelo de material isotrépico anterior

a etapa do filtro maximo; (b) Modelo de material isotrépico apds a etapa do filtro mdximo; (c) Modelo de
material ortotrépico anterior a etapa do filtro midximo; (d) Modelo de material ortotrépico apds a etapa do filtro

maximo.
a. c.
b. d.
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Conforme apresentado pela Figura 4.13, na solu¢do obtida com modelo de material isotrépico,
formou-se um caminho de for¢a de compressdo concretado, enquanto na solu¢ao com modelo
de material ortotrépico, os caminhos de for¢a de compressao se dividiram em 3. A distribui¢ao
de material entre os elementos contudo foi préxima, uma vez que a solugao obtida com o uso
de modelo de material isotropico (Figura 4.13 (b)), apresentou uma distribuicdo de material de
90,1092% entre os elementos continuos e 9,8908% entre os elementos de barra, enquanto
quando utilizado o modelo de material ortotrépico (Figura 4.13 (d)), a distribui¢do de material
entre os elementos foi de 91,3732% entre os elementos continuos e 8,6268% entre os elementos

de barra.

E importante destacar, também, a presenca de elementos continuos com um estado de tensdo
de tracdo apds a filtragem das barras na solugdo obtida com uso do modelo de material
ortotropico, conforme apresentado na Figura 4.13 (d). Esta ocorréncia evidencia novamente a
questdo ja mencionada no exemplo 01, presente no item 4.3.1, de que € necessdrio adaptar o
filtro méximo para sua aplicacdo no Método Hibrido de modo que ele leve em consideragdo os

elementos de barra e os elementos continuos.

4.3.4 Exemplo 04: Viga parede com furo e recorte

O exemplo 04 consiste em uma viga parede com presenca de um furo e um recorte, conforme
ilustrado na Figura 4.14 (c). Para geragao da malha hibrida, foi adotada uma malha de 120x60
de elementos continuos e, para geracao da estrutura-base, uma malha de 20x10, com nivel de
conectividade igual a 2, de acordo com a Figura 4.14 (d). A fim de se avaliar a influéncia do
furo e do recorte nos caminhos de forca, também foi analisada a viga parede macig¢a, conforme

apresentado na Figura 4.14 (a)
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Figura 4.14 - Exemplo 04: (a) Dominio de projeto para viga parede macica; (b) Malha hibrida para viga parede
macica; (¢) Dominio de projeto para viga parede com presenca de furo e recorte; (d) Malha hibrida para viga
parede com presenca de furo e recorte

a. P b.

H=%L

H=Y5L

Os valores de L e P, indicados na Figura 4.14, correspondem a 5 m e 100 kN, respectivamente.

Primeiramente, sdo apresentadas as solu¢des pelo método hibrido, com os modelos de materiais
isotrépico e ortotrdpico, para a viga parede macica na Figura 4.15. O problema foi analisado

com uma frag@o de volume de 35% sobre o volume inicial presente no dominio.
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Figura 4.15 - Exemplo 04 - Solugdes topolégicas da viga parede macica pelo método hibrido: (a) Modelo de
material isotrOpico anterior a etapa do filtro midximo; (b) Modelo de material isotrépico apds a etapa do filtro
mdaximo; (¢) Modelo de material ortotrépico anterior a etapa do filtro mdximo; (d) Modelo de material
ortotrpico apds a etapa do filtro maximo.

As solucdes apresentadas pelo método hibrido com ambos modelos de material possuem uma
distribuicado de material entre os elementos continuos e elementos de barra semelhante. Na
solugdo final com uso do modelo de material isotrépico, tem-se que 96,7198% do material esta
presente entre os elementos continuos e 3,2802% entre os elementos de barra. Na solucao final
com uso do modelo de material ortotropico, 97,4419% do material estd entre os elementos
continuos e 2,5581% entre os elementos de barra. Embora haja apenas uma pequena diferenca
entre a distribuicdo de material, é notdria a distincao entre os caminhos de for¢a obtidos com
ambos modelos de material. O uso do modelo de material ortotrépico, Figura 4.15 (c), resultou
em um caminho de for¢a de compressio na regido interior, representando a biela comprimida,
com uma inclinacdo mais acentuada. Além disso, a solugdo topoldgica de barras apresenta o
aumento das dreas das barras de acordo com a sua proximidade da face inferior da viga, onde

ocorrem as maximas tensoes de tragdo.

E importante destacar novamente a necessidade de adaptacdo do filtro maximo para sua
aplicacdo no método hibrido. Observa-se na soluc¢ao filtrada com uso de modelo de material
isotrépico, Figura 4.15 (b), que hd a presenca de uma barra com né isolado, o que sé ocorre sem
acusacao de perda de equilibrio devido a presenca da rigidez provida pelos elementos continuos
na regido préxima ao nd da barra com uma densidade de material igual ao limite inferior

imposto a varidvel.
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A Figura 4.16 apresenta as solugdes topoldgicas pelo método hibrido com modelos de material
isotrépico e ortotropico para a viga parede com presenca de um furo e um recorte. As solucoes
também foram obtidas utilizando-se uma fracdo de volume de 35% sobre o volume inicial

presente no dominio.

Figura 4.16 - Exemplo 04 - Solugdes topolégicas da viga parede com furo e recorte pelo método hibrido:
(a) Modelo de material isotrépico anterior a etapa do filtro mdximo; (b) Modelo de material isotrépico apds a
etapa do filtro maximo; (c) Modelo de material ortotrépico anterior a etapa do filtro mdximo; (d) Modelo de

material ortotrépico apds a etapa do filtro maximo.

Através da comparagdo com as solucdes apresentadas na Figura 4.15 para a viga parede macica,
observa-se na Figura 4.16 a influéncia da presenga do furo e do recorte na determinacao dos

caminhos de forca.

Assim como para os demais exemplos apresentados, nas solugdes presentes na Figura 4.16, o
filtro méximo promoveu a eliminacio de todas as barras com valor de drea inferior ao limite
superior imposto. A fim de realizar uma andlise sobre o processo de filtragem das barras, a
Figura 4.17 apresenta o comportamento da topologia final a medida que o valor do filtro é

aumentado e, consequentemente, os elementos de barras sdo retirados.
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Figura 4.17 - Exemplo 04 - Solucdes topolégicas da viga parede com furo e recorte pelo método hibrido com
modelos de material isotrépico e ortotropico para diferentes valores de filtro

Cut-off
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0,7

0,8

0,9

Evidencia-se, novamente, pela Figura 4.17 a necessidade de adaptagcdo do processo de filtragem
para aplicacdo no Método Hibrido. A presenca de elementos de continuos, formando uma ilha,
abaixo da regido do furo sem detec¢do de perda de equilibrio s6 € possivel pelo fato dos
elementos adjacentes possuirem rigidez. Além disso, € possivel visualizar que a medida que os
elementos de barra sdo retirados, os campos de tensdes de tragdo passam a surgir nos elementos
continuos, indo em contrapartida a proposta do método hibrido, o qual possui como objetivo
que os elementos continuos representem os caminhos de forca de compressao e os elementos

de barra os caminhos de for¢a de tracao.
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CAPITULO 5
CONCLUSOES

Este trabalho apresenta técnicas de otimizagdo topoldgica com a finalidade de se obter de forma
automdtica os caminhos de forca em estruturas de concreto armado. Uma vez levantado os
aspectos negativos relacionados a aplicacdo dos métodos classicos de OT para esta finalidade,
sao apresentadas técnicas alternativas: o Método da Densidade Refor¢cado (MDR) e o Método

Hibrido (MH).

Através da aplicacdo do MDR em um exemplo numérico, é atestado que a presenca de barras
no interior do dominio de concreto apresenta influéncia na determinagao dos caminhos de forca

de compressao e tragao.

A contribuicdo principal deste trabalho consistiu em uma ferramenta de obten¢do automaética
da visualizacdo dos caminhos de forca em estruturas de concreto armado, através de uma
formulacao hibrida de otimizacdo de topologia, a qual se mostrou eficiente, com a anélise dos
resultados obtidos. Contudo, foi verificado que a aplicacdo do filtro mdximo no MH para
simplificacdo da solugdo topoldgica de barras, que representa o reforco em aco, tem necessidade
de ser adaptado, de forma que seja considerado os elementos continuos durante a etapa de
extracdo da topologia. Assim, uma proposta para trabalhos futuros consiste na investigacao de

melhorias no filtro maximo para aplicagao no MH.

Os resultados obtidos pelo MH, também indicam que a utilizagdo dos modelos de material
1sotropico e ortotropico possuem influéncia na solugdo topoldgica final. Sendo valido destacar
que embora o modelo de material ortotrépico utilizado, proposto por Darwin e Pecknold (1974),
represente melhor o comportamento mecanico do concreto em um estado biaxial de tensdes, ha

criticas ao uso de modelos de materiais ortotropicos para aplicacao no MEF.
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APENDICE A
MODELO DE MATERIAL ORTOTROPICO

O modelo proposto por Darwin e Peckhold (1974) foi desenvolvido para ser usado em conjunto
com o método dos elementos finitos, e para um caso de carga ciclica. Logo, o trabalho original
apresenta uma formulacdo incremental, onde o material é tratado como um material linear
elastico a cada incremento de carga. Como neste trabalho o carregamento € estético, a
formulacdo apresentada a seguir serd simplificada parte este tipo de carregamento em

especifico.

Desconsiderando as deformacdes cisalhantes inicialmente, as relagdes entre tensdes e

deformagdes para um material linear ortotrépico sao apresentadas em (A.1).

01 _ 1 [ E 1 1}2 E 1] 81

{0-2} o 1 —_ 1}1 1}2 Vl Ez Ez {82} (Al)
Onde:
o1 - Tensao normal na direcao principal 1;
(033 - Tensao normal na direcao principal 2;
Vi - Coeficiente de Poisson na dire¢ao principal 1;
V2 - Coeficiente de Poisson na dire¢do principal 2;
& - Deformacao normal na direcdo principal 1;
& - Deformacao normal na direcdo principal 2;
E - Mdédulo de Elasticidade na dire¢do principal 1;
E; - Médulo de Elasticidade na direcao principal 2.

A partir de consideragdes de energia, tem-se (A.2).

V1 Ez =V, E1 (Az)

A fim de simplificar (A.1) e fazer com que nenhuma das direcdes seja favorecida, impde-se

(A.3).

D.B.CAVALCANTI



74 Formulagdo hibrida em OT para obtengdo de caminhos de forca em estruturas de concreto armado

vi =vv, (A.3)

Sendo vo coeficiente de Poisson equivalente, o qual se mantém dependente do estado de tensdo
no qual o elemento estd submetido. A partir das relacdes apresentadas em (A.2) e (A.3), (A.1)

pode ser reescrita conforme apresentado em (A.4).

e W] 1) ad

11—y, U E; E;

Expandindo (A.4) a fim de incluir a deformacao cisalhante, tem-se (A.5).

™ oowRR0
i"z J¥=1—1v2 wEE B 0 iSZ} (A.S)

T12

01

0 0 (1 —v2)G.

Sendo que (A.5), pode ser escrita de forma simplificada, conforme (A.6).

c=Dse¢ (A.6)

Assim como foi destacado ao incluir a relagdo (A.3) sobre os coeficientes de Poisson, nenhuma
direcdo em particular deve ser favorecida ao incluir a rigidez ao cisalhamento. Uma forma
satisfatoria de se resolver essa situac@o € obtida através da observacgado do efeito da rotagdo dos
eixos por um angulo @sobre a matriz constitutiva D. A matriz constitutiva descrita ao longo do

novo sistema de coordenadas € obtida através da operacdo (A.7).

D'=Q’D Q (A.7)

Onde a matriz Q, é a matriz de rotacao do sistema de eixos de deformacdes principais para o

sistema de eixos global, apresentada em (A.8).

(cos 6)? (sin 6)? sin @ cos 0
Q= (sin 6)? (cos 6)? —sin@cos O (A.8)
—2sin6fcos 6 2 sin 0 cos 6 (cos 8)? — (sin 6)?
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Para um valor de angulo @ arbitrério, o termo correspondente a rigidez cisalhante, nomeado

como Dcis, pode ser calculado por (A.9).

smé?2 00592 sin 62 00592
Dcis = ————(E; = vJE,E;) = ————(—E; + vJEE;) (A.9)

+ (cos 0% —sinB?)? G

Simplificando a expressao (A.9), obtém-se (A.10).

sin 82 cos 0
Dcis = I (E, + E; — 2v\/E,E;) + (cos 82 — sin8%)? G (A.10)
A condi¢ao (A.11) € imposta a fim de que o termo Dcis nao dependa da orientagdo do sistema

de eixos.

Dcis = 1= 2y > Dcis =G (A.11)

Substituindo (A.11) em (A.10) e realizando manipulacdes algébricas, tem-se (A.12) e por fim

(A.13).

sin 92 cos 92

G(1— (cos 02 —sin%)?) = ———— (E; + E, — 2v\/E4E,) (A.12)
_ sin 02 cos 02
4sin6%cos 02 G = —————(E; + E, — 2v/EE,)
1
G = m(E1 + E, — 2v\/E,E,) (A.13)

A matriz constitutiva apresentada em (A.5) pode ser reescrita, substituindo o termo da terceira

linha e terceira coluna por (A.13), obtendo-se (A.14).

1
D= CAVEISR, & 0 (A.14)

1—v?
1
0 O Z(El + Ez - ZU‘\[ElEz)_
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E vélido destacar que a matriz constitutiva é determinada com o uso dos valores de E1, Ex e v,
sendo estes obtidos em fun¢do do estado de tensdo em cada ponto, na orientagdo do sistema de
deformacdes principais, conforme apresentado no item 3.2.3.2 deste trabalho. Para o calculo da
matriz de rigidez dos elementos, essa matriz deve ser rotacionada para o sistema global de
coordenadas, operacgao feita com uso da equacao (A.7). A fim justificar a operacdo indicada em
(A.7) e o motivo do eixo de ortotropia ser o sistema de eixos de deformacdes principais, parte-
se da operacdo de rotacdo dos tensores de tensdo e deformacdo, apresentados em (A.15) e

(A.16), respectivamente.

(%% \ [ (cosB)? (sin8)? 2 sin6cos@ [ Ox
$ Oyr =] (sinB)? (cos 8)? —2 sinfcosH Oy L (A.15)
\Txryr) L—sinOcos6 sin@ cos 8 (cos 6)? — (sin 9)? lTny

(€Y [ (cosB6)? (sin9)? sin @ cos 0 Ex

&y p = (sin 6)? (cos 6)? — sinBcos @ €y (A.16)
\Vxryr) L—=2sin6cosb 2 sin0cos 6 (cos 8)? — (sin 6)? leyJ

De forma matricial, as operagdes (A.15) e (A.16) sdo reescritas conforme (A.17) e (A.18).

6, =Q,0y (A.17)

g =Q:g (A.18)

O indice [ indica que o tensor € definido no sistema local, neste caso no sistema de ortotropia,
e o indice g indica que o tensor € definido no sistema global. Além disso, destaca-se, por meio
das equacdes (A.17) e (A.18), que a operacdo de rotacao de tensdes e deformagdes sdo distintas,
logo o sistema principal de deformag¢des ndo é o mesmo que o sistema principal de tensoes.
Contudo, embora haja esta distin¢c@o entre as operacdes de rotacao de tensdo e deformacao, €
possivel encontrar uma relacao entre as matrizes de rotac@o através da consideragcdo de que a
energia interna de deformacdo calculada no sistema local (U;;) é a mesma que a calculada no

sistema global (U,,), conforme (A.19).

Uy=Uy4— 6] & =0,¢ (A.19)
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Aplicando (A.17) em (A.19), obtém-se (A.20), a qual apds simplificacdes algébricas resulta em
(A.21).

Q;0,€ =0, ¢ (A.20)
g=0Q) g (A.21)

Comparando a equacdo (A.21) com a (A.18), obtém-se uma relacdo entre as matrizes de

rotacdo, conforme (A.22).

Q. =)™ (A.22)

Partindo da relacao constitutiva no sistema local, apresentada em (A.23), aplica-se as operagoes

de rotacdo indicadas em (A.17) e (A.18), obtendo (A.24).

o, = Dl & (A23)

Q,;0,=D; Q. g (A.24)
Simplifica-se (A.24) multiplicando ambos lados por Q,* resultando em (A.25).

Oy = le D; Q. &g (A.25)
Aplicando a relacdo entre as matrizes de rotacdo (A.22) em (A.25), tem-se (A.26).

Oy = Qg D; Q; g (A.20)
Logo, a matriz constitutiva € calculada no sistema global através da operacao (A.27).

D, = QID, Q. (A27)

Pelo fato da operacdo de rotacdo da matriz constitutiva do sistema de ortotropia para o sistema
global utilizar a matriz de rotacdo do tensor de deformacdes, o sistema de ortotropia adotado

foi o sistema de deformagdes principais.
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APENDICE B
CRITERIO DE OTIMALIDADE

O algoritmo de otimizagdo utilizado neste trabalho é o OC (do inglés Optimality Criteria), o
qual consiste em um método heuristico proposto por Bendsoe (1989). Segundo
Bendsoe (1995), o ponto chave do método € conceber um método iterativo que atualize as
variaveis de projeto relacionadas a cada elemento finito de forma independente da atualizacdo
entre os demais elementos, baseando-se nas condi¢des de otimalidade necessarias. A seguir €
apresentado concepg¢do do esquema de atualizagcdo pelo OC, a partir do problema apresentado

em (B.1).

Obter: X
Que minimiza: c(x) = FTU(®x)
nel
Tal que: Z X Vi =Viax (B.1)
i=1
0< ximi" < x; < x", i=1,..,nel
com: KXx)U(x) =F
Onde:
X - vetor de varidveis de projeto;
Vi - volume de material relativo ao elemento finito i;

Vimax - volume méaximo final a ser atingido;

min

X; - limite inferior da restri¢do dos valores das varidveis de projeto admissiveis;
x{"** - limite superior da restri¢do dos valores das varidveis de projeto admissiveis;
K - matriz de rigidez da estrutura;

U - vetor de deslocamentos nodais;

F - vetor de for¢as nodais da estrutura.

A funcdo Lagrangeana do problema (B.1), € apresentada em (B.2):
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L(X, Asupl )Linf; Avots u)

nel
= C(X) - u (K(X) U(X) - F) + /1vol (Z Xi Vi - Vmax)

i=1

(B.2)

nel nel

+ Z Asupi (x; — x™¥) + Z Aingi (x™™ — x;)
i=1 i=1

Onde:

Asup - vetor dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des laterais superiores;
Ains - vetor dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des laterais inferiores;

Avor - multiplicador de Lagrange associados a restricdo de volume;

1] - vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a equacao de equilibrio.

Haja vista que a formulag¢do adotada € aninhada, na qual a restricdo de equilibrio é satisfeita
durante a etapa de andlise estrutural, e que o método de atualiza¢do das varidveis de projeto
respeita os limites impostos aos valores das varidveis de projeto, a funcdo Lagrangeana

apresentada em (B.2) pode ser simplificada conforme (B.3).

nel
L(x, /11701) =c(x) + Avol (Z(xi Vi — Vmax)) (B.3)
i=1

Aplicando as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) em (B.3), obtém-se (B.4).

aL(Xr /11701) _ aC(X)
ax  0x

+ Ao Vo =0 (B.4)

Onde, V. corresponde a somatodria dos volumes dos elementos finitos.

Conforme apresentado no Capitulo 2 deste trabalho, o valor da sensibilidade da func¢do objetivo,
que corresponde a primeira parcela obtida da derivada da funcdo Lagrangeana em relacdo a

variavel de projeto, é calculada por (B.5).

dc(x)
0x

AR (B.5)
axi

Substituindo (B.5) em (B.4), obtém-se (B.6).
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000" B ) 4 2,001, = 0 B.6)

A equacdo (B.6) pode ser reescrita como (B.7).

(B.7)

e P
o Avol Ve B

O termo By, apresentado em (B.7), possui como significado fisico que a densidade da energia
interna de deformacao sera constante através do dominio de projeto para cada elemento finito,
deste modo a busca sobre o multiplicador de Lagrange € realizada de forma que a energia

interna de deformacao se torne constante (CHRISTENSEN E KLARBRING, 2009).

Por fim, o esquema heuristico para atualizacdo das varidveis de projeto, proposto por

Bensoe (1995), segue a expressao (B.8).

i
X(ke+1)
fmax(xmm, xX; — m) ,se
x;B," < max(x™", x; —m)
= | %iBn",se (B.8)
max(x™", x; —m) < x;B,," < min(x™%, x; + m)
min(x™*, x; + m), se
\ min(x™*,x; + m) < x;B,;,"

Onde 77 € um coeficiente de amortecimento. Este, segundo Bendsoe (1995), tem como objetivo
desacelerar o processo de convergéncia do método, como forma de estabilizar a geracdo da
topologia 6tima. Além disso, para evitar que mudangas bruscas ocorram nas distribuicoes de
material, um parametro m (move) € inserido, com a funcionalidade de ser um limite mével para

os valores das varidveis de projeto.
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