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RESUMO

Problemas que envolvam néo linearidades geométricas estdo cada vez mais presentes no dia a
dia do engenheiro estrutural, sendo entdo fundamental encontrar e desenvolver recursos para
solucbes de equagbes ndo lineares. Diante disso, esse trabalho concentra-se no estudo de
distribuicdo de esforcos em trelicas considerando nas analises ndo linearidades geométricas e 0
modelo hipereléstico. O método dos Elementos Finitos (MEF) com formulacdo baseada em
posicOes serd empregada para a realizacdo deste estudo. O método dos elementos finitos com
formulacdo em posic¢des utiliza as posigcdes e os graus de liberdade do sistema no lugar dos
deslocamentos, como ¢ feito na formulacdo mais tradicional do MEF. Neste trabalho serdo
utilizados os modelos constitutivos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff. Este trabalho encontra-
se organizado da seguinte maneira: primeiramente sera apresentada breve revisao bibliografica
sobre efeitos de ndo linearidades e trajetérias de equilibrio. Na sequéncia sera descrito o
elemento finito posicional de trelica e sua implementacdo computacional, e por Gltimo, serdo
apresentados resultados e conclusdes.

Palavra-chave: Trelicas Método dos Elementos Finitos Posicionais. N&o linearidade

geométrica. Trajetdria de equilibrio.
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LISTA DE SIMBOLOS

a, f K numeracdo dos nos globais

¢ deformacdo de engenharia

& deformacédo de Green

IT func&o energia potencial total

O tensédo de Cauchy

S tenséo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

j elemento finito de barra
X.” tensor coordenadas iniciais

Y.“ tensor coordenadas atuais

—

f funcdo mudanca de configuracdo

N ndmero de graus de liberdade

Y, vetor graus de liberdade da estrutura

I direcdo (1,2 problema 2D ou 1,2,3 problema 3D)
| comprimento na configuracéo atual

|0 0 comprimento inicial

U, energia de deformacdo de Engenharia

ueSVK energia de deformacdo de Saint-Venant-Kirchhoff

E modulo de elasticidade longitudinal
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P energia causada pelas forgas externas na estrutura

Ue energia total de deformagéo interna

F* vetor de forcas externas
Fiint vetor de forcas internas
F™ forca interna do modelo de Hooke

FiS forca interna do modelo de Saint-Venant-Kirchhoff

)
Y posicdo inicial

9; (\?0) vetor de desbalanceamento mecéanico do método de Newton-Raphson

H\; matriz Hessiana

AYk corre¢do da posicédo
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Ao longo da histéria houveram diversos desafios para a engenharia sendo um deles a
necessidade de vencer grandes vaos. Nesse contexto, na Roma antiga, 0 engenheiro
Apollodorus foi um dos primeiros a propor uma solucéo para esse problema a partir da adogéo
da trelica. Essa solucédo foi adotada na construgcdo de uma ponte de maltiplos védos sobre o rio

Danubio em 105 d.C, conforme a Figura 1.1.

Figura 1.1 Ponte de Apollodorus sobre o Danubio

Fonte: Ponte de Apollodorus sobre o Danubio. (GOMES, 2016)

Contudo, o0 avanco da utilizacdo do sistema estrutura de treli¢a ocorreu na Revolucéo Industrial
(século XI1X). Nesse periodo, a trelica foi desenvolvida com a finalidade de ter o melhor
desempenho e com o menor uso de material possivel. Logo, nesse momento, diversas
configuracdes de trelicas foram testadas, como as tradicionais trelicas de Pratt, Howe e Flink
(Figura 1.2). Foi entdo com a difusdo e a producdo em grande escala do aco que as trelicas se
popularizaram como solucdo simples, pratica e econdmica. Além do acgo é possivel encontrar
trelicas compostas por outros materiais como aluminio e madeira. Atualmente, as trelicas sdo
amplamente utilizadas por engenheiros em projeto de coberturas, pontes, fachadas, mezaninos

e torres de energia.

F.B. SANTOS
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Figura 1.2 Trelicas planas tipicamente aplicadas em coberturas (coluna a esquerda) e pontes e passarelas (coluna

a direita)
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Fonte: Gomes (2016)

Trelicas sdo estruturas constituidas por barras retas unidas por nds flexiveis em suas
extremidades e que apresentam apenas esforcos uniaxiais de tracdo e compressao. Na propria
definicdo de trelica consideram-se 0s nds como ideais, ou seja, ndo ocorre transmissdo de
esforgos de flexdo para as barras. Entretanto, percebe-se que, na prética, as trelicas em sua
maioria ndo sdo projetadas com rétulas ideias, o que limita possibilidade de giro e introduz
esforcos de flexdo nas barras. Todavia, € necessario considerar que os esforcos de flexdo que
aparecem nas barras sdo pequenos ou despreziveis em grande parte dos casos praticos. Isso
acontece devido ao ponto de aplicacdo dos carregamentos serem nos nds e em razao da baixa
rigidez a flexdo das barras que constituem a trelica. Como os esforcos de flexao nas barras séo
pequenos ou despreziveis se comparados aos esforcos de tracdo e compressdo, no

dimensionamento das barras ainda podem ser considerados apenas 0s esfor¢os axiais.

Podemos classificar as trelicas conforme sua disposi¢do no espago. A unido de barras por nés
contidos em um mesmo plano recebe a denominagéo de treliga plana (Figura 1.2), por outro
lado, quando ha barras também dispostas fora de um plano tem-se a trelica espacial representada
pela Figura 1.3.

F.B. SANTOS Capitulo 1
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Figura 1.3 Estagdo King’s Cross, em Londres, com cobertura trelicada

wa

NN 7 o
N XINAVNAY AT 7
NN\l ZZ

Fonte: Archtrends Portobello, sem ano

Esse trabalho de conclusé@o de curso concentra-se no estudo de distribuicdo de esforcos em
trelicas considerando nas analises ndo linearidades geométricas. Nesse contexto, sera utilizado
0 método dos elementos finitos (MEF) posicionais para realizacéo deste estudo. O MEF é uma
ferramenta indispensavel e amplamente utilizada nos dias atuais para a realizacdo de analises
estruturais A formulacdo em posicdes do MEF utiliza as posicOes e os graus de liberdade no
lugar dos tradicionais deslocamentos. Neste trabalho serdo utilizados os modelos constitutivos
elastico e hipereléstico a partir das formulagdes de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff. Dessa
forma, sera utilizado o software Visual Studio em sua versao ndo comercial, para executar em
linguagem Fortran um cddigo computacional que permita estudar os efeitos ndo lineares
geomeétricos de trelica. Cabe salientar que toda a formulagéo posicional utilizada neste trabalho

encontra-se no livro de Coda (2018)

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivos gerais

O principal objetivo deste trabalho é a andlise de trelicas planas e espaciais considerando
comportamento ndo linear geométrico e também o de modelo hiperelastico.

1.1.2 Obijetivos especificos

. Aplicar método dos elementos finitos na analise de estruturas trelicadas.

F.B. SANTOS Capitulo 1
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. Explorar a formulag&o posicional do método dos elementos finitos.
. Estudar efeitos de ndo linearidades geométrica na analise de trelicas.
. Implementacdo do elemento finito de trelica com formulagéo posicional em linguagem

Fortran de modo a viabilizar a analise de trelicas planas e espaciais.

. Abordar a estratégia de implementacdo em elementos finitos considerando modelos
hiperelasticos e a ndo linearidade geométrica.

1.2 JUSTIFICATIVA

O avanco da engenharia faz com que cada vez mais se desenvolvam projetos de estruturas mais
altas e esbeltas. Diante disso, problemas que envolvam ndo linearidades geométricas estdo cada
vez mais presentes no dia a dia do engenheiro estrutural, sendo entdo fundamental encontrar e
desenvolver recursos para solucdes de equacdes ndo lineares. Dessa forma, as implementacdes
de modelos matematicos/constitutivos sdo fundamentais para conhecer esses fenémenos.
Porém muitas vezes as solucdes desses modelos envolvem formulacgdes de dificil resolucéo
analitica. A partir disso, uma alternativa € a solu¢do numérica para o problema pela aplicacdo
do Método dos Elementos Finitos, e com a utilizacdo do Método de Newton-Raphson para
resolucédo do sistema de equacgdes de equilibrio ndo lineares. Assim, ao considerar modelos que
adotam ndo linearidade geomeétricas nas suas formulagdes é possivel atingir resultados mais
realistas do comportamento das estruturas. Além disso, a formulagéo posicional do MEF possui
poucos trabalhos publicados comparado ao nimero de trabalhos ja realizados utilizando o MEF
baseado em deslocamentos. Portanto, o trabalho também contribui para aprimorar e ampliar as
aplicacdes da formulacédo posicional.

1.3 METODOLOGIA

Para o desenvolvimento deste trabalho serdo necessarios seguir as trés etapas detalhadas
adiante. A primeira delas, é a realizacdo de revisdo bibliografica dos temas que envolvem o
trabalho, seguida da implementagdo do elemento finito de trelica com formulagéo posicional e,

por ultimo as etapas de validagdo do codigo, discussdes e anélise de resultados.

Com relagdo a primeira etapa, que envolve a reviséo bibliografica, serdo estudados aspectos de

ndo linearidade geométrica das estruturas. O estudo da analise do material se volta ao modelo

F.B. SANTOS Capitulo 1
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matematico hiperelastico e elastico. Ainda na revisdo serd também abordado o tema de Método
dos Elementos Finitos com formulag&o posicional. Como o sistema de equagdes que envolvem
0 equilibrio de estruturas sdo ndo lineares, pretende-se igualmente apresentar procedimentos
numéricos de resolucdo do sistema equacgdes, mais especificamente o método de Newton
Raphson que serd utilizado neste trabalho. A elaboragdo do cédigo computacional sera feita no
programa computacional Visual Studio utilizando a linguagem de programacdo Fortran. A
estrutura do codigo baseia-se em trés etapas, sendo elas: o pré-processamento, processamento
e pos-processamento. O pré-processamento € feito em arquivo de texto e 0 pos-processamento
no programa ACADVIEW, desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas de S&o
Carlos — USP (https://set.eesc.usp.br).

A validacdo, a discussdo e a analise de resultados do codigo implementado seréo feitas de duas
maneiras. Em um primeiro momento, comparando os resultados do programa com outros
trabalhos realizados que utilizaram solugdo numérica, ou seja, comparando duas solucdes
numeéricas. Em segundo momento, serdo utilizadas solucbes analiticas apresentadas na

literatura.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Nesse capitulo introdutorio apresenta-se de maneira geral um histérico das trelicas como
sistema estrutural e as motivacdes para se empreender esforcos em um estudo para se analisar

os efeitos ndo lineares fisicos e geométricos na trelica.

No Capitulo 2 apresenta-se breve revisdo bibliogréafica, explicando o que s&o nao linearidades

em estruturas e alguns trabalhos que ja realizaram esses estudos.

No Capitulo 3 sera abordado o tema de Método dos Elementos Finitos com formulagdo
posicional. Além disso é apresentado o método de Newton Raphson para a resolucdo de

equac0es néo lineares.

No Capitulo 4 apresenta-se a validagdo do codigo através de analises de algumas estruturas

cujos resultados podem ser encontrados na literatura.
O Capitulo 5 as consideragdes finais do trabalho.

Nos Apéndices estdo presentes as rotinas implementadas para as formulagdes apresentadas ao

F.B. SANTOS Capitulo 1
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longo do Capitulo 3 e do Capitulo 4.
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CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

O comportamento dos solidos e das estruturas é estudado a partir de modelos matematicos e
pela solugdo dos problemas de natureza linear e ndo linear. A Mecéanica do Continuo admite a
hipétese fundamental de continuidade do meio material e assim, estabelece premissas
fundamentais de equilibrio entre forcas aplicadas e distribuicdes de tensbes, compatibilidade
entre deslocamentos e deformacdes e a relagcdo constitutiva entre tensdes e deformagdes. A
partir das premissas citadas com acréscimo de condi¢bes de contorno em forcas e
deslocamentos constroem-se modelos matematicos capazes de representar com maior ou menor
similaridade o comportamento real da estrutura (PROENCA, 2016). Dessa forma, a
interpretacdo da natureza de modelos matematicos pode ser realizada a partir da anélise do
grafico de forca-deslocamento. Nesse contexto, a representacdo por meio de uma reta dessa
relacdo indica um comportamento linear do modelo, ou seja, existe uma relacdo de
proporcionalidade direta entre forca e deslocamento. Por outro lado, uma curva representa uma
natureza ndo linear. A Figura 2.1 ilustra essa explicacdo a partir da relacdo entre carga e
deslocamento do caminho de equilibrio estatico da estrutura. Os possiveis efeitos de néo
linearidades em estruturas podem ocorrer por consequéncia de trés aspectos. Primeiro deles,
devida a mudanca da configuracdo geométrica da estrutura adotada para se estabelecer o
equilibrio da estrutura (o que é chamado de néo linearidade geométrica), o segundo, por causa
do comportamento do material (representando a ndo linearidade fisica) e o Gltimo, devida a
mudanca de condicdo de contorno da estrutura durante o processo de analise (chamada de nédo
linearidade de contato) (CRISFIELD, 1991; BATHE, 2006b; COOK et al., 2001b; REDDY,
2004b; BONET et al, 2000; BONET et al, 2008b). A seguir séo discutidas as ndo linearidades
geomeétricas, fisicas e caminho de equilibrio da estrutura. Destaca-se que a nao linearidade por

contato e fisica ndo serdo abordadas nesse trabalho
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Figura 2.1 Caminho de equilibrio estatico da estrutura

A

caminho de equilibrio

carga

deslocamento

Fonte: Lacerda (2014)

2.1  ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

Quando uma estrutura qualquer apresenta grandes deslocamentos, a ado¢do da configuracao
inicial ou atual (forma deslocada) pode influenciar na intensidade e até nos tipos de esforcos
internos em cada membro da estrutura. Por exemplo, a deflex&o lateral de um pilar pode fazer
com que aparecam momentos fletores adicionais de segunda ordem em virtude do deslocamento
das forcas axiais. A esse tipo de comportamento ndo linear é dado o nome de ndo linearidade
geométrica. A partir disso, as deformac@es produzidas pelos momentos podem fazer com que
a estrutura sofra mudancas na sua geometria. Logo, é necessario analisar, a cada mudanca de
geometria, a nova configuracdo do sistema para se determinar o equilibrio da estrutura. A
configuracdo inicial ou indeformada somente é a configuracdo de equilibrio quando ndo ha
solicitacdo externa. Dessa forma estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e elevadas
rotacfes tornam necessario o emprego de formulacGes que realizem a analise na configuracéao
deformada da estrutura (NOGUEIRA, 2015). As ndo linearidades geométricas estdo presentes
em muitas estruturas, tais como arcos, molas, barras de trelica, placas e cascas finas
(LACERDA, 2014). Diversos estudos com ndo linearidades geométricas ja foram realizados,
dentre eles citam-se os trabalhos de Menin (2006), Silva (2019), Bonet et al (2000), Coda e
Greco (2004), Greco e Venturi (2006), Greco e Vicente (2009), Lacerda (2014) e Nogueira
(2015). Tais trabalhos evidenciam a importancia da incorporacdo de efeitos ndo lineares

geométricos na analise de estruturas.
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2.2  ANALISE NAO LINEAR FISICA

Os modelos que séo utilizados para representar o comportamento de um material sdo chamados
de modelos constitutivos e a relacdo entre tensédo e deformacéo de lei constitutiva do material
(BATHE, 2006b; HOLZAPFEL,2004b; BONET et al,2000b; BONET et al, 2008b). No modelo
elastico linear a lei constitutiva é representada pela lei de Hooke. Entretanto, existem materiais
que o grafico tensdo-deformacéo ndo ¢é linear, sendo entdo inadequado utilizar a lei de Hooke
para representar essa relacdo, Figura 2.2. Nesse contexto, € necessario adotar modelos que
incluam as ndo linearidades fisicas para respostas além dos limites do regime elastico-linear.
Diante disso, a natureza fisica do material tem um papel fundamental para se determinar o tipo
de ndo linearidade (LACERDA, 2014). Assim, em materiais frageis predominam processos de
microfissuracdo ou dano; por outro lado, em materiais ducteis ocorre a plastificacdo com
deformacdes permanentes. Por exemplo, o concreto, 0 aco e o0 solo apresentam comportamento
elastoplastico. Metais em alta temperatura, argila, borracha e polimeros apresentam a
viscoelasticidade. Dessa forma, dependendo do material empregado e do incremento de carga,
a resposta da estrutura pode apresentar deformacdes permanentes. Por fim, a ndo linearidade
fisica caracteriza-se por apresentar uma relacdo tensdo deformacdo néo linear por depender do
caminho ou do histérico de deformacdo do material. Trabalhos que englobam néo linearidades
fisicas sdo importantes para o estudo, o desenvolvimento, e a otimizacdo de materiais. Alguns
estudos ja realizados sobre nao linearidades fisicas podem ser encontrados em Menin (2006),
Silva (2019), Lacerda (2014) e Nogueira (2015).

Figura 2.2 Gréfico tensdo-deformacao néo linear
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Fonte: Ruchert (sem ano)
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2.3 HIPERELASTICIDADE

Nesse trabalho serdo estudados efeitos nédo lineares em treligas, por meio de leis constitutivas
que reproduzem o comportamento de materiais hiperelasticos. Os modelos hiperelésticos sdo
adequados para representacdo de materiais altamente deformaveis, tais como borrachas,
espumas e tecidos bioldgicos. Dessa forma, sua formulacdo matematica utiliza-se modelos
constitutivos complexos que dependem de diversos pardmetros. Em geral, estes sdo
determinados utilizando resultados experimentais. Nesse contexto, através de modelos tedricos
¢ procurado reproduzir da melhor forma possivel os resultados experimentais. No estudo
presente nesse trabalho a veracidade dos resultados foi confirmada por meio da comparacao
dos resultados tedricos numéricos com os tedricos analiticos das trelicas. Tendo em vista a
grande quantidade de modelos constitutivos existente na literatura, a tarefa de selecionar um
modelo de bom desempenho ndo é simples. Neste trabalho, € utilizado a lei de Saint-Venant-
Kircchoff, cuja formulacdo matematica estd presente no Capitulo 3. A escolha desta lei
constitutiva esté relacionada a sua simplicidade em comparacdo a outras leis hiperelastica, e
por encontrar-se desenvolvida de forma solida na literatura, como observado nos trabalhos de
Pascon (2008) e Coda (2018).

2.4 CAMINHO DE EQUILIBRIO

A Figura 2.3 ilustra a relacdo ndo linear para o gréfico carga x deslocamento. A curva recebe o
nome de caminho ou trajetéria de equilibrio, pois cada ponto da curva pertence a uma
configuracdo de equilibrio estatico da estrutura. A andlise dessa trajetoria € fundamental para
se compreender o comportamento nao linear do sistema (LARCERDA, 2014). A partir disso é
interessante conceituar alguns pontos de interesse presentes nessa curva. O primeiro deles é o
ponto limite (L), no caminho de equilibrio, € um ponto extremo onde a tangente é horizontal.
O segundo é o ponto de bifurcacdo (B), onde dois ou mais caminhos de equilibrio se cruzam.
Outro ponto relevante é o ponto de viragem (V), cuja tangente € vertical e o ponto (F) que é o

ponto que termina o caminho de equilibrio, isto é onde ocorre a falha da estrutura.
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Figura 2.3 Pontos especiais no caminho de equilibrio
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Fonte: Lacerda (2014)

Na Figura 2.3 (a) observa-se um fendmeno chamado snap-through (ponto critico com relagdo
a carga), onde ocorre um salto de deslocamento. A partir do momento que o caminho atinge o
primeiro ponto limite (L), a tangente de rigidez torna-se negativa. A tangente de rigidez € a
relacdo entre carga ou forca e deslocamento ou deflexdo. Quando essa relacdo é negativa a
estrutura é considerada instavel. Na Figura 2.3 (b) ocorre o fenbmeno snap-back (ponto critico
relacionado ao deslocamento), onde ocorre um salto de forca. Esse fenémeno é uma forma
amplificada do snhap-through e possui uma maior importancia computacional do que fisica,
porque pode afetar o desempenho de alguns métodos numéricos em trelicas e em cascas finas.
Assim, tanto o snap-through e o snap-back estdo associados a instabilidade da estrutura. Por
fim, na Figura 2.3 (c) ocorre um cruzamento de caminhos de equilibrio (bifurcacdo). O
aparecimento de um ponto de bifurcacdo na trajetéria de equilibrio possibilita que duas
configuracBes sejam possiveis: uma indeformada instavel e outra deformada estavel. A
ordenada do caminho de equilibrio do ponto de bifurcacdo equivale a carga de flambagem da

estrutura.
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CAPITULO 3
FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO POSICIONAL DE
TRELICA

Este capitulo apresenta a formulagdo estatica ndo linear geométrica de trelicas planas e
tridimensionais via método dos elementos finitos com formulacdo posicional. Para isso a
cinematica do elemento de trelica é apresentada primeiramente. Em seguida, descrevem as
relacBes constitutivas de Saint-Venant-Kircchoff e de Hooke. Por Gltimo, o sistema de equagoes
de equilibrio ndo linear é obtido, que é resolvido com uso do método de Newton Raphson. As
formulacGes descritas neste trabalho encontram-se no livro de Coda (2018).

3.1 CINEMATICA

O elemento finito de trelica considerado é o elemento de barra, pois esses sdo 0s subdominios
da estrutura. A Figura 3.1 representa a mudanca de configuracdo para um elemento finito.

Figura 3.1 — Elemento finito de trelica plana e sua mudanca de configuragcdo

AT

Fonte: Coda, 2018

Na Figura 3.1 0s eixos representam tanto as coordenadas iniciais X;* como as coordenadas

atuais Y.“, onde ae 3 representam os nos globais, e i a dire¢éo, indo de 1 a 2 para um problema

—

2D e de 1 a 3 para um problema 3D. Por fim f representa a funcdo mudanca de configuracio

entre o estado da barra inicial e o atual. O numero de graus de liberdade pode ser calculado pela
relagdo n = 2 nnos (caso 2D) e n = 3 nnos (caso 3D), onde nnos € o nimero de nos. A
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representacdo dos graus de liberdade da estrutura pode ser realizada por um vetor Y, , adotando

a equacdo (3.1) para determinar o nimero de graus de liberdade j correspondente ao no.

j=d(a-1)+i

Na equacéo (3.1) d é a dimenséo do problema.

(3.1)

Outro ponto importante a ser abordado é a necessidade da criacdo de uma matriz de incidéncia

que ira relacionar os nds que compdem o elemento da numeracdo local para uma numeracgéo

global. Assim, um elementoj sempre deve possuir um no local com valor 1 e 2 que

correspondente a uma numeracao global o e . A matriz de incidéncia pode ser identificada

pelas equacdes (3.2) e (3.3).

a=inc(j,1)

£ =inc(j,2)

3.2 MEDIDAS DE DEFORMACAO

(3.2)

(3.3)

Para descrever as deformacdes uniaxiais é interessante se imaginar um trecho infinitesimal de

barra elastica submetida a uma forca uniaxial crescente como apresentado na Figura 3.2

Figura 3.2 — Barra deformada apds aplicagdo de forca axial

4

0

( ( 0
dx

(a) Barra descarregada

F
dy

(b) Barra com carga arbitraria

Fonte: Coda (2018)
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(c¢) Trecho descarregado
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H
dy

(d) Trecho Carregado

A partir disso, define-se as deformacdes de Engenharia (deformacdo de Hooke) e de Green

como:
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P R N A 3.4)
S, 20 12

0

Onde: ¢ é a deformacdo de engenharia; I é a deformacdo de Green; | é o comprimento na

configuracdo atual das barras; e lo 0 comprimento inicial.

Pode-se observar que os denominadores da equacdo (3.4) envolvem o comprimento inicial.
Logo, as deformacdes de engenharia e de Green utilizam um referencial Lagrangeano Total.
Por outro lado, modelos que tenham como denominador o comprimento atual recebe a
denominacdo de referencial Euleriano. Além da formulacdo da equacédo (3.4), as deformacGes

podem ser escritas em funcéo das posicdes (X, Y ), ja que os comprimentos podem ser obtidos

conforme as equacdes (3.5) e (3.6).

1,2 = (X2 = X2) +(X2-X2) +(x2-x1) (3.5)

12 = (Y2 V2 ) + (Y2 -YE) (Y2 -v) (3.6)

3.3 RELACOES CONSTITUTIVAS

As energias de deformacao sdo descritas em funcéo das deformagdes de Hooke e de Green e 0

maodulo de elasticidade longitudinal, conforme equacdes a seguir:

u (&) = 552 (3.7)

U () = S (38)

K

Onde: U, ¢ a energia de deformagéo de Engenharia; u,* é a energia de deformagcéo de Saint-

Venant-Kirchhoff; E € o modulo de elasticidade longitudinal; & e ¢ s@o deformacdes de Green

e de Hooke, respectivamente e escritas conforme equacdo (3.4).

Os modelos constitutivos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff séo considerados integrais, ou
seja, a partir da energia de deformacdo é possivel obter a sua tensdo conjugada (CODA,2018).

Essa relacéo € apresentada nas equacdes (3.9) e (3.10)
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LGy (3.9)
de
svk 310
g du™ o (3.10)
dE

Onde: o é a Tensdo de Cauchy; e S é tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

Logo, é possivel perceber que a lei constitutiva relaciona de forma linear a deformacéo e a sua
tensdo conjugada, enquanto que a relagdo forca-deslocamento sdo néo lineares.

Diante do exposto, devem ser informados ao cddigo computacional: 0 nimero de nés; o nimero
de elementos; as coordenadas inicias dos nds; a incidéncia dos elementos; as areas das se¢es
transversais; e a constante elastica do material de cada elemento. O programa de leitura do

arquivo de entrada esta apresentado no Apéndice A deste trabalho.

A implementacdo dos modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff em forma computacional

esta presente no Apéndice B.

3.4 EQUACAO DE EQUILIBRIO

O equilibrio da estrutura pode ser obtido a partir da variacdo da energia mecanica do sistema,

gue por sua vez é apresentada na equacgdo 3.11.

nel . 311
M=P+U, =—F“Y“+ > UJ(Y/) 31D

j=1

Onde:P é a energia causada pelas forcas externas na estrutura; e Ue é a energia total de

deformacéo interna

A partir do Principio da Estacionaridade da Energia Potencial Total a expressao (3.11) pode ser
desenvolvida e escrita conforme a equacéo (3.12) para um problema qualquer com i variando

de 1 até n graus de liberdade.

a_H=a_P+8Ue =Oi:>FieXl+Fiint:Oi
oY, oY, o,

(3.12)
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A primeira parcela do sistema de equacdes (3.12) representa o vetor de forgas externas (F™) e

a segunda parcela o vetor de forgas internas ( F™ ).

3.4.1 Forcas externas dos modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff

A parcela referente as forcas externas para os modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff ndo

diferem e podem ser escritas conforme a equacéo (3.13):

P AR o L

oy, oY, oY, !

(3.13)

De forma que a derivada de forcas aplicas em relacdo ao grau de liberdade i € a negativo das

forcas externa aplicada ao grau de liberdade.

3.4.2 Forgas internas da estrutura

A Figura 3.3 ilustra como € feita a montagem do vetor de forcas internas para toda a estrutura.
Onde as forcas internas séo calculadas como a derivada de energia de deformacédo do elemento
j em relacdo aos graus de liberdade locais que, ao serem somados, sdo acumulados nos graus
de liberdade globais correspondentes. O procedimento de acimulo dos graus de liberdade locais
nos graus de liberdade globais correspondentes, é realizada pela matriz de incidéncia nodal nas
equacoes (3.2) e (3.3). A relacdo entre 0s nos e dire¢cbes com os graus de liberdade é apresentada

na equacdo (3.1).

Figura 3.3 — Representacdo grafica 2D das forgas internas em um elemento

rn|‘ .'\.' J rr_-_ }-:H it ) = ,."‘-.|II.'III
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Fonte: Coda (2018)
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3.4.3 Forgas internas do modelo de Saint-Venant-Kirchhoff

Com relagdo as forcas internas, elas podem ser expressas para 0 modelo constitutivo de Saint-
Venant-Kirchhoff, utilizando as equac6es (3.10); (3.14); (3.15); (3.16) e (3.17):

o 3.14
- RIS .
k

- S ) oy Oul(E) OB
Fﬂlnt i e _ (J)|(J)e—_
() o, A g oy,

Onde: A energia de deformagdo interna total U/ é a integral no volume da energia especifica,

N . . . oul (B
de forma que surgem as equacdes e 0 comprimento inicial da equacdo, o termo v, (B) =S

corresponde a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como mostrado na equacéo (3.10),

A, é a area da secdo da barra e |, o comprimento inicial, o termo pode ser desenvolvido

oY/
conforme as equacdes (3.15), (3.16) e (3.17).
2 2 2
p-i[L )2 (=) (¥ —ZYzl) H¥-v) (3.15)
2l 2 ly

As deformacbes IE e os comprimentos atuais | sdo descritos nas equactes (3.4) e (3.6).
Portanto, derivando em relacéo as posi¢cOes atuais tem-se:

2 1 2 1 2 1
OB _ (Y —Y1)18E __ —Yz)’a]E ) (3.16)
oY} 12 oy, 12 ov? 12
CE _ (% -Y) 0B __(¥/-Y) 9B _ (¥/-Y)
oY, 12 oy, 12 oY} 12

A expressdo (3.16) pode ser reescrita em forma indicial como:

OE (-1’
T (Y2 Y1) (3.17)

Com g =1,2ek=1,23 para problemas 3D ou k = 1,2 para problemas 2D

Por fim, a partir das equacdes (3.14) e (3.17) pode se descrever as forgas internas do modelo de

Saint-Venant-Kirchhoff como:

F.B. SANTOS Capitulo 3



Analise Nao linear Geométrica de Trelica 31

Ul (-1 (3.18)
— = AIS (Y=Y,
N/ A i Y, =Y)

0

(Fkﬂ(int))i —

3.4.4 Forgas internas do modelo de Hooke

Para 0 modelo de Hooke as forcas internas podem ser descritas a partir das equaces (3.9);
(3.14); (3.19); (3.20) e (3.21); (3.22); (3.23):

(3.19)

v OUJ oy oul(g) oe i O
FAintyl — e — AD]() e =Allig
(R Y/ AR oY/ Mooy

k
j

Onde: aug_(g) é a tensdo de Cauchy da equacao (3.9).
&

0
O termo aYgﬂ pode ser descrito aplicando a regra da cadeia conforme a equagéo (3.20).

k

0s _o¢ o 1 dl (3.20)
oy/ ol oy/ 0/

ol
A deformacéo de engenharia foi descrita na equacgéo (3.4). O termo N pode é explicitado na
k

equacdo (3.21), sendo o comprimento atual em funcdo das posi¢des conhecido a partir da
equacao (3.6).

;{—Iﬂ = a\%[(le _Yll)z +(Y; _\(21)2 +(¥7 _Y1)2T’2 (3.21)
k k

Desta forma, realizando a derivada da expresséo (3.21) tem-se:
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e [ R A -
ey sy )
N R R
A=l vy v

ol 2 2 V2 (3.23)
- (1) [(le VY (Y2 -Y7) } (¥2-;)
A partir das equac0es (3.19), (3.20) e (3.23), € possivel descrever as forcas internas do modelo

constitutivo de Hooke como:

o o 2 2772 3.24
(F/my) =Ag|ga|1(—1)ﬁ (Y- ()| (v (3.24

3.45 Relagdo entre tensdes de Cauchy e Piola-Kirchhoff

As equacdes (3.18) e (3.24) expressam a forca interna do elemento, considerando as medidas
de deformacdo de Green e linear de engenharia, respectivamente. A partir dessas equacdes, €
possivel estabelecer uma relacdo entre as tensdes de Cauchy e as tensdes de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie. Para isso as equacdes (3.18) e (3.24) podem ser reescritas considerando um

elemento finito de barra horizontal com comprimento I, conforme mostrado a seguir:

-1)” (3.25)

R =Ac (_ll)ﬂ (YY) = Ao

_1)ﬂ
|

D", _

R = as T (120 = As

Onde: F" e F° séo as forgas internas obtidas a partir das medidas de deformagdes de Hooke

e de Saint-Venant-Kirchhoff e o termo (Y,” - Y,") é o préprio comprimento da barra.

A partir da equacéo 3.25, as tensdes de Cauchy e de Piola-Kirchhoff podem ser escritas como:
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F (3.26)

o=—"r

A
s=hik
Al

Portanto, combinando as equacdes apresentadas em (3.26) é possivel relacionar as tensdes de
Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como:

I (3.27)

Essa relacdo mostra que as tensdes de Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie podem
ser relacionadas matematicamente. A equacdo (3.27) € atil na implementacdo computacional
de um codigo para leitura das tensdes de Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie,
permitindo que se obtenha uma tensdo a partir da outra, havendo ganho de eficiéncia na ndo

necessidade de se programar duas vezes as tensoes.

3.4.6 Nao linearidade das equacdes de equilibrio

A partir da correspondéncia entre no-direcdo apresentada na equacéo (3.1), as forcas internas
globais relacionam-se com as forcas internas locais segundo as equagdes (3.18) e (3.24). Dessa
forma utilizando as forgas internas e as expressoes (3.11), (3.12) e (3.13) tem-se n equagdes

ndo lineares de equilibrio:

Fkﬂint (V) _ Fkﬂext — Ok (328)

A equacgdo (3.25) representa um sistema de equacdo cuja incognita € o vetor de graus de
liberdade da estrutura Y, de forma que as forgas internas sdo fungdes néo lineares. Logo, para
a solucéo adotada no item seguinte sera utilizado um processo iterativo para o calculo das forgas
internas no qual as equagdes de equilibrio s6 serdo satisfeitas quando o vetor posicao tentativa
coincidir com a posi¢do exata da estrutura. A implementacdo computacional esta descrita no

Apéndice B.
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3.4.7 Método de Newton-Raphson

A equacdo (3.28) é um conjunto de equacbes ndo lineares, por isso que o resultado gera um
residuo g, ou também chamado de vetor de desbalanceamento mecénico como mostra a equagéo
(3.29). Uma forma de resolver o sistema de equacdes (3.29) € utilizando o0 método de Newton

Raphson, que resolve o sistema através de em um procedimento incremental e iterativo:
_ rCint _
g,=F"-F, =0, (3.29)

De forma que Fjint e o vetor forga interna calculado nas equagGes (3.18) e (3.24), e F; o valor
das forcas externas obtido a partir da equacao (3.13). Diante disso, as incdgnitas do problema
sdo as posi¢Bes nodais e a primeira tentativa é realizada para uma posicéo inicial \70, 0 que
retorna um valor ndo nulo. Assim, o vetor gj(\?o) se torna o vetor de desbalanceamento

mecanico do método de Newton-Raphson. Expandindo a equacgdo (3.29) na vizinhanca da

- S0 L. :
posicao tentativa Y em série de Taylor e desprezando os termos de ordem superior conforme
a equacdo (3.30) o vetor de desbalanceamento pode ser reescrito como na equagéo (3.30) b:

7= q (794 29 (3.30)a
0,(7)=0,(7)+ 5
AYK+OJ.2=0
e TR 2 \*
SRENES
k Kk i
g,(V")=~(Hy)"g (V') (3.30) b

YO =Y2+AY,

Onde: H,; é a matriz Hessiana, ou rigidez tangente apresentada no item 3.4, e AY € a corre¢do

da posicéo.

Neste contexto, novos valores de posic¢Ges tentativas sdo obtidos com incrementos de carga até
que g; e AY, sejam os menores possiveis. No codigo computacional ¢ fornecida uma
tolerancia no pré-processamento para que o programa deixe de realizar incrementos de carga

quando AY, / X, <tolerancia. Caso essa relacéo seja verdadeira encontrou-se a posicdo de
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equilibrio pra este nivel de carga, enquanto ndo seja verdadeira o programa ira realizar novos
incrementos. Para realizar o processo iterativo descrito pela expressdo 3.27 foi utilizado o
pacote MA27 em linguagem FORTRANT7Y7, proposto por DUFF; REID (1983), cddigo que é
disponibilizado na Harwell Subroutines Library, HSL (2011). O método consiste em utilizar o
método direto de eliminagdo de Gauss multifrontal para sistemas simétricos indefinidos. A
utilizacdo desse método é vantajosa para ganho de velocidade na solucdo do sistema de

equacOes. A implementacdo do método de Newton-Raphson esta presente no Apéndice C.

3.5 CALCULO DA MATRIZ HESSIANA

A matriz Hessiana introduzida na equacdo (3.30) é sempre simétrica pelo teorema de
Schawartz. O desenvolvimento pode ser feito tanto para os nés quanto para os graus de
liberdade. A expressdo da matriz Hessiana para um elemento j é identificada na equagéo
(3.31). A implementagdo computacional da Matriz Hessiana do modelo de Hooke e Saint-
Venant-Kirchhoff estd demonstrada no Apéndice D.

(Hi‘iﬁ)=

o (aou,’ (3.31)
oy av/

3.5.1 Matriz Hessiana do Modelo de Saint-Venant-Kirchhoff

O desenvolvimento das derivadas da equacdo (3.31) envolve regras de derivadas parciais, regra
da cadeia e produto. Estes processos podem ser consultados detalhadamente em Coda (2018).
Utilizando as expressdes energia de deformacdo (3.8), a tensédo de Piola-Kirchhoff(3.9),
deformacdes de Green (3.4) a matriz Hessiana pode ser reescrita como:

(Hit;ﬁ’)J — Ab(j)lo(j) E

OE O O°F (3.32)
+9S
oy ov/ oveov/

A derivada da deformacéo em relacéo a posicao ;ﬁ; oB foi desenvolvida na expressdo (3.17)

i aYkﬁ
i . n O°E . <
agora com indice trocado. A segunda derivada das deformacoes ooy ? ¢ igual a derivada da

i k

equacéo (3.17). A formulacdo completa para matriz Hessiana de um elemento finito é descrita
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através da equacao (3.33)

E (Yi2 _Yil) (Yk2 _Ykl) (333)

(H_aﬂ i— (_1)(ﬂ) (_1)(a) Ab(j)
ik |

o} I0 IO

+ Sé‘ik:|
Onde: i e k séo as dire¢des do problema (2D ou 3D) e 9, e o Delta de Kronecker, que vale 0
para indices diferentes e 1 para indices iguais.

Realizando as correspondéncias entre nd local e global é possivel relacionar as matrizes

Hessianas globais e locais através da expressdo (3.34).

H Jobal _ py dobal | (pya (3.34)

o:d.(inC(;z,a)—l)H
z=d.(inc(j, B)-1) +k

3.5.2 Matriz Hessiana do Modelo de Hooke

A matriz Hessiana do Modelo de Hooke pode ser descrita a partir da equagéo (3.31) como:

(H) = o (ou,’ —Iﬁbi au, _IAoi ou, O¢ (3.35)
v lavs )T v lavs )T oY | as oYy

A derivada da energia especifica em relacdo a deformacao é conhecida pela equacéo (3.9) como

a tensdo de Cauchy, logo a equacéo (3.35) é rescrita como:

o ( os oo ds O¢ o%s (3.36)
H?Y =1, A —| 6 — | =1 — +
(H=bA 5z [G v/ j °A{ag e ovs  Caveon) ]

A derivada da tenséo de Cauchy e da deformacéo de engenharia com relagdo as posigdes séo
conhecidas pelas equacdes (3.9) e (3.20), respectivamente. O desenvolvimento, do terceiro
termo, que corresponde a derivada segunda da deformacao linear, € mostrado entre as equagdes
(3.37) e (3.43):

o’ _ 0 [os al (3.37)
oveoy/ o\ al oy’
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A derivada da deformacéo de engenharia com relacdo ao comprimento atual é conhecida pela
equacéo (3.20). Logo:

1, oY/

o(1a)_of1ya 1 o1 _1 & (3.38)
oY, oY U, JoY/ 1, oY oY/ 1, Y “aY”

IO

Assim, resolvendo a Ultima parcela da equacéo (3.38) tem-se:

ol o ( a (3.39)
oY oy oY/’

O termo entre parénteses foi desenvolvido na equacéo (3.23). Dessa forma:

&°l o (3.40)

Y ave

(D17 (7))

As representacOes das posicdes da equacao (3.40) podem ser substituidas pelo comprimento

atual, segundo a equacao (3.6). Diante disso:

o’ ot ) (3.41)
= (-1 Y2-YH)+ ()P 1 —— (Y2 =Y}
oY “av/” = aYi“( ¥ 6Yi“( %)
Realizando as derivadas e simplificacGes, a equacado (3.41) é reescrita como:
ol B a2 (v?2 1 2 1 A1 a (3'42)
oY oY/ = (D7D (Y=Y (Y -YE) + (DI D%,

A matriz hessiana do modelo de Hooke pode entéo ser escrita como a composic¢ao das equacdes
(3.36), (3.38) e (3.42):

(H#) =1 A JE-L (<2’ [(YZ—Yl)Z+(Y2—Y1)2T/2(Y2—Y1) P s 549
ik 0 Ioz 1 1 2 2 k k IO aYiaaYiﬁ
&
oYY

= (=D ()2 (Y - (W =Y+ (DD,

A relagédo entre matriz hessiana local e global é descrita na equacéo (3.34).
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3.6 ALGORITMO DO METODO DE NEWTON-RAPHSON

O algoritmo descrito a seguir exemplifica como esta organizado a rotina do Método de Newton-
Raphson para o calculo do sistema de equac6es ndo lineares. Nesse algoritmo é enumerado as
etapas de solucdo na implementacdo computacional a partir dos equacionamentos apresentados
nos itens anteriores. No processo € realizado as operagdes para determinacao dos incrementos,
posicOes tentativas e calculo da forca externa, forca interna, Matriz Hessiana, e por fim, a
correcdo das tentativas. O processo interativo envolveu a utilizacdo do pacote MA27 proposto
por DUFF e REID (1983) disponibilizado pela Harwell Subroutines Library.

Sub-rotina NEWTON_RAPHSON
Incrementos de posicao ou forca externa
1) Atualizacdo dos vetores posicédo tentativa Y e carga externa Fext
2) Inicio do processo de iteracdo
2.1) Célculo da forca interna:

Forcas internas do modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff na equacéo
(3.18)

Forgas internas do modelo constitutivo de Hooke na equagéo (3.24)
2.2) Célculo da Matrix Hessiana

Matriz Hessiana do modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff na equacéo
(3.33)

Matriz Hessiana do modelo constitutivo de Hooke na equacéo (3.43)
2.3) Resolve o sistema de equacdes de equilibrio na equacéo (3.29)
2.4) Corrige as posicoes tentativa na equacao (3.30)

2.4) Calcula residuo e verifica o critério de convergéncia AY, / X, <tolerancia

2.5) Caso ndo ocorra convergéncia, retornando uma resposta de erro, € realizado

um novo estudo para melhoraria do arquivo entrada de dados a partir do nimero de
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incrementos ou toleréncia. Na sequéncia o processo retorna para o item 1 do algoritmo.

3) Fim da iteracédo

Fim dos incrementos
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CAPITULO 4
RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesse capitulo serdo apresentadas 4 trelicas que foram utilizadas para validar o cddigo
implementado. Além disso, fora feitas analises considerando as leis constitutivas de Hooke,

Saint-Venant-Kirchhoff e plotado as trajetdrias de equilibrio das estruturas.

4.1.1 Trelica de Von Misses

A validacdo do programa foi realizada através da trelica de Von Misses, Figura 4.1, comparando
as trajetorias de equilibrio do método numérico com a solucdo analitica apresentada no item
4.1.2 a sequir. Por meio de um arquivo de texto foi fornecido ao programa a entrada de dados
que informa a geometria, propriedades e discretizacdo da Trelica. Com base nas formulacGes
apresentadas no Capitulo 3 foram utilizadas no estudo duas leis constitutivas, a lei de Hooke e
Saint-Venant-Kirchhoff. A andlise dos resultados foi realizada no ACADVIEW, cujo arquivo
de leitura foi exportado do codigo presente no Apéndice E. O estudo considerou em um
primeiro momento controle de forca e depois controle de deslocamento do né 2 da estrutura na

Figura 4.1.

Figura 4.1 — Esquematizacdo trelica de Von Misses

2

4.1.2 Solugdo Analitica

A solucdo analitica da Trelica de Von Misses descrita neste item encontra-se baseada no
desenvolvimento apresentado em Coda, 2018. Para fins de célculos as barras de trelica sdo

consideradas fixas nos seus apoios, elas ndo sofrem flexdo durante o carregamento e a forca do
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sistema é conservativa. As configurac@es inicial e deslocada da treli¢a sdo mostradas na Figura
4.2.

Figura 4.2 — Treliga de Von Misses

(a) Geometria (b) Configuragdo deslocada

Fonte: Greco, 2018

As deformacdes de Engenharia e de Green foram apresentadas na equacdo (3.4) e podem ser

descritas em funcdo do angulo # conforme a equacdo (4.1). O &ngulo 8, representa a inclinagéo
inicial das barras e 6 a inclinagdo apds o deslocamento.
-1, 1 . cos(6,)

gZT:E_l_W_lzCOS(HO)seC(Q)_l (4.1a)

S 112 Y 1fcos(q) ) 1 . .
E_2£ 5 )_Z(Ioz 1]_2£Cos(9)2 1]_2(0"3(90) sec(6)" - (4.16)

Reescrevendo as energias de deformacdo, equagdo (3.7) e equacdo (3.8), em funcdo da

deformacdo desenvolvida na equacdo (4.1) temos:

U, = EAl,(cos(d,)sec(d) —1)* (4.23)
U. —EAl [E(COS(Q  sec(0): _1)}2 (4.2b)
e 0 2 0

Diante disso, a energia potencial mecanica total, apresentada na equacéo (3.11), é descrita para

o0s modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff como:
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I1 = EAI,(cos(8,)sec(0) —1) — F (~btg(0)) (4.32)

1 i N (4.3b)
I1 = EAl, [E(cos(eo) sec(6) —1)} — F(~btg(0))

O equilibrio da estrutura é obtido a partir da minimizacdo da Energia Potencial Total da
equacdo (4.3), em fungdo do angulo 6. Apos a obtencdo da equacdo de equilibrio é possivel

escrever a forga F como:

B cos(6,) (4.4a)
F= 2EA{1— cos(e) }sen(e)
2 4.4b
F= EA{l—M}tg (@) cos(6,) (449)
cos(0)

4.1.3 Solugdo Numerica

E possivel a partir da solucdo analitica desenvolvida no item 4.1.2 verificar uma
correspondéncia dos resultados numéricos e analiticos o que permite validar a implementacéo
do codigo de trelica. A geometria da trelica segue a orientacdo da Figura 4.2 que possui
b =2500mm, o Mdédulo de Young igual a 500kN / mm?® e area de se¢do das barras igual a
A =100mm?. Os resultados foram obtidos realizando controle de forga aplicando 2,33N em 30
incrementos, totalizando 70N . Outra simulacdo foi feita considerando controle de
deslocamento com —2mm em 30 incrementos, resultando em —60mm . Nos estudos foram

considerados dois abatimentos para a trelica com valores de H, = 25mm,H; = 1500mm e

uma tolerancia em posicédo de 10°®. O arquivo de entrada de dados é apresentado na Figura 4.3

e Figura 4.4.
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Figura 4.3 — Arquivo de entrada de dados com H=25mm.

dekkhk ok hkk ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok k ok ok ok h ok h ok h ok k ok ok k ok ok h sk ke h ok ke h ok ok ko ok ok ok ok ok k ok ok ke h ok ok ko ke ke ok ok ke ok ok ok ok
UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS — UFG

ESCOLA DE ENGENHARTIZ CIVIL E AMEIENTAL - EECR
DEPARTAMENTC DE ESTRUTURRS

AUTHCR:
Felipe Braga dos Santos
PROGERM:
TRUSS FEM
B o o S
===== Structurs =
nnodes nelems ndirloadsd ndirconst dimension strain_measure
Eng. (1) = Green(2=)
3 2 5 2 1
——=—= Nodes =
nodes CoordX Coord¥ Coordd
1 0.0E+00 O0.0E+00 0.0E+00
2 2.5E+03 2.5E+01 0.0E+00
3 5.0E+03 0O.0E+00 0.0E+00
==== Elemesnts =
elements node-1 node-2 young area
1 1 2 5.0E+05 1.00E+02
2 2 3 5.0E+05 1.00E+02
==== Loading =
node dirloaded wvalue
2 2 -&.0E+01
==== Boundary Conditions =
node dirconst value
1 1 1.0E+00
1 2 1.0E+00
3 1 1.0E+00
3 2 1.0E+00
2 2 1.0E+00
=============== Solve (Newton-Raphson procedure) = ===
Loading N. of increments Position Tolerance
= Load(l) = Displacement (2) === ===
2 30 1.00d-06

A Figura 4.3 apresenta o arquivo entrada de dados para a trelica de Von Misses onde é
informado o nimero de nds (nnodes), coordenadas (Coordx e Coordy), nimero de elementos
(e incidéncia), propriedades das barras (young), carregamentos (Loading), condi¢bes de
contorno (Boundary Conditions) e parametros para o0 Método de Newton-Raphson, que sdo
numero de incrementos, tolerancia e aplicacdo de forca (Loading =1) ou deslocamento
(Loading = 2). E importante notar que para adotar a Deformac&o de Engenharia a condicéo
(strain_measure = 1) dever ser fornecida e para Deformacdo de Green (Strain_measure = 2).
Essa informacdo ira determinar qual Modelo sera utilizado pelo codigo, Hooke ou Saint-
Venant-Kirchhoff.
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A Figura 4.4 mostra o arquivo de entrada para a trelica considerando abatimento de (H,) igual

a1500 mm.
Figura 4.4 - Arquivo de entrada de dados com H=1500mm.
B b S S
UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS - UFEG
ESCCOLA DE ENGENHARTAR CIVIL E AMBIENTAL - EECR
DEPARTAMENTC DE ESTRUTURLS
LUTHCE:
Felipes Braga dos Santos
PROGRAEM:
TRUSS FEM
B b S S
== Structure == =
nnodes nelems ndirloaded ndirconst dimesnsion strain measure
== Eng. (1) = Green(2=)
3 2 1 3 2 1
== Nodes = =
nodes Coord¥ Coord¥ Coordz
1 0.0E+00 0.0E+00 0.0E+00
2 2.5E+03 1.5E+03 0.0E+00
3 5.0E+03 0.0E+00 0O.0E+00
== Elements ==== =
slements nods-1 node-2 young aresa
1 1 2 5.0E+05 1.00E+02
2 2 3 5.0E+05 1.00E+02
== Loading =
nods dirloadsd walus
2 2 -6.0E+01
== Boundary Conditions === =
node dirconst value
1 1 1.0E+00
1 2 1.0E+00
3 1 1.0E+00
3 2 1.0E+00
2 2 1.0E+00
=============== Solve (Newton-Raphson procedure)
Loading N. of increments Position Tolerance
= Load(l) = Displacemsnt (2)
2 30 1.00d-08&

4.1.4 Trajetoria de equilibrio a partir da solugdo numérica e analitica

A Figura 4.5 a seguir mostra as trajetorias de equilibrio para a trelica de Von Mises obtidas com
a formulacdo analitica expressa pela equacdo (4.4) e pelo método dos elementos finitos

posicionais.
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Figura 4.5 — Trajetdria de equilibrio né 2 H= 25mm

80
70 Controle de deslocamento
(SVK)
60 B Controle de Forca(SVK)
50 Solucdo analitica (SVK)
40 A Controle de deslocamento
. (Hooke)
_‘6_30 X Solucdo analitica (Hooke)
[3+1
= Controle de Forca(Hooke)
520 : sl
23 nxx‘Xx
10
0
0 10 20 30 40 60
-10
220 ‘X~x—x—X’
-30 Deslocamento (mm)

A partir das trajetdrias de equilibrio da Figura 4.5 € observado uma correspondéncia entre 0s
resultados da solugdo numérica e analitica, portanto pode-se afirmar que a implementacéo do
elemento de trelica posicional esta correta. Além disso, é verificado que o caminho de equilibrio
para o controle de forca e para controle de deslocamento se diferem no intervalo entre 10mm e
55mm, aproximadamente. Isso ocorre devido a um salto de forga neste trecho que se caracteriza
como snap-through. O controle de deslocamento, por outro lado, permite analisar com maior
precisdo os deslocamentos entre 10 mm e 55 mm e identificar pontos de interesse. Esses pontos
foram apresentados no Capitulo 2 desse trabalho. Diante disso, considerando o controle de
deslocamento pode-se observar dois pontos limites que representam a mudanca da rigidez do
material em 10 mm e 40 mm. Nesse trecho é possivel identificar um caminho de instabilidade,
pois a matriz tangente é negativa. Por ultimo, ainda de acordo com a figura 4.5, cabe destacar
que as trajetdrias de equilibrio obtidas com os modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke
para um abatimento de H =25mm sédo similares. Essa similaridade indica que a estrutura

apresenta pequenas deformagdes, uma vez que neste contexto as deformacoes lineares e de
Green se confundem.

A Figura 4.6 mostra os resultados das trajetorias de equilibrio considerando abatimento de
1500 mm.
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Figura 4.6 — Trajetdria de equilibrio né 2 H=1500mm

3,50E+08
Controle de deslocamento
X Solucdo Analitica(SVK)
2,50E+08
Controle de
—_ Deslocamento(Hooke)
2 ] 4
6“‘00]5 08 X Solucdao Analitica(Hooke)

4]
(=

8 1,50E+08
o

1.00E+08
5,00E+07
0,00E+00 e e
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
-5 +07
3,00E+07 Deslocamento (1mm)
(a) deslocamentos até 7000mm
4.00E+06
Controle de
3 00E+06 desloiamentro.[SVK]
X Solucdo Analitica(SVK)
2.00E_06 Controle de
deslocamento (Hooke)
*  Solucdo Analitica(Hooke)
< 1,00E+06
&
[+
=
[2 0,00E+00
2000 2500 3500
-1,00E+06
-2,00E+06
-3,00E+06
-4,00E+06

Deslocamento (mm)

(b) deslocamento até 3500mm.

Conforme apresentado na Figura 4.6 € possivel observar que as trajetorias obtidas pelos
modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff apresentam o mesmo formato, porém sao
ligeiramente diferentes. Na Figura 4.5 as deformacbes sdo menores, logo, os resultados

apresentados pela Deformacdo de Engenharia e Deformacdo de Green sdo similares. J& na
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Figura 4.6, as deformacdes maiores possuem maior influéncia nos termos que compdem o
tensor de deformacéo. Esse resultado € retificado pela diferenca percentual entre os valores de
pico da Figura 4.6, sendo observado para o deslocamento de 700 mm uma diferenca de 17% e
para 7000 mm uma diferenca de 218% considerando as leis constitutivas de Saint-Venant-
Kirchhoff e de Hooke. Portanto, quando os niveis de deformacdo passam a ser maiores €

esperado que as trajetorias sejam diferentes.

4.2 Trelica espacial de 3 barras

Com base na trelica espacial da Figura 4.7 retiradas de Greco e Venturini, 2016, é plotado a
trajetoria de equilibrio e a forca normal em relacdo aos deslocamentos nas barras. Para isso
foram adotados os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke com as
sequintes propriedades: L=500cm H=20cm e H =1200cm,E =20500kN /cm?e

A=6.53cm?. A andlise desta estrutura tem o objetivo de validar a implementacdo do cédigo

para o caso de analise de estruturas trelicadas espaciais.

Figura 4.7 — Trelica espacial de 3 barras

- o © CLAMPED NODE

AF

-
-
-

Fonte: Greco e Venturini (2016)

A estrutura foi discretizada em 4 nés e 3 elementos como mostra a Figura 4.8. O né 1

corresponde ao ponto de aplicagdo do deslocamento. Foi adotado 60 incrementos e tolerancia

igual a 10°®. Os nds 2,3,4 estdo com restri¢do vertical e horizontal.
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Figura 4.8 — Discretizacdo trelica de 3 barras com H = 20 cm

Fonte: ACADVIEW

A Figura 4.9 corresponde ao grafico da trajetoria de equilibrio e da For¢ca normal em relagéo

aos deslocamentos. Para isso foi aplicado um deslocamento de 60cm na trelica com abatimento

deH=20cm

Figura 4.9 — Controle de deslocamento né 1 com H = 20cm

20

Controle de deslocamento(SVK)

® Solucdo Analitica SVK (Greco e
Venturini,2006)

X Controle de deslocamento(Hooke) -80

-100
deslocamento vertical (cm)

(a) Trajetéria de equilibrio
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350
Controle de deslocamento(SVK
[ ) 300
@ Solugdo Analitica(Greco e 250
Venturini,2006)
200

X Controle de
Deslocamento{Hooke)

=150
deslocamento vertical (cm)

(b) Controle de deslocamento x Forca Normal.

Com base nos resultados da Figura 4.9 é possivel estabelecer uma correspondéncia entre a
solucdo numérica implementada e a analitica obtida por Greco e Venturini (2006) adotando o
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff. Além disso, na Figura 4.9 (a) se identifica dois pontos

limites que formam um caminho de instabilidade em —10 cm e em 10 cm, assim, nesses pontos

a matriz tangente é negativa, conforme conceituado no item 2.3. As forgas normais para o
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff sdo obtidas a partir da relacdo entre o 2° tensor de Piola-
Kirchhoff conforme a equacédo (3.10) e a area da estrutura. Para 0 Modelo de Hooke a Forca
Normal é calculada por meio da Tensor de Cauchy, apresentada na equacdo (3.9), e a area da
das barras da trelica. Analisando os resultados da Figura4.9 é possivel perceber uma
correspondéncia entre os valores dos modelos de Saint-Venant- Kirchhoff e Hooke. Isso deve-
se ao baixo nivel de deformacdes da trelica nas condic¢des fornecidas. Por outro lado, ao ampliar
0 abatimento para 1200 cm e o deslocamento aplicado para 3600 cm uma interpretagéo diferente

pode ser realizada com base na Figura 4.10.
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Figura 4.10 — Controle de deslocamento n6 1com H = 1200 cm

-2.400,00 -1.900,00

-1.40#00  -900,00 -400,00 100 s 00,00

-150

-350

Controle de deslocamento(SVK)

For¢a(MN)

Controle de deslocamento(HoolféfO

-950
deslocamento vertical (cm)

(a) Trajetdria de equilibrio

200
— Controle de 150
deslocamento(SVK)
z
= —— Controle de 100
= Deslocamento(Hooke)
©
e
S
o
Z
18]
On
S
o
L 0
-2,40E+03  -1,90E+03  -1,40E+03 OE+02  -4,00E+02  1,00E+02  6,00E+02 E+03

-100 -
Deslocamento vertical (cm)
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Com base na Figura 4.10 quando ampliamos a altura da trelica e aumentamos o deslocamento
aplicado percebemos que os resultados dos modelos de Saint-Venant- Kirchhoff e Hooke se
diferem porque os niveis de deformagdes aumentam. Nesse contexto, € observado uma

diferenga percentual para os valores de pico de carga na Figuras (4.10 a) igual a respectivamente
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175 % para um deslocamento de 400 cm 44 % para 0 pico de encontro ao eixo das ordenadas.
Portanto, para menores niveis de deformacdo, os modelos constitutivos se equiparam o que ndo
¢ visto para maiores valores. Os resultados sdo esperados a partir do momento que as

deformacdes associadas aos modelos séo diferentes como demonstrado nos itens anteriores.

4.3 Flexao de uma Torre trelicada engastada com 23 barras

A estrutura de trelica representada na Figura 4.11 é composta por 23 barras de 4rea 0,1m’e
mddulo de Young de valor 10 kN /m?. A estrutura foi discretizada em 23 elementos e 13 nds

conforme detalhado na Figura 4.12.

Figura 4.11 — Torre engastada de 23 barras

I MF

Fonte: Coda, 2018

Figura 4.12 — Discretizagdo da Torre engastada de 23 barras

ie 13 13 14 20 15 21 16 22 17 23 7

As simulagbes foram conduzidas considerando tanto controle de forga como deslocamento.
Para o controle de forca foram aplicados 55 passos de carga totalizando um carregamento final
de 10N. Para o controle de deslocamento foi considerado um valor total de 7,5m aplicados em
55 incrementos. A tolerancia em posicdo adotada foi de 10°°. Ressalta-se que nas analises foram

utilizados os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke.

A Figura 4.13 mostra as trajetorias de equilibrio do n6 7 obtidas nas simulagbes feitas. E
possivel constatar que as curvas obtidas utilizando os modelos constitutivos de Saint-Venant-
Kirchhoff e Hooke sdo semelhantes. Portanto, pode-se concluir que o nivel de deformac&o das

barras que compde a estrutura € pequeno. Como ndo existem pontos limites no intervalo
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estudado os resultados obtidos a partir de controles de Forgca e Deslocamento s&o

correspondentes

Figura 4.13 — Trajetoria de equilibrio n6 7 (Forca Vertical)
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4.4 Compressao de uma Torre trelicada engastada com 23 barras

A mesma torre do item 4.3 é utilizada para analisar o0 comportamento quando submetida a um
carregamento horizontal aplicado no n6 7, no sentido da direita para a esquerda. Foi realizada
uma analise considerando controle de forca a partir de 55 incrementos de 0,11 N. A Figura 4.14

mostra as trajetorias de equilibrio das simulagdes realizadas.

Figura 4.14 — Trajetoria de equilibrio n6 7 (Forca Compressiva)
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Pode-se observar que os resultados para os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e
Hooke sdo semelhantes. Este fato indica que as barras da estrutura apresentam niveis pequenos
de deformacdo. Os resultados para os modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e Hooke sdo
correspondentes para o controle de for¢a. Inicialmente as trajetdrias de equilibrio apresentam
um trecho aproximadamente linear até a forca de 2,5 N. A partir da carga de 2,5 N os efeitos de
ndo linearidade séo intensificados; logo ap6s a carga de 4 N a trajetoria de equilibrio demonstra

que a estrutura apresenta perda de estabilidade.

Na Figura 4.15 é possivel notar o comportamento da estrutura na perda de estabilidade. A
instabilidade acontece quando a forca aplicada na estrutura se aproxima de um valor limite em
que a Hessiana se torna quase singular. Cada modelo constitutivo apresenta um valor limite que
provoca a instabilidade na estrutura. Quando a forca € superior ao limite, a estrutura perde
rigidez, e a trelica sofre uma mudanca na direcdo da deformacéo. A forca limite para evitar a
instabilidade é cerca de 6N para Saint-Venant-Kirchhoff e Hooke. Os valores limites préximos

sdo resultados das pequenas deformagdes observadas na estrutura.
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Figura 4.15 — Deformacdo da trelica ap6s instabilidade (Controle de For¢ca SVK)
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CAPITULO5
CONCLUSOES

Neste trabalho foi abordada a influéncia das ndo linearidade geométrica em trelicas. Para isso
foram utilizadas as leis constitutivas de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke. Por meio desses
modelos constitutivos foi realizada a implementacdo computacional do método dos elementos
finitos posicionais através de um cddigo em Fortran. Respostas de carga versus deslocamento
vertical, carga versus deslocamento horizontal, for¢ca normal versus deslocamento vertical e
configuragdes deformadas da estrutura foram obtidas. Os caminhos de equilibrio de treli¢as
planas e espaciais, considerando a ndo linearidade geométrica, foram obtidas para um total de
quatro estruturas de trelicas ja estudadas em literaturas. A trajetéria de equilibrio da trelica
forneceu informagdes para o estudo dos pontos limites, de trechos de snap-through e snap-back
e por ultimo, efeitos das leis de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke. Dessa forma, foi possivel
perceber que o snap-back causa dificuldades ao controle de deslocamento da mesma forma que
0 snap-through causa ao controle de carga. Além disso, a partir do caminho de equilibrio
percebe-se que para pequenas deformacdes as leis constitutivas de Saint-Venant-Kirchhoff e de
Hooke reproduzem resultados anélogos, entretanto, a medida que se aumenta as deformacdes
as trajetdrias de equilibrio obtidas passam a ser diferentes. Dessa forma, é fundamental que o
modelo constitutivo a ser adotado quando se trabalha com grandes deformacdes seja o que
melhor representa 0 comportamento matematico do material Para a validacdo do codigo foi
realizada a analise analitica e a comparacéo dos resultados obtidos com literaturas consolidadas,

e neste ponto foi demonstrado que o cédigo implementado apresenta resultados coerentes.

A partir deste trabalho foi possivel aplicar conhecimentos desenvolvidos ao longo da graduagéo
como, a lei elastica para 0 comportamento das estruturas, solu¢do de equacfes de equilibrio,
sistemas estruturais e resisténcias de materiais. Além disso, foi possivel ampliar os estudos para
novos horizontes, como o estudo de efeitos de ndo linearidades geométricas, a partir da
implementacéo do método dos elementos finitos posicionais. O desenvolvimento deste trabalho
também possibilitou 0 conhecimento a respeito de um método alternativo aos métodos dos
elementos finitos em deslocamento. A implementacdo do método dos elementos finitos

permitiu desenvolver habilidades e conhecimento de linguagem de programagao (Fortran).
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A seguir sdo apresentadas algumas propostas de trabalhos futuros para otimizacéo do cddigo
computacional e para formulag&o posicional aplicada a solucéo de problemas de néo linearidade

fisica e geométrica:

i) Descrever e implementar o método do comprimento de arco (Arc-Length) para lidar

com problemas como snap-through e snap-back

i) Implementacdo do modelo Elastopléstico para estudo de ndo linearidades fisicas
iii) Implementacdo do modelo de Dano para estudo de nao linearidades fisicas
iv) Implementacdo de outras medidas de deformacao, como logaritmica e de Almansi.
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APENDICE A - PRE-PROCESSAMENTO

Main-program(programa principal)

program Main Program
use Global Variables
implicit none

write{lrln LR R R R R

write (¥, *) ! UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS - UFG !
write(¥,*) ! ESCOLA DE ENGENHARRIA CIVIL E AMBIENTAL - EECA !
write (¥, *) ! DEPARTAMENTO DE ESTRUTURAS

write (¥, *) '
write (¥, %) 'AUTHOR: '
write(¥,*}) Felipe Braga dos Santos

write (¥, %) ! 1
write (¥, %) 'PROGRAM: '
write (¥, *) TEUSS FEM

write{’-,*) I R R R R R R R

Write (¥, ¥}
write(*,*}) 'file name’'

read (¥, ¥)filename

'Reading

call Reading

call Reading Mirror
call MNewton_Raphson
pause

end program Hain_Prograﬂ

Leitura de dados

subroutine Reading
use Global Variables
implicit none
open(l0,file = filename)

read (L0, *) AN e R h kR b h A R RN RN RN RN R ENN R RN R ENE N IR DN RRRARRRERERRREN IR RN IR AN R K

read (10, %) ! UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS - UFG

read (10, %) ! ESCOLA DE ENGEWHARIAR CIVIL E AMBIENTAL - EECL
read (10, %) ! DEPARTAMENTO DE ESTEUTURAS

read (10,*)!

read (10, *) ! AUTHOR:

read (10, %) ! Felipe Braga dos Santos

read (10, %) !

read (10, *) ! PROGREM:

read (10, %) ! TRIUSS FEM
read(ll]rAJ!AALAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALAAALAAAA.AAALAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
read (10,*)

read (10, %) ! Structurs

read (10, *) 'nnodes nelems ndirloaded ndirconst dimension of_ the problem
read (10,*)!

read (10, ¥*)nnodes, nelems, ndirloaded, ndirconst, dim, strain measure
read (10, %) !

read (10,*)

'Variable allocation

allocate (coordX (nnodes,dim) , element(nelems,2))

allocate (young (nelems), area({nelems))

allocate (fest{dim*nnodes), BC({dim*nnodes)); fest = 0.04+400; BC = 0.0d4+00;

allocate (X{dim*nnodes), Ytrial (dim*nnodes), Fint({dim*nnodes))

allocate (Hess (dim*nnodes, dim*nnodes) )

allocate (delta_Fext (dim'nnodes), delta _Yeorial (dim*nnodes)): delta_Fext = 0.004+00; delta Ytrial = 0.00d4+00
allocate (Fext (dim*nnodes), g{dim*nnodes), deltaY(dim*nnodes)); Fext = 0.04+00; delta¥= 0.04+00
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read{10,%})! Nodes
read {10, *) 'nodes Coordf CoordY CoordZ
read(10,*)!

do ii = 1,nnodes

read (10, *)kk, (coordX(kk,jj),j] = l,dim} 'kk - numerc do noc
enddo
read (10, %) !
read (10, *)

read {10,%)! Elements
read{10,%})! slements node-1 node-2 young area
read{(10,*)!
do ii = 1,nelems

read (10, *)kk, element({kk,l), elementi{kk,2), wyvounglkk), arealkk)

enddo 'kk - numeroc do elemento
read{(10,*)!
read (10, *)

read (10, %) ! Loading
read(10,*)! node dirlocaded walus
read (10, *)!
do ii = 1,ndirlocaded

read {10, %) kk, jj, fest{dim* {kk-1)+33) 'kk - numerc de no // j] = diregdo
enddo
read{(10,*)!
read (10, %)

read (10, %) ! Boundary Conditions
read{(10,*)! node dirconst walue
read{10,%})!
de ii = 1,ndireconst

read (10, *) kk, 33, BC{dim* (kk-1)+33)
enddo
read (10, *)!
read {10, %)

read (10, ¥) !======== PARMMETERS OF THE 3S0LVE (Newton-Raphson procedure =======
read (10, %) ! Loading H. of increments
read{10,%)! Load({l) Displacement (2) =
read(10,*) LoadIype, nincr, PFos_tol

read{10,%)!

close (10)

end subroutine Reading
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APENDICE B - PROCESSAMENTO: A IMPLEMENTACAO
DOS MODELOS DE HOOKE E SAINT-VENANT-
KIRCHHOFF

Implementacdo do modelo de Hooke

subroutine HessianAndInternalForce
use Global Variables
Irplicit none

'Eng. Strain measure
if (strain measure ==1) then
!Internal Force and Hessian matrix
Fint = 0.0d+0
Hess = 0.0d+0
do ielem = 1,nelems
nodei = element{ielem,l)
nodef = element{ielem,2)

'Tnital and actual length
auxl = 0.0d+00
auxl = 0.0d+00
de idim = 1,dim
auxl = aux0 + (X{dim* (nodef-1)+idim) - X(dim*{nodei-1)+idim}) * (X{dim* (nodef-1)+idim) - E(dim* (nodei-1)+idim})
auxl = auxl + (Ytrial (dim*({ncdef-1)+idim) - Ytrial (dim*(nodei-1)+idim)) * (Ytrial (dim*(nodef-1)+idim) - Ytrial{dim*{nodei-1)+idim))
enddo
length0 = sgrt{auxl)
length = sgrt(auxl)

'Eng Strain and Cauchy Stress
Eng5train = (length/lengthd - 1.0d+00)
CauchyStress = young{islem) *EngStrain
Stress = CauchyStress
do inode = 1,2
do idef = 1,dim
conneci = dim* (element (ielem, inode)-1)+idof

dEdl = (1.00d+00) / lengtho
dld¥l = ({{-1.0d+00)**inode} * {Ytrial(dim*({nodef-1)+idof) - Yrrial(dim*(nodei-1)+idof}) / length0
dEdYl = dEdl * dldyl

Fint (conneci) = Fint(conneci) + area(ielem)*length0*Stress*dEdYl

Implementacdo do modelo Saint-Venant-Kirchhoff

!Green Strain measure
else if (strain measurs ==2) then
!Internal Force and Hessian matrix
Fint = 0.0d+0
Hess = 0.0d+0
do ielem = 1,nelems
nodei = element(ielem,1)
nodef = element (ielem,2)

'Inital and actual length
guxl = 0.0d+00
guxl = 0.0d+00
do idim = 1,dim
auxl = aux0 + (X(dim*({nodef-1)+idim) - X(dim*({nodei-1)+idim)} * (X{dim* (nodef-1)+idim) - X{dim* (nodei-1)+idim))
auxl = auxl + (Ytrial(dim*(nodef-1)+idim) - Ytrial (dim*({nodei-1)+idim)) * (Ytrial(dim*(nodef-l)+idim) - Ytrial (dim*{nodei-1)+idim})
enddo
lengthld = ageet{auxd)
length = sgrti{auxl)

!Green Strain and Picla Stress

GreenStrain = 0.5d+00 * (length*length/lengthl/length0 - 1.0d+00)

PiolaStress = young(islem) *GreenStrain

do inode = 1,2

do idef = 1,dim

connecl = dim* (element (ielem, incde)-1)+idef
dEd¥l = ({-1.0d+00)**incde) ¥ (Ytrial (dim*(nodef-1)+idof) - Ytrial (dim* {nodei-l)+4idof)) / (length0 * lengthO)
Fint(conneci) = Fint({conneci) + area(ielem)*length0*PiolaStress*dEdYL
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APENDICE C: METODO DE NEWTON-RAPHSON

subroutine Newton_Raphson

use Global Variables

implicit none
open(2l,file = 'output.ogl')

do inode = 1,nnodes
do ingl = 1,dim
¥ ({dim* ({incde-1)+ingl) = coordX{incde,ingl)
enddo
enddo

if (LoadIype == 1) then !'Force
delta_Fext = fest / nincr

else if (LoadType == 2) then 'Displacement
delta_Ytrial = fsat / nincr

end if

Ttrial = X

do incr = 1, nincr
write(*,*)
write(*, *)"Increment: ", incr
write (¥, %)

Fext= Fext + delta_Fext
Ttrial = Ytrial + delta Ytrial
iter = 0; norm = 100.d+00
do while{norm > Pos_tol)
iter = iter + 1
call HessianAndInternalForce
g = - {fint - Fext) !Besidual
call BoundaryConditions
call USE_SOLVER MA27 (Hess,q,SIZE({g)
delta¥ = g
Ttrial = Ytrial + delta¥
call NormCalculation

write(*, )" Iteration number:™, iter
write(*, " Error Position: ™, norm
enddo
call AcadView
enddo
close(21)

end subroutine Newton_Raphson
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APENDICE D: MATRIZ HESSIANA DO MODELO DE
HOOKE E SAINT-VENANT-KIRCHHOFF

Implementacdo Matriz Hessiana do modelo de Hooke

Fint(conneci) = Fint(conneci) + area(islem)*length0*Stress*dEdYL

do jnode = 1,2
do jdof = 1,dim

connec = dim* (element (ielem, jnode)-1)+jdof

dEdl = 1.00d+00 / lengthl

dldY2 = (({-1.0d+00)**inode) * (Ytrial{dim*(nodef-1)+idef) - Ytrial (dim*{nodei-1)+idof)) / length

dEdY2 = dEdl * d1d¥2

if (idef == idof) then
deltaij = 1.0440
elae
deltaij = 0.04+00
endif

d12dY1d¥2 = ((-1.0d+00)**inode) * ({-1.0d+00)**jnode) * length** (-3.0d+00 / 2.0d+00) * &
(Ytrial (dim* (nodef-1)+jdef) - Yerial (dim*{nodei-1)+idof)) * (Ytrial({dim*(nodef-1)+idef) - Ytrial(dim* (nodei-1)+idef)) + &
({-1.0d+00)**inode) * ({-1.0d+00)**jnode) * length**(-1.00d+00 / 2.0d+00) * deltaij

dE2dY1d¥2 = (-1.04+00 / length0) * dladyldya

Hess(conneci,connecj) = Hess(conneci,conneci) + area{ielem)*length0* (young({ielem)*dE4Y1*dEdY2 + Stress*dE2dY1dY2)

Implementacdo Matriz Hessiana do modelo Saint-Venant-Kirchhoff

Fint (conneci) = Fint({conneci) + area(ielem)*length0*PiclaStress*dEdYl

dEd¥2 = (({-1.0d+00)**jnode) * (Ytrial(dim*{nodef-1)+jdof) - Ytrial(dim*(nodei-1)+jdef)) / (length0 * lengthi)

dE2dY1dy2 = ((-1.0d+00)**inode)* ((-1.0d+00)**jnode) / (lengthd * lengthl)

Hess(conneci,connec]) + area(ielem)*length0* (young(ielem)*dEdY1*dEdYZ + PiclaStress*dE2dY1dY2)

enddo
enddo
enddo
enddo
enddo
do jnode = 1,2
do jdof = 1,dim
connec] = dim* {element(ielem, jnode)-1)+jdof
if (idof == idof) then
else
dE2d¥1dY2 = 0.0d4+00
endif
Hess (conneci,connec)) =
enddo
enddo
enddo
enddo
enddo
endif

end subroutine HessiankndInternalForce
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APENDICE E: POS-PROCESSAMENTO

subroutine AcadView

use Global Variables
implicit none

if {incr == 1 ) then

write(2l, '{a)') 'Pos processing AcadView'
write(2l, "{a)"') "'

write(2l,"(a) ") "Hnocdes HNelems Nlists'
write(21,'({lh#)")
write(2l,"'(31i6)")nnodes, nelems, nincr
write(2l, "{a)")""’

write(2l, '({a)"')'Coord¥X CoordY CoordZi DisplX DisplY DispliZ’
write (21, '"({lh#)")
do ii= 1l,nnodes
write(2l, ' (<dim>E15.7, <@-dim>E15.7)") (X(dim*(1i-1)+3j), jj = 1,dim), (0.0, kk = 1, {€-dim))
enddo
write({2l,"(a)")""’

write(2l,'{a)"') 'Element Type (1 - bar / 2 - triang / 3 - quad) aproxdegrees node 1 node 2 ... nnoden’
write (21, '"({lh#)")
do ii= l,nelems
write(2l,"'(2id,2i6)")1, 1, element(ii,l), element(ii,2)
enddo
write({2l, "(a)")""’

endif

'Deslocamento
do idim = 1,dim
write(2l,"'{a,i€)")'Displ. Dir.:", idim
write (21, ' {1h#) ")
write({2l,'{a,i2,a,i€)")"Displ. Dir - ", idim, ": ', incr
do ii = 1,nnodes
write(2l, " (<dim»E15.7,<3-dim>»E15.7,1E15.7) ") (Ytrial (dim* {ii-1}+3]) - X{dim* {ii-1)+3]),&
ijj = 1,dim), (0.0, kk = 1,3-dim), (Ytrial(dim*({ii-1)+idim) - E{dim* (ii-1)+idim})
enddo
enddo

!Forga
do idim = 1,dim
write (21, "'{a,i6€)") "Force. Dir.:", idim
write (21, ' {1h#)")
write (21, "'{a,i2,a,1i6)") "Force. Dir - ", idim, ": ', incr
do ii = 1,nnodes
write(2l, " {(<dim>»E15.7,<3-dim>E15.7,1E15.7) "} {Ytrial {(dim* {ii-1}+3]) - E{dim* {ii-1)+3]),&
jj = 1,dim), (0.0, kk = 1,3-dim), (Fint{dim*(ii-1)+idim))
enddo
enddo

endsubroutine AcadView
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