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F.B. SANTOS 

RESUMO 

Problemas que envolvam não linearidades geométricas estão cada vez mais presentes no dia a 

dia do engenheiro estrutural, sendo então fundamental encontrar e desenvolver recursos para 

soluções de equações não lineares. Diante disso, esse trabalho concentra-se no estudo de 

distribuição de esforços em treliças considerando nas análises não linearidades geométricas e o 

modelo hiperelástico. O método dos Elementos Finitos (MEF) com formulação baseada em 

posicões será empregada para a realização deste estudo. O método dos elementos finitos com 

formulação em posições utiliza as posições e os graus de liberdade do sistema no lugar dos 

deslocamentos, como é feito na formulação mais tradicional do MEF. Neste trabalho serão 

utilizados os modelos constitutivos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff. Este trabalho encontra-

se organizado da seguinte maneira: primeiramente será apresentada breve revisão bibliográfica 

sobre efeitos de não linearidades e trajetórias de equilíbrio. Na sequência será descrito o 

elemento finito posicional de treliça e sua implementação computacional, e por último, serão 

apresentados resultados e conclusões.  

Palavra-chave: Treliças Método dos Elementos Finitos Posicionais. Não linearidade 

geométrica. Trajetória de equilíbrio.  
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F.B. SANTOS 

CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

Ao longo da história houveram diversos desafios para a engenharia sendo um deles a 

necessidade de vencer grandes vãos. Nesse contexto, na Roma antiga, o engenheiro 

Apollodorus foi um dos primeiros a propor uma solução para esse problema a partir da adoção 

da treliça. Essa solução foi adotada na construção de uma ponte de múltiplos vãos sobre o rio 

Danúbio em 105 d.C, conforme a Figura 1.1. 

Figura 1.1 Ponte de Apollodorus sobre o Danúbio  

 

Fonte: Ponte de Apollodorus sobre o Danúbio. (GOMES, 2016) 

Contudo, o avanço da utilização do sistema estrutura de treliça ocorreu na Revolução Industrial 

(século XIX). Nesse período, a treliça foi desenvolvida com a finalidade de ter o melhor 

desempenho e com o menor uso de material possível. Logo, nesse momento, diversas 

configurações de treliças foram testadas, como as tradicionais treliças de Pratt, Howe e Flink 

(Figura 1.2).  Foi então com a difusão e a produção em grande escala do aço que as treliças se 

popularizaram como solução simples, prática e econômica. Além do aço é possível encontrar 

treliças compostas por outros materiais como alumínio e madeira. Atualmente, as treliças são 

amplamente utilizadas por engenheiros em projeto de coberturas, pontes, fachadas, mezaninos 

e torres de energia.  
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Figura 1.2 Treliças planas tipicamente aplicadas em coberturas (coluna à esquerda) e pontes e passarelas (coluna 

à direita) 

 

Fonte: Gomes (2016) 

Treliças são estruturas constituídas por barras retas unidas por nós flexíveis em suas 

extremidades e que apresentam apenas esforços uniaxiais de tração e compressão. Na própria 

definição de treliça consideram-se os nós como ideais, ou seja, não ocorre transmissão de 

esforços de flexão para as barras. Entretanto, percebe-se que, na prática, as treliças em sua 

maioria não são projetadas com rótulas ideias, o que limita possibilidade de giro e introduz 

esforços de flexão nas barras. Todavia, é necessário considerar que os esforços de flexão que 

aparecem nas barras são pequenos ou desprezíveis em grande parte dos casos práticos. Isso 

acontece devido ao ponto de aplicação dos carregamentos serem nos nós e em razão da baixa 

rigidez à flexão das barras que constituem a treliça. Como os esforços de flexão nas barras são 

pequenos ou desprezíveis se comparados aos esforços de tração e compressão, no 

dimensionamento das barras ainda podem ser considerados apenas os esforços axiais.  

Podemos classificar as treliças conforme sua disposição no espaço. A união de barras por nós 

contidos em um mesmo plano recebe a denominação de treliça plana (Figura 1.2), por outro 

lado, quando há barras também dispostas fora de um plano tem-se a treliça espacial representada 

pela Figura 1.3.  
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Figura 1.3 Estação King’s Cross, em Londres, com cobertura treliçada 

 

Fonte: Archtrends Portobello, sem ano 

Esse trabalho de conclusão de curso concentra-se no estudo de distribuição de esforços em 

treliças considerando nas análises não linearidades geométricas. Nesse contexto, será utilizado 

o método dos elementos finitos (MEF) posicionais para realização deste estudo. O MEF é uma 

ferramenta indispensável e amplamente utilizada nos dias atuais para a realização de análises 

estruturais A formulação em posições do MEF utiliza as posições e os graus de liberdade no 

lugar dos tradicionais deslocamentos. Neste trabalho serão utilizados os modelos constitutivos 

elástico e hiperelástico a partir das formulações de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff. Dessa 

forma, será utilizado o software Visual Studio em sua versão não comercial, para executar em 

linguagem Fortran um código computacional que permita estudar os efeitos não lineares 

geométricos de treliça. Cabe salientar que toda a formulação posicional utilizada neste trabalho  

encontra-se no livro de Coda (2018) 

1.1 OBJETIVOS  

1.1.1 Objetivos gerais 

O principal objetivo deste trabalho é a análise de treliças planas e espaciais considerando 

comportamento não linear geométrico e também o de modelo hiperelástico. 

1.1.2 Objetivos específicos   

• Aplicar método dos elementos finitos na análise de estruturas treliçadas. 
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• Explorar a formulação posicional do método dos elementos finitos. 

• Estudar efeitos de não linearidades geométrica na análise de treliças. 

• Implementação do elemento finito de treliça com formulação posicional em linguagem 

Fortran de modo a viabilizar a análise de treliças planas e espaciais. 

• Abordar a estratégia de implementação em elementos finitos considerando modelos 

hiperelásticos e a não linearidade geométrica. 

1.2 JUSTIFICATIVA  

O avanço da engenharia faz com que cada vez mais se desenvolvam projetos de estruturas mais 

altas e esbeltas. Diante disso, problemas que envolvam não linearidades geométricas estão cada 

vez mais presentes no dia a dia do engenheiro estrutural, sendo então fundamental encontrar e 

desenvolver recursos para soluções de equações não lineares. Dessa forma, as implementações 

de modelos matemáticos/constitutivos são fundamentais para conhecer esses fenômenos. 

Porém muitas vezes as soluções desses modelos envolvem formulações de difícil resolução 

analítica. A partir disso, uma alternativa é a solução numérica para o problema pela aplicação 

do Método dos Elementos Finitos, e com a utilização do Método de Newton-Raphson para 

resolução do sistema de equações de equilíbrio não lineares. Assim, ao considerar modelos que 

adotam não linearidade geométricas nas suas formulações é possível atingir resultados mais 

realistas do comportamento das estruturas. Além disso, a formulação posicional do MEF possui 

poucos trabalhos publicados comparado ao número de trabalhos já realizados utilizando o MEF 

baseado em deslocamentos. Portanto, o trabalho também contribui para aprimorar e ampliar as 

aplicações da formulação posicional. 

1.3       METODOLOGIA  

Para o desenvolvimento deste trabalho serão necessários seguir as três etapas detalhadas 

adiante. A primeira delas, é a realização de revisão bibliográfica dos temas que envolvem o 

trabalho, seguida da implementação do elemento finito de treliça com formulação posicional e, 

por último as etapas de validação do código, discussões e análise de resultados. 

Com relação à primeira etapa, que envolve a revisão bibliográfica, serão estudados aspectos de 

não linearidade geométrica das estruturas. O estudo da análise do material se volta ao modelo 
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matemático hiperelástico e elástico. Ainda na revisão será também abordado o tema de Método 

dos Elementos Finitos com formulação posicional. Como o sistema de equações que envolvem 

o equilíbrio de estruturas são não lineares, pretende-se igualmente apresentar procedimentos 

numéricos de resolução do sistema equações, mais especificamente o método de Newton 

Raphson que será utilizado neste trabalho. A elaboração do código computacional será feita no 

programa computacional Visual Studio utilizando a linguagem de programação Fortran. A 

estrutura do código baseia-se em três etapas, sendo elas: o pré-processamento, processamento 

e pós-processamento. O pré-processamento é feito em arquivo de texto e o pós-processamento 

no programa ACADVIEW, desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas de São 

Carlos – USP (https://set.eesc.usp.br). 

A validação, a discussão e a análise de resultados do código implementado serão feitas de duas 

maneiras. Em um primeiro momento, comparando os resultados do programa com outros 

trabalhos realizados que utilizaram solução numérica, ou seja, comparando duas soluções 

numéricas. Em segundo momento, serão utilizadas soluções analíticas apresentadas na 

literatura. 

1.4      ESTRUTURA DO TRABALHO  

Nesse capítulo introdutório apresenta-se de maneira geral um histórico das treliças como 

sistema estrutural e as motivações para se empreender esforços em um estudo para se analisar 

os efeitos não lineares físicos e geométricos na treliça. 

No Capítulo 2 apresenta-se breve revisão bibliográfica, explicando o que são não linearidades 

em estruturas e alguns trabalhos que já realizaram esses estudos.   

No Capítulo 3 será abordado o tema de Método dos Elementos Finitos com formulação 

posicional. Além disso é apresentado o método de Newton Raphson para a resolução de 

equações não lineares. 

No Capítulo 4 apresenta-se a validação do código através de análises de algumas estruturas 

cujos resultados podem ser encontrados na literatura. 

O Capítulo 5 as considerações finais do trabalho. 

Nos Apêndices estão presentes as rotinas implementadas para as formulações apresentadas ao 
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longo do Capitulo 3 e do Capitulo 4. 
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CAPÍTULO 2 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

O comportamento dos sólidos e das estruturas é estudado a partir de modelos matemáticos e 

pela solução dos problemas de natureza linear e não linear. A Mecânica do Contínuo admite a 

hipótese fundamental de continuidade do meio material e assim, estabelece premissas 

fundamentais de equilíbrio entre forças aplicadas e distribuições de tensões, compatibilidade 

entre deslocamentos e deformações e a relação constitutiva entre tensões e deformações. A 

partir das premissas citadas com acréscimo de condições de contorno em forças e 

deslocamentos constroem-se modelos matemáticos capazes de representar com maior ou menor 

similaridade o comportamento real da estrutura (PROENÇA, 2016). Dessa forma, a 

interpretação da natureza de modelos matemáticos pode ser realizada a partir da análise do 

gráfico de força-deslocamento. Nesse contexto, a representação por meio de uma reta dessa 

relação indica um comportamento linear do modelo, ou seja, existe uma relação de 

proporcionalidade direta entre força e deslocamento. Por outro lado, uma curva representa uma 

natureza não linear. A Figura 2.1 ilustra essa explicação a partir da relação entre carga e 

deslocamento do caminho de equilíbrio estático da estrutura. Os possíveis efeitos de não 

linearidades em estruturas podem ocorrer por consequência de três aspectos. Primeiro deles, 

devida à mudança da configuração geométrica da estrutura adotada para se estabelecer o 

equilíbrio da estrutura (o que é chamado de não linearidade geométrica), o segundo, por causa 

do comportamento do material (representando a não linearidade física) e o último, devida à 

mudança de condição de contorno da estrutura durante o processo de análise (chamada de não 

linearidade de contato) (CRISFIELD, 1991; BATHE, 2006b; COOK et al., 2001b; REDDY, 

2004b; BONET et al, 2000; BONET et al, 2008b). A seguir são discutidas as não linearidades 

geométricas, físicas e caminho de equilíbrio da estrutura. Destaca-se que a não linearidade por 

contato e física não serão abordadas nesse trabalho  
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Figura 2.1 Caminho de equilíbrio estático da estrutura 

 

Fonte: Lacerda (2014) 

2.1 ANÁLISE NÃO LINEAR GEOMÉTRICA 

Quando uma estrutura qualquer apresenta grandes deslocamentos, a adoção da configuração 

inicial ou atual (forma deslocada) pode influenciar na intensidade e até nos tipos de esforços 

internos em cada membro da estrutura. Por exemplo, a deflexão lateral de um pilar pode fazer 

com que apareçam momentos fletores adicionais de segunda ordem em virtude do deslocamento 

das forças axiais. A esse tipo de comportamento não linear é dado o nome de não linearidade 

geométrica. A partir disso, as deformações produzidas pelos momentos podem fazer com que 

a estrutura sofra mudanças na sua geometria. Logo, é necessário analisar, a cada mudança de 

geometria, a nova configuração do sistema para se determinar o equilíbrio da estrutura. A 

configuração inicial ou indeformada somente é a configuração de equilíbrio quando não há 

solicitação externa. Dessa forma estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e elevadas 

rotações tornam necessário o emprego de formulações que realizem a análise na configuração 

deformada da estrutura (NOGUEIRA, 2015). As não linearidades geométricas estão presentes 

em muitas estruturas, tais como arcos, molas, barras de treliça, placas e cascas finas 

(LACERDA, 2014).  Diversos estudos com não linearidades geométricas já foram realizados, 

dentre eles citam-se os trabalhos de Menin (2006), Silva (2019), Bonet et al (2000), Coda e 

Greco (2004), Greco e Venturi (2006), Greco e Vicente (2009), Lacerda (2014) e Nogueira 

(2015). Tais trabalhos evidenciam a importância da incorporação de efeitos não lineares 

geométricos na análise de estruturas.  
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2.2  ANÁLISE NÃO LINEAR FÍSICA  

Os modelos que são utilizados para representar o comportamento de um material são chamados 

de modelos constitutivos e a relação entre tensão e deformação de lei constitutiva do material 

(BATHE, 2006b; HOLZAPFEL,2004b; BONET et al,2000b; BONET et al, 2008b). No modelo 

elástico linear a lei constitutiva é representada pela lei de Hooke. Entretanto, existem materiais 

que o gráfico tensão-deformação não é linear, sendo então inadequado utilizar a lei de Hooke 

para representar essa relação, Figura 2.2. Nesse contexto, é necessário adotar modelos que 

incluam as não linearidades físicas para respostas além dos limites do regime elástico-linear. 

Diante disso, a natureza física do material tem um papel fundamental para se determinar o tipo 

de não linearidade (LACERDA, 2014). Assim, em materiais frágeis predominam processos de 

microfissuração ou dano; por outro lado, em materiais dúcteis ocorre a plastificação com 

deformações permanentes. Por exemplo, o concreto, o aço e o solo apresentam comportamento 

elastoplástico. Metais em alta temperatura, argila, borracha e polímeros apresentam a 

viscoelasticidade. Dessa forma, dependendo do material empregado e do incremento de carga, 

a resposta da estrutura pode apresentar deformações permanentes. Por fim, a não linearidade 

física caracteriza-se por apresentar uma relação tensão deformação não linear por depender do 

caminho ou do histórico de deformação do material. Trabalhos que englobam não linearidades 

físicas são importantes para o estudo, o desenvolvimento, e a otimização de materiais. Alguns 

estudos já realizados sobre não linearidades físicas podem ser encontrados em Menin (2006), 

Silva (2019), Lacerda (2014) e Nogueira (2015). 

Figura 2.2 Gráfico tensão-deformação não linear 

 

Fonte: Ruchert (sem ano) 
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2.3 HIPERELASTICIDADE  

Nesse trabalho serão estudados efeitos não lineares em treliças, por meio de leis constitutivas 

que reproduzem o comportamento de materiais hiperelásticos. Os modelos hiperelásticos são 

adequados para representação de materiais altamente deformáveis, tais como borrachas, 

espumas e tecidos biológicos. Dessa forma, sua formulação matemática utiliza-se modelos 

constitutivos complexos que dependem de diversos parâmetros. Em geral, estes são 

determinados utilizando resultados experimentais. Nesse contexto, através de modelos teóricos 

é procurado reproduzir da melhor forma possível os resultados experimentais. No estudo 

presente nesse trabalho a veracidade dos resultados foi confirmada por meio da comparação 

dos resultados teóricos numéricos com os teóricos analíticos das treliças. Tendo em vista a 

grande quantidade de modelos constitutivos existente na literatura, a tarefa de selecionar um 

modelo de bom desempenho não é simples. Neste trabalho, é utilizado a lei de Saint-Venant-

Kircchoff, cuja formulação matemática está presente no Capítulo 3. A escolha desta lei 

constitutiva está relacionada a sua simplicidade em comparação a outras leis hiperelástica, e 

por encontrar-se desenvolvida de forma sólida na literatura, como observado nos trabalhos de 

Pascon (2008) e Coda (2018).   

2.4 CAMINHO DE EQUILÍBRIO 

A Figura 2.3 ilustra a relação não linear para o gráfico carga x deslocamento. A curva recebe o 

nome de caminho ou trajetória de equilíbrio, pois cada ponto da curva pertence a uma 

configuração de equilíbrio estático da estrutura. A análise dessa trajetória é fundamental para 

se compreender o comportamento não linear do sistema (LARCERDA, 2014). A partir disso é 

interessante conceituar alguns pontos de interesse presentes nessa curva. O primeiro deles é o 

ponto limite (L), no caminho de equilíbrio, é um ponto extremo onde a tangente é horizontal. 

O segundo é o ponto de bifurcação (B), onde dois ou mais caminhos de equilíbrio se cruzam. 

Outro ponto relevante é o ponto de viragem (V), cuja tangente é vertical e o ponto (F) que é o 

ponto que termina o caminho de equilíbrio, isto é onde ocorre a falha da estrutura.  
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Figura 2.3 Pontos especiais no caminho de equilíbrio 

 

Fonte: Lacerda (2014) 

Na Figura 2.3 (a) observa-se um fenômeno chamado snap-through (ponto crítico com relação 

a carga), onde ocorre um salto de deslocamento. A partir do momento que o caminho atinge o 

primeiro ponto limite (L), a tangente de rigidez torna-se negativa. A tangente de rigidez é a 

relação entre carga ou força e deslocamento ou deflexão. Quando essa relação é negativa a 

estrutura é considerada instável. Na Figura 2.3 (b) ocorre o fenômeno snap-back (ponto crítico 

relacionado ao deslocamento), onde ocorre um salto de força. Esse fenômeno é uma forma 

amplificada do snap-through e possui uma maior importância computacional do que física, 

porque pode afetar o desempenho de alguns métodos numéricos em treliças e em cascas finas. 

Assim, tanto o snap-through e o snap-back estão associados à instabilidade da estrutura. Por 

fim, na Figura 2.3 (c) ocorre um cruzamento de caminhos de equilíbrio (bifurcação). O 

aparecimento de um ponto de bifurcação na trajetória de equilíbrio possibilita que duas 

configurações sejam possíveis: uma indeformada instável e outra deformada estável. A 

ordenada do caminho de equilíbrio do ponto de bifurcação equivale à carga de flambagem da 

estrutura. 
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F.B. SANTOS 

CAPÍTULO 3 

FORMULAÇÃO DO ELEMENTO FINITO POSICIONAL DE 

TRELIÇA 

Este capítulo apresenta a formulação estática não linear geométrica de treliças planas e 

tridimensionais via método dos elementos finitos com formulação posicional. Para isso a 

cinemática do elemento de treliça é apresentada primeiramente. Em seguida, descrevem as 

relações constitutivas de Saint-Venant-Kircchoff e de Hooke. Por último, o sistema de equações 

de equilíbrio não linear é obtido, que é resolvido com uso do método de Newton Raphson. As 

formulações descritas neste trabalho encontram-se no livro de Coda (2018).  

3.1    CINEMÁTICA  

O elemento finito de treliça considerado é o elemento de barra, pois esses são os subdomínios 

da estrutura. A Figura 3.1 representa a mudança de configuração para um elemento finito. 

Figura 3.1 – Elemento finito de treliça plana e sua mudança de configuração 

 

Fonte: Coda, 2018 

Na Figura 3.1 os eixos representam tanto as coordenadas iniciais iX 
 como as coordenadas 

atuais iY
, onde α e   representam os nós globais, e i a direção, indo de 1 a 2 para um problema 

2D e  de 1 a 3 para um problema 3D. Por fim f  representa a função mudança de configuração 

entre o estado da barra inicial e o atual. O número de graus de liberdade pode ser calculado pela 

relação n = 2 nnos (caso 2D) e n = 3 nnos (caso 3D), onde nnos é o número de nós. A
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representação dos graus de liberdade da estrutura pode ser realizada por um vetor JY , adotando 

a equação (3.1) para determinar o número de graus de liberdade j correspondente ao nó. 

( 1)j d i= − +   (3.1) 

Na equação (3.1) d é a dimensão do problema.  

Outro ponto importante a ser abordado é a necessidade da criação de uma matriz de incidência 

que irá relacionar os nós que compõem o elemento da numeração local para uma numeração 

global. Assim, um elemento j  sempre deve possuir um nó local com valor 1 e 2 que 

correspondente a uma numeração global α e β. A matriz de incidência pode ser identificada 

pelas equações (3.2) e (3.3). 

( ,1)inc j =                                                                                                                                    (3.2) 

( ,2)inc j =           (3.3) 

3.2    MEDIDAS DE DEFORMAÇÃO 

Para descrever as deformações uniaxiais é interessante se imaginar um trecho infinitesimal de 

barra elástica submetida a uma força uniaxial crescente como apresentado na Figura 3.2 

Figura 3.2 – Barra deformada após aplicação de força axial 

 

Fonte: Coda (2018)  

A partir disso, define-se as deformações de Engenharia (deformação de Hooke) e de Green 

como: 
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2 2

0 0

2

0 0

1

2

l l l l

l l


 − −
= =  

 
 

 (3.4) 

Onde:   é a deformação de engenharia;  é a deformação de Green; l  é o comprimento na 

configuração atual das barras; e l0 o comprimento inicial.  

Pode-se observar que os denominadores da equação (3.4) envolvem o comprimento inicial. 

Logo, as deformações de engenharia e de Green utilizam um referencial Lagrangeano Total. 

Por outro lado, modelos que tenham como denominador o comprimento atual recebe a 

denominação de referencial Euleriano. Além da formulação da equação (3.4), as deformações 

podem ser escritas em função das posições ( ,X Y ), já que os comprimentos podem ser obtidos 

conforme as equações (3.5) e (3.6).  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 1 2 1 2 1

0 1 1 2 2 3 3l X X X X X X= − + − + −   (3.5) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 3 3l Y Y Y Y Y Y= − + − + −   (3.6) 

3.3    RELAÇÕES CONSTITUTIVAS 

As energias de deformação são descritas em função das deformações de Hooke e de Green e o 

módulo de elasticidade longitudinal, conforme equações a seguir: 

2( )
2

e

E
u  =   (3.7) 

2( )
2

SVK

e

E
u =   (3.8) 

Onde: eu  é a energia de deformação de Engenharia; SVK

eu  é a energia de deformação de Saint-

Venant-Kirchhoff; E é o módulo de elasticidade longitudinal;  e   são deformações de Green 

e de Hooke, respectivamente e escritas conforme equação (3.4). 

 Os modelos constitutivos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff são considerados integrais, ou 

seja, a partir da energia de deformação é possível obter a sua tensão conjugada (CODA,2018). 

Essa relação é apresentada nas equações (3.9) e (3.10)  
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edu
E

d
 


= =  

   (3.9) 

svk

edu
S E

d
= =  

 (3.10) 

Onde:  é a Tensão de Cauchy; e S é tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.  

Logo, é possível perceber que a lei constitutiva relaciona de forma linear a deformação e a sua 

tensão conjugada, enquanto que a relação força-deslocamento são não lineares.  

Diante do exposto, devem ser informados ao código computacional: o número de nós; o número 

de elementos; as coordenadas inicias dos nós; a incidência dos elementos; as áreas das seções 

transversais; e a constante elástica do material de cada elemento. O programa de leitura do 

arquivo de entrada está apresentado no Apêndice A deste trabalho. 

A implementação dos modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff em forma computacional 

está presente no Apêndice B.  

3.4    EQUAÇÃO DE EQUILÍBRIO  

O equilíbrio da estrutura pode ser obtido a partir da variação da energia mecânica do sistema, 

que por sua vez é apresentada na equação 3.11. 

1

( )
nel

j

e i i e k

j

U F Y U Y  

=

 = + = − +  
 (3.11) 

Onde:  é a energia causada pelas forças externas na estrutura; e Ue  é a energia total de 

deformação interna 

A partir do Princípio da Estacionaridade da Energia Potencial Total a expressão (3.11) pode ser 

desenvolvida e escrita conforme a equação (3.12) para um problema qualquer com i variando 

de 1 até n graus de liberdade. 

0e
i

i i i

U

Y Y Y

 
= + =

  

int 0ext

i i iF F + =  
 (3.12) 
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A primeira parcela do sistema de equações (3.12) representa o vetor de forças externas ( ext

iF ) e 

a segunda parcela o vetor de forças internas ( int

iF ). 

3.4.1 Forças externas dos modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff 

A parcela referente às forças externas para os modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff não 

diferem e podem ser escritas conforme a equação (3.13): 

( )k k k
K i

i i i

F Y Y
F F

Y Y Y

 − 
= = − = −

  
 

 (3.13) 

De forma que a derivada de forças aplicas em relação ao grau de liberdade i  é a negativo das 

forças externa aplicada ao grau de liberdade.  

3.4.2 Forças internas da estrutura  

A Figura 3.3 ilustra como é feita a montagem do vetor de forças internas para toda a estrutura. 

Onde as forças internas são calculadas como a derivada de energia de deformação do elemento 

j em relação aos graus de liberdade locais que, ao serem somados, são acumulados nos graus 

de liberdade globais correspondentes. O procedimento de acúmulo dos graus de liberdade locais 

nos graus de liberdade globais correspondentes, é realizada pela matriz de incidência nodal nas 

equações (3.2) e (3.3). A relação entre os nós e direções com os graus de liberdade é apresentada 

na equação (3.1). 

Figura 3.3 – Representação gráfica 2D das forças internas em um elemento 

 

Fonte: Coda (2018) 
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3.4.3 Forças internas do modelo de Saint-Venant-Kirchhoff 

Com relação às forças internas, elas podem ser expressas para o modelo constitutivo de Saint-

Venant-Kirchhoff, utilizando as equações (3.10); (3.14); (3.15); (3.16) e (3.17): 

int ( ) ( )

0 0 0 0

( )
( )

j j
j j j j je e

k

k k k

U u
F A l A l S

Y Y Y



  

   
= = =
   

 
 (3.14) 

Onde: A energia de deformação interna total j

eU  é a integral no volume da energia especifica, 

de forma que surgem as equações e o comprimento inicial da equação, o termo 
( )j

eu
S


=


 

corresponde a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como mostrado na equação (3.10), 

0A  é a área da seção da barra e 0l  o comprimento inicial, o termo 
kY 




 pode ser desenvolvido 

conforme as equações (3.15), (3.16) e (3.17). 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 1 2 12
1 1 2 2 3 3

2 2

0 0

1 1
1 1

2 2

Y Y Y Y Y Yl

l l

 − + − + −   = − = − 
  
 

 

 
(3.15) 

As deformações  e os comprimentos atuais l são descritos nas equações (3.4) e (3.6). 

Portanto, derivando em relação as posições atuais tem-se: 

2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 1 1

1 2 1 2 2 2

1 0 2 0 1 0

2 1 2 12 1

3 3 3 32 2

2 2 1 2 2 2

2 0 3 0 3 0

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( )( )
, ,

Y Y Y Y Y Y

Y l Y l Y l

Y Y Y YY Y

Y l Y l Y l

− − −  
= − = − = +

  

− −−  
= + = − = +

  

 

 
(3.16) 

A expressão (3.16) pode ser reescrita em forma indicial como:  

2 1

2

0

( 1)
( )k k

k

Y Y
Y l





 −
= −


 

 
(3.17) 

Com   = 1,2 e k = 1,2,3 para problemas 3D ou k = 1,2 para problemas 2D  

Por fim, a partir das equações (3.14) e (3.17) pode se descrever as forças internas do modelo de 

Saint-Venant-Kirchhoff como: 
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(int) 2 1

0

( 1)
( ) ( )e

j

j j

k k k

k o

U
F A S Y Y

Y l






 −
= = −


 
 (3.18) 

3.4.4 Forças internas do modelo de Hooke 

Para o modelo de Hooke as forças internas podem ser descritas a partir das equações (3.9); 

(3.14); (3.19); (3.20) e (3.21); (3.22); (3.23): 

int ( ) ( )

0 0 0 0

( )
( )

j j
j j j j je e

k

k k k

U u
F A l A l

Y Y Y



  

  




   
= = =
   

 
 (3.19) 

Onde: 
( )j

eu 






 é a tensão de Cauchy da equação (3.9). 

 O termo 
kY 




 pode ser descrito aplicando a regra da cadeia conforme a equação (3.20). 

0

1

k k k

l l

Y l Y l Y  

    
= =

   
 

 (3.20) 

A deformação de engenharia foi descrita na equação (3.4). O termo 
k

l

Y 




 pode é explicitado na 

equação (3.21), sendo o comprimento atual em função das posições conhecido a partir da 

equação (3.6).  

( ) ( ) ( )
1/2

2 2 2
2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 3 3

k k

l
Y Y Y Y Y Y

Y Y 

   = − + − + −
   

 
 (3.21) 

Desta forma, realizando a derivada da expressão (3.21) tem-se: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1/2
2 2

2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 1 11

1

1/2
2 2

2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 2 21

2

1/2
2 2

2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 1 12

1

1/2
2 2

2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 2 22

2

l
Y Y Y Y Y Y

Y

l
Y Y Y Y Y Y

Y

l
Y Y Y Y Y Y

Y

l
Y Y Y Y Y Y

Y

−

−

−

−

  = − − + − −
  

  = − − + − −
  

  = + − + − −
  

  = + − + − −
  

 

 (3.22) 

Que pode ser escrita indicialmente como:  

( ) ( ) ( )
1/2

2 2
2 1 2 1 2 1

1 1 2 2( 1) k k

k

l
Y Y Y Y Y Y

Y





−  = − − + − −
  

 
 (3.23) 

A partir das equações (3.19), (3.20) e (3.23), é possível descrever as forças internas do modelo 

constitutivo de Hooke como: 

( ) ( ) ( )
1/2

2 2
int 2 1 2 1 2 1

0 0 1 1 2 2

0

1
( ) ( 1)j j j

k k kF A l Y Y Y Y Y Y
l

 
−

 = − − + − −
  

 
 (3.24) 

3.4.5 Relação entre tensões de Cauchy e Piola-Kirchhoff 

As equações (3.18) e (3.24) expressam a força interna do elemento, considerando as medidas 

de deformação de Green e linear de engenharia, respectivamente. A partir dessas equações, é 

possível estabelecer uma relação entre as tensões de Cauchy e as tensões de Piola-Kirchhoff de 

segunda espécie. Para isso as equações (3.18) e (3.24) podem ser reescritas considerando um 

elemento finito de barra horizontal com comprimento l, conforme mostrado a seguir: 

( )

( )

2 1

0 0 0

2 1

0 0 0

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

H

i k k

S

i k k

F A Y Y A l A
l l

F A S Y Y A S l A S
l l

 

 

  
− −

= − = =

− −
= − = =

 

 (3.25) 

Onde: 
H

iF  e 
S

iF  são as forças internas obtidas a partir das medidas de deformações de Hooke 

e de Saint-Venant-Kirchhoff e o termo ( )2 1

k kY Y−  é o próprio comprimento da barra.  

A partir da equação 3.25, as tensões de Cauchy e de Piola-Kirchhoff podem ser escritas como:  
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0

0

0

i

i

F

A

F l
S

A l

 =

=

 

 (3.26) 

Portanto, combinando as equações apresentadas em (3.26) é possível relacionar as tensões de 

Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie como: 

0

0

l
S

l

l
S

l





=

=

 

 (3.27) 

 Essa relação mostra que as tensões de Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie podem 

ser relacionadas matematicamente. A equação (3.27) é útil na implementação computacional 

de um código para leitura das tensões de Cauchy e de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, 

permitindo que se obtenha uma tensão a partir da outra, havendo ganho de eficiência na não 

necessidade de se programar duas vezes as tensões.  

3.4.6 Não linearidade das equações de equilíbrio 

A partir da correspondência entre nó-direção apresentada na equação (3.1), as forças internas 

globais relacionam-se com as forças internas locais segundo as equações (3.18) e (3.24). Dessa 

forma utilizando as forças internas e as expressões (3.11), (3.12) e (3.13) tem-se n equações 

não lineares de equilíbrio:         

int ( ) 0ext

k k kF Y F − =   (3.28) 

A equação (3.25) representa um sistema de equação cuja incógnita é o vetor de graus de 

liberdade da estrutura Y , de forma que as forças internas são funções não lineares. Logo, para 

a solução adotada no item seguinte será utilizado um processo iterativo para o cálculo das forças 

internas no qual as equações de equilíbrio só serão satisfeitas quando o vetor posição tentativa 

coincidir com a posição exata da estrutura. A implementação computacional está descrita no 

Apêndice B.  
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3.4.7 Método de Newton-Raphson  

A equação (3.28) é um conjunto de equações não lineares, por isso que o resultado gera um 

resíduo g, ou também chamado de vetor de desbalanceamento mecânico como mostra a equação 

(3.29). Uma forma de resolver o sistema de equações (3.29) é utilizando o método de Newton 

Raphson, que resolve o sistema através de em um procedimento incremental e iterativo: 

int 0j j j jg F F= − =   (3.29) 

De forma que  
int

jF  é o vetor força interna calculado nas equações (3.18) e (3.24), e jF  o valor 

das forças externas obtido a partir da equação (3.13). Diante disso, as incógnitas do problema 

são as posições nodais e a primeira tentativa é realizada para uma posição inicial  
0

Y , o que 

retorna um valor não nulo. Assim, o vetor 
0

( )jg Y  se torna o vetor de desbalanceamento 

mecânico do método de Newton-Raphson. Expandindo a equação (3.29) na vizinhança da 

posição tentativa 
0

Y  em série de Taylor e desprezando os termos de ordem superior conforme 

a equação (3.30) o vetor de desbalanceamento pode ser reescrito como na equação (3.30) b:  

0 0

2

11
2

0

( ) ( )

0

( )

j

j

j

j

k

K j

j e
K

k k j

g
g Y g Y

Y

Y O

g U
Y g Y

Y Y Y

−−


= +



 + =

   
 = = −         

 

   (3.30) a 

0 01

0 0

( ) ( ) ( )
jj kj

k k k

g Y H g Y

Y Y Y

−= −

= +

 
   (3.30) b 

Onde: kjH  é a matriz Hessiana, ou rigidez tangente apresentada no item 3.4, e 
k

Y é a correção 

da posição.  

Neste contexto, novos valores de posições tentativas são obtidos com incrementos de carga até 

que jg  e kY  sejam os menores possíveis. No código computacional é fornecida uma 

tolerância no pré-processamento para que o programa deixe de realizar incrementos de carga 

quando /k kY X tolerância  . Caso essa relação seja verdadeira encontrou-se a posição de 



Análise Não linear Geométrica de Treliça  35 

F.B. SANTOS                                                                                                                                              Capítulo 3 

equilíbrio pra este nível de carga, enquanto não seja verdadeira o programa irá realizar novos 

incrementos. Para realizar o processo iterativo descrito pela expressão 3.27 foi utilizado o 

pacote MA27 em linguagem FORTRAN77, proposto por DUFF; REID (1983), código que é 

disponibilizado na Harwell Subroutines Library, HSL (2011). O método consiste em utilizar o 

método direto de eliminação de Gauss multifrontal para sistemas simétricos indefinidos. A 

utilização desse método é vantajosa para ganho de velocidade na solução do sistema de 

equações. A implementação do método de Newton-Raphson está presente no Apêndice C. 

3.5     CÁLCULO DA MATRIZ HESSIANA  

A matriz Hessiana introduzida na equação (3.30) é sempre simétrica pelo teorema de 

Schawartz. O desenvolvimento pode ser feito tanto para os nós quanto para os graus de 

liberdade.  A expressão da matriz Hessiana para um elemento j  é identificada na equação 

(3.31). A implementação computacional da Matriz Hessiana do modelo de Hooke e Saint-

Venant-Kirchhoff está demonstrada no Apêndice D. 

( )
j

e
ik

i k

U
H

Y Y



 

 
=  
  

 
 (3.31) 

3.5.1 Matriz Hessiana do Modelo de Saint-Venant-Kirchhoff 

O desenvolvimento das derivadas da equação (3.31) envolve regras de derivadas parciais, regra 

da cadeia e produto. Estes processos podem ser consultados detalhadamente em Coda (2018). 

Utilizando as expressões energia de deformação (3.8), a tensão de Piola-Kirchhoff(3.9), 

deformações de Green (3.4) a matriz Hessiana pode ser reescrita como:  

2
( ) ( )

0 0( ) j j j

ik

i k i k

H A l E S
Y Y Y Y



   

   
= + 

    
 

 (3.32) 

A derivada da deformação em relação à posição 
i kY Y 

 

 
 foi desenvolvida na expressão (3.17) 

agora com índice trocado. A segunda derivada das deformações 
2

i kY Y 



 
 é igual à derivada da 

equação (3.17). A formulação completa para matriz Hessiana de um elemento finito é descrita  
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através da equação (3.33) 

( ) 2 1 2 1
( ) ( ) 0

0 0

( ) ( )
( ) ( 1) ( 1)

j
j i i k k

ik ik

o

A Y Y Y Y
H E S

l l l

   
 − −

= − − + 
 

 
 (3.33) 

Onde: i e k são as direções do problema (2D ou 3D) e ik é o Delta de Kronecker, que vale 0 

para índices diferentes e 1 para índices iguais.  

Realizando as correspondências entre nó local e global é possível relacionar as matrizes 

Hessianas globais e locais através da expressão (3.34). 

( )

.( ( , ) 1)

.( ( , ) 1)

global global

oz oz ikH H H

o d inc j i

z d inc j k







= +

= − +

= − +

 

 (3.34) 

3.5.2 Matriz Hessiana do Modelo de Hooke 

A matriz Hessiana do Modelo de Hooke pode ser descrita a partir da equação (3.31) como: 

0 0 0 0( )
j

e e e
ik

i k i k i k

U u u
H l A l A

Y Y Y Y Y Y



     





          
= = =     
           

 
 (3.35) 

A derivada da energia específica em relação a deformação é conhecida pela equação (3.9) como 

a tensão de Cauchy, logo a equação (3.35) é rescrita como: 

2

0 0 0 0( )ik

i k i k i k

H l A l A
Y Y Y Y Y Y



     

    
 



        
= = +   

         
 

 (3.36) 

A derivada da tensão de Cauchy e da deformação de engenharia com relação as posições são 

conhecidas pelas equações (3.9) e (3.20), respectivamente. O desenvolvimento, do terceiro 

termo, que corresponde à derivada segunda da deformação linear, é mostrado entre as equações 

(3.37) e (3.43): 

2

i k i i

l

Y Y Y l Y   

     
=  

     
 

 (3.37) 
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A derivada da deformação de engenharia com relação ao comprimento atual é conhecida pela 

equação (3.20). Logo: 

2 2

0 0 0 0

1 1 1 1

i i i i i i i i

l l l l

Y l Y Y l Y l Y Y l Y Y       

        
= + =   

          
 

 (3.38) 

Assim, resolvendo a última parcela da equação (3.38) tem-se: 

2

i i i i

l l

Y Y Y Y   

   
=  

    
 

 (3.39) 

O termo entre parênteses foi desenvolvido na equação (3.23). Dessa forma: 

( ) 
2

1 2 1( 1) i i

i i i

l
l Y Y

Y Y Y



  

− 
= − −

  
 

 (3.40) 

As representações das posições da equação (3.40) podem ser substituídas pelo comprimento 

atual, segundo a equação (3.6). Diante disso: 

( ) ( )
2 1

2 1 1 2 1( 1) ( 1)i i i i

i i i i

l l
Y Y l Y Y

Y Y Y Y

 

   

−
−  

= − − + − −
   

 
 (3.41) 

Realizando as derivadas e simplificações, a equação (3.41) é reescrita como: 

( )( )
2

2 2 1 2 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)i i k k ik

i i

l
l Y Y Y Y l

Y Y

   

 
− −

= − − − − + − −
 

 
 (3.42) 

A matriz hessiana do modelo de Hooke pode então ser escrita como a composição das equações 

(3.36), (3.38) e (3.42): 

( ) ( ) ( )

( )( )

2 21/2
2 2

2 1 2 1 2 1

0 0 1 1 2 22

0 0

2
2 2 1 2 1 1

1 1
( ) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

ik k k

i i

i i k k ik

i i

l
H l A E Y Y Y Y Y Y

l l Y Y

l
l Y Y Y Y l

Y Y

 

 

   

 





−

− −

    = − − + − − +         


= − − − − + − −

 

 

 (3.43) 

A relação entre matriz hessiana local e global é descrita na equação (3.34). 
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3.6     ALGORITMO DO MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON 

O algoritmo descrito a seguir exemplifica como está organizado a rotina do Método de Newton-

Raphson para o cálculo do sistema de equações não lineares. Nesse algoritmo é enumerado as 

etapas de solução na implementação computacional a partir dos equacionamentos apresentados 

nos itens anteriores. No processo é realizado as operações para determinação dos incrementos, 

posições tentativas e cálculo da força externa, força interna, Matriz Hessiana, e por fim, a 

correção das tentativas. O processo interativo envolveu a utilização do pacote MA27 proposto 

por DUFF e REID (1983) disponibilizado pela Harwell Subroutines Library.    

Sub-rotina NEWTON_RAPHSON 

Incrementos de posição ou força externa 

1) Atualização dos vetores posição tentativa Y e carga externa Fext 

2) Início do processo de iteração 

2.1) Cálculo da força interna: 

Forças internas do modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff na equação 

(3.18)  

Forças internas do modelo constitutivo de Hooke na equação (3.24)  

2.2) Cálculo da Matrix Hessiana  

Matriz Hessiana do modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff na equação 

(3.33) 

Matriz Hessiana do modelo constitutivo de Hooke na equação (3.43) 

2.3) Resolve o sistema de equações de equilíbrio na equação (3.29) 

2.4) Corrige as posições tentativa na equação (3.30) 

2.4) Calcula resíduo e verifica o critério de convergência /k kY X tolerância   

2.5) Caso não ocorra convergência, retornando uma resposta de erro, é realizado 

um novo estudo para melhoraria do arquivo entrada de dados a partir do número de 
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incrementos ou tolerância. Na sequência o processo retorna para o item 1 do algoritmo. 

3) Fim da iteração 

Fim dos incrementos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

F.B. SANTOS 

CAPÍTULO 4  

RESULTADOS E DISCUSSÕES  

Nesse capítulo serão apresentadas 4 treliças que foram utilizadas para validar o código 

implementado. Além disso, fora feitas análises considerando as leis constitutivas de Hooke, 

Saint-Venant-Kirchhoff e plotado às trajetórias de equilíbrio das estruturas.  

4.1.1   Treliça de Von Misses  

A validação do programa foi realizada através da treliça de Von Misses, Figura 4.1, comparando 

as trajetórias de equilíbrio do método numérico com a solução analítica apresentada no item 

4.1.2 a seguir. Por meio de um arquivo de texto foi fornecido ao programa a entrada de dados 

que informa a geometria, propriedades e discretização da Treliça. Com base nas formulações 

apresentadas no Capítulo 3 foram utilizadas no estudo duas leis constitutivas, a lei de Hooke e 

Saint-Venant-Kirchhoff. A análise dos resultados foi realizada no ACADVIEW, cujo arquivo 

de leitura foi exportado do código presente no Apêndice E. O estudo considerou em um 

primeiro momento controle de força e depois controle de deslocamento do nó 2 da estrutura na 

Figura 4.1. 

Figura 4.1 – Esquematização treliça de Von Misses  

 

4.1.2 Solução Analítica  

A solução analítica da Treliça de Von Misses descrita neste item encontra-se baseada no 

desenvolvimento apresentado em Coda, 2018. Para fins de cálculos as barras de treliça são 

consideradas fixas nos seus apoios, elas não sofrem flexão durante o carregamento e a força do 
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sistema é conservativa. As configurações inicial e deslocada da treliça são mostradas na Figura 

4.2. 

Figura 4.2 – Treliça de Von Misses  

 

Fonte: Greco, 2018 

As deformações de Engenharia e de Green foram apresentadas na equação (3.4) e podem ser 

descritas em função do ângulo   conforme a equação (4.1). O ângulo 0  representa a inclinação 

inicial das barras e   a inclinação após o deslocamento. 

( )

( )
00

0

0 0

cos
1 1 cos( )sec( ) 1

cos

l l l

l l


  



−
= = − = − = −  (4.1a)  

( )

( )

22 2 2
0 2 20

022 2

0 0

cos1 1 1 1
1 1 (cos( ) sec( ) 1)

2 2 2 2cos

l l l

l l


 



    −
= = − = − = −           

 (4.1b)  

Reescrevendo as energias de deformação, equação (3.7) e equação (3.8), em função da 

deformação desenvolvida na equação (4.1) temos: 

2

0 0(cos( )sec( ) 1)eU EAl  = −   (4.2a) 

( )
2

2 2

0 0

1
cos( ) sec( ) 1

2
eU EAl  

 
= − 

 
 

 (4.2b) 

Diante disso, a energia potencial mecânica total, apresentada na equação (3.11), é descrita para 

os modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff como:  
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2

0 0(cos( )sec( ) 1) ( ( ))EAl F btg   = − − −   (4.3a) 

( )
2

2 2

0 0

1
cos( ) sec( ) 1 ( ( ))

2
EAl F btg  

 
 = − − − 

 
 

 (4.3b) 

 O equilíbrio da estrutura é obtido a partir da minimização da Energia Potencial Total da 

equação (4.3), em função do ângulo θ. Após a obtenção da equação de equilíbrio é possível 

escrever a força F como:  

( )

( )
0cos

2 1 ( )
cos

F EA sen





 
= − 

 

 
      (4.4a)  

( )

( )

2

0

02

cos
1 ( )cos( )

cos
F EA tg


 



 
= − 

  

 
      (4.4b)  

4.1.3   Solução Numérica  

É possível a partir da solução analítica desenvolvida no item 4.1.2 verificar uma 

correspondência dos resultados numéricos e analíticos o que permite validar a implementação 

do código de treliça. A geometria da treliça segue a orientação da Figura 4.2 que possui 

2500b mm= , o Módulo de Young igual a 2500 /kN mm  e área de seção das barras igual a 

2100A mm= . Os resultados foram obtidos realizando controle de força aplicando 2,33N  em 30 

incrementos, totalizando 70N . Outra simulação foi feita considerando controle de 

deslocamento com 2mm−  em 30 incrementos, resultando em 60mm−  . Nos estudos foram 

considerados dois abatimentos para a treliça com valores de 0  25H mm= , 0  1500H mm=  e 

uma tolerância em posição de 810− . O arquivo de entrada de dados é apresentado na Figura 4.3 

e Figura 4.4. 
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Figura 4.3 – Arquivo de entrada de dados com H=25mm. 

 

 

A Figura 4.3 apresenta o arquivo entrada de dados para a treliça de Von Misses onde é 

informado o número de nós (nnodes), coordenadas (Coordx e Coordy), número de elementos 

(e incidência), propriedades das barras (young), carregamentos (Loading), condições de 

contorno (Boundary Conditions) e parâmetros para o Método de Newton-Raphson, que são 

número de incrementos, tolerância e aplicação de força (Loading = 1) ou deslocamento 

(Loading = 2). É importante notar que para adotar a Deformação de Engenharia a condição 

(strain_measure = 1) dever ser fornecida e para Deformação de Green (strain_measure = 2). 

Essa informação irá determinar qual Modelo será utilizado pelo código, Hooke ou Saint-

Venant-Kirchhoff. 
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A Figura 4.4 mostra o arquivo de entrada para a treliça considerando abatimento de ( 0H ) igual 

a1500 mm . 

Figura 4.4 - Arquivo de entrada de dados com H=1500mm. 

 

 

4.1.4   Trajetória de equilíbrio a partir da solução numérica e analítica  

A Figura 4.5 a seguir mostra as trajetórias de equilíbrio para a treliça de Von Mises obtidas com 

a formulação analítica expressa pela equação (4.4) e pelo método dos elementos finitos 

posicionais.  



Análise Não linear Geométrica de Treliça  46 

F.B. SANTOS                                                                                                                                              Capítulo 4 
 

Figura 4.5 – Trajetória de equilíbrio nó 2 H= 25mm 

 

A partir das trajetórias de equilíbrio da Figura 4.5 é observado uma correspondência entre os 

resultados da solução numérica e analítica, portanto pode-se afirmar que a implementação do 

elemento de treliça posicional está correta. Além disso, é verificado que o caminho de equilíbrio 

para o controle de força e para controle de deslocamento se diferem no intervalo entre 10mm e 

55mm, aproximadamente. Isso ocorre devido a um salto de força neste trecho que se caracteriza 

como snap-through.  O controle de deslocamento, por outro lado, permite analisar com maior 

precisão os deslocamentos entre 10 mm e 55 mm e identificar pontos de interesse. Esses pontos 

foram apresentados no Capítulo 2 desse trabalho. Diante disso, considerando o controle de 

deslocamento pode-se observar dois pontos limites que representam a mudança da rigidez do 

material em 10 mm e 40 mm. Nesse trecho é possível identificar um caminho de instabilidade, 

pois a matriz tangente é negativa. Por último, ainda de acordo com a figura 4.5, cabe destacar 

que as trajetórias de equilíbrio obtidas com os modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke 

para um abatimento de 25H mm=  são similares. Essa similaridade indica que a estrutura 

apresenta pequenas deformações, uma vez que neste contexto as deformações lineares e de 

Green se confundem. 

A Figura 4.6 mostra os resultados das trajetórias de equilíbrio considerando abatimento de 

1500 mm. 
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Figura 4.6 – Trajetória de equilíbrio nó 2 H=1500mm 

 

 (a) deslocamentos até 7000mm 

 

(b) deslocamento até 3500mm. 

 

Conforme apresentado na Figura 4.6 é possível observar que as trajetórias obtidas pelos 

modelos de Hooke e Saint-Venant-Kirchhoff apresentam o mesmo formato, porém são 

ligeiramente diferentes. Na Figura 4.5 as deformações são menores, logo, os resultados 

apresentados pela Deformação de Engenharia e Deformação de Green são similares. Já na 
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Figura 4.6, as deformações maiores possuem maior influência nos termos que compõem o 

tensor de deformação. Esse resultado é retificado pela diferença percentual entre os valores de 

pico da Figura 4.6, sendo observado para o deslocamento de 700 mm uma diferença de 17% e 

para 7000 mm uma diferença de 218% considerando as leis constitutivas de Saint-Venant-

Kirchhoff e de Hooke. Portanto, quando os níveis de deformação passam a ser maiores é 

esperado que as trajetórias sejam diferentes. 

4.2   Treliça espacial de 3 barras 

Com base na treliça espacial da Figura 4.7 retiradas de Greco e Venturini, 2016, é plotado a 

trajetória de equilíbrio e a força normal em relação aos deslocamentos nas barras. Para isso 

foram adotados os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke com as 

seguintes propriedades: 500L cm=  20H cm=  e 1200H cm= , 220500 /E kN cm= e 

26.53A cm= . A análise desta estrutura tem o objetivo de validar a implementação do código 

para o caso de análise de estruturas treliçadas espaciais. 

Figura 4.7 – Treliça espacial de 3 barras  

 

Fonte: Greco e Venturini (2016) 

A estrutura foi discretizada em 4 nós e 3 elementos como mostra a Figura 4.8. O nó 1 

corresponde ao ponto de aplicação do deslocamento. Foi adotado 60 incrementos e tolerância 

igual a  810− . Os nós 2,3,4 estão com restrição vertical e horizontal. 

 

 



Análise Não linear Geométrica de Treliça  49 

F.B. SANTOS                                                                                                                                              Capítulo 4 
 

 

Figura 4.8 – Discretização treliça de 3 barras com H = 20 cm  

  

Fonte: ACADVIEW 

A Figura 4.9 corresponde ao gráfico da trajetória de equilíbrio e da Força normal em relação 

aos deslocamentos. Para isso foi aplicado um deslocamento de 60cm na treliça com abatimento 

de H = 20 cm 

Figura 4.9 – Controle de deslocamento nó 1 com H = 20cm  

 

 (a) Trajetória de equilíbrio 
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(b) Controle de deslocamento x Força Normal.  

Com base nos resultados da Figura 4.9 é possível estabelecer uma correspondência entre a 

solução numérica implementada e a analítica obtida por Greco e Venturini (2006) adotando o 

modelo de Saint-Venant-Kirchhoff. Além disso, na Figura 4.9 (a) se identifica dois pontos 

limites que formam um caminho de instabilidade em 10 cm−  e em 10 cm , assim, nesses pontos 

a matriz tangente é negativa, conforme conceituado no item 2.3. As forças normais para o 

modelo de Saint-Venant-Kirchhoff são obtidas a partir da relação entre o 2o tensor de Piola-

Kirchhoff conforme a equação (3.10) e a área da estrutura. Para o Modelo de Hooke a Força 

Normal é calculada por meio da Tensor de Cauchy, apresentada na equação (3.9), e a área da 

das barras da treliça. Analisando os resultados da Figura 4.9 é possível perceber uma 

correspondência entre os valores dos modelos de Saint-Venant- Kirchhoff e Hooke. Isso deve-

se ao baixo nível de deformações da treliça nas condições fornecidas. Por outro lado, ao ampliar 

o abatimento para 1200 cm e o deslocamento aplicado para 3600 cm uma interpretação diferente 

pode ser realizada com base na Figura 4.10.   
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Figura 4.10 – Controle de deslocamento nó 1com H = 1200 cm  

 

 (a) Trajetória de equilíbrio 

   

(b) Controle de deslocamento x Força Normal.  

Com base na Figura 4.10 quando ampliamos a altura da treliça e aumentamos o deslocamento 

aplicado percebemos que os resultados dos modelos de Saint-Venant- Kirchhoff e Hooke se 

diferem porque os níveis de deformações aumentam. Nesse contexto, é observado uma 

diferença percentual para os valores de pico de carga na Figuras (4.10 a) igual à respectivamente 
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175 % para um deslocamento de 400 cm 44 % para o pico de encontro ao eixo das ordenadas.  

Portanto, para menores níveis de deformação, os modelos constitutivos se equiparam o que não 

é visto para maiores valores. Os resultados são esperados a partir do momento que as 

deformações associadas aos modelos são diferentes como demonstrado nos itens anteriores. 

4.3   Flexão de uma Torre treliçada engastada com 23 barras 

A estrutura de treliça representada na Figura 4.11 é composta por 23 barras de área 
20,1m e 

módulo de Young de valor 210 /kN m . A estrutura foi discretizada em 23 elementos e 13 nós 

conforme detalhado na Figura 4.12.  

Figura 4.11 – Torre engastada de 23 barras  

 

Fonte: Coda, 2018 

Figura 4.12 – Discretização da Torre engastada de 23 barras  

 

As simulações foram conduzidas considerando tanto controle de força como deslocamento. 

Para o controle de força foram aplicados 55 passos de carga totalizando um carregamento final 

de 10N.  Para o controle de deslocamento foi considerado um valor total de 7,5m aplicados em 

55 incrementos. A tolerância em posição adotada foi de 810− . Ressalta-se que nas análises foram 

utilizados os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke. 

A Figura 4.13 mostra as trajetórias de equilíbrio do nó 7 obtidas nas simulações feitas. É 

possível constatar que as curvas obtidas utilizando os modelos constitutivos de Saint-Venant-

Kirchhoff e Hooke são semelhantes. Portanto, pode-se concluir que o nível de deformação das 

barras que compõe a estrutura é pequeno. Como não existem pontos limites no intervalo 



Análise Não linear Geométrica de Treliça  53 

F.B. SANTOS                                                                                                                                              Capítulo 4 
 

estudado os resultados obtidos a partir de controles de Força e Deslocamento são 

correspondentes 

  Figura 4.13 – Trajetória de equilíbrio nó 7 (Força Vertical) 
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4.4   Compressão de uma Torre treliçada engastada com 23 barras 

A mesma torre do item 4.3 é utilizada para analisar o comportamento quando submetida a um 

carregamento horizontal aplicado no nó 7, no sentido da direita para a esquerda. Foi realizada 

uma análise considerando controle de força a partir de 55 incrementos de 0,11 N. A Figura 4.14 

mostra as trajetórias de equilíbrio das simulações realizadas. 

Figura 4.14 – Trajetória de equilíbrio nó 7 (Força Compressiva) 

 

Pode-se observar que os resultados para os modelos constitutivos de Saint-Venant-Kirchhoff e 

Hooke são semelhantes. Este fato indica que as barras da estrutura apresentam níveis pequenos 

de deformação. Os resultados para os modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e Hooke são 

correspondentes para o controle de força. Inicialmente as trajetórias de equilíbrio apresentam 

um trecho aproximadamente linear até a força de 2,5 N. A partir da carga de 2,5 N os efeitos de 

não linearidade são intensificados; logo após a carga de 4 N a trajetória de equilíbrio demonstra 

que a estrutura apresenta perda de estabilidade.  

Na Figura 4.15 é possível notar o comportamento da estrutura na perda de estabilidade. A 

instabilidade acontece quando a força aplicada na estrutura se aproxima de um valor limite em 

que a Hessiana se torna quase singular. Cada modelo constitutivo apresenta um valor limite que 

provoca a instabilidade na estrutura. Quando a força é superior ao limite, a estrutura perde 

rigidez, e a treliça sofre uma mudança na direção da deformação. A força limite para evitar a 

instabilidade é cerca de 6N para Saint-Venant-Kirchhoff e Hooke. Os valores limites próximos 

são resultados das pequenas deformações observadas na estrutura.   
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Figura 4.15 – Deformação da treliça após instabilidade (Controle de Força SVK) 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSÕES   

Neste trabalho foi abordada à influência das não linearidade geométrica em treliças. Para isso 

foram utilizadas as leis constitutivas de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke. Por meio desses 

modelos constitutivos foi realizada a implementação computacional do método dos elementos 

finitos posicionais através de um código em Fortran. Respostas de carga versus deslocamento 

vertical, carga versus deslocamento horizontal, força normal versus deslocamento vertical e 

configurações deformadas da estrutura foram obtidas. Os caminhos de equilíbrio de treliças 

planas e espaciais, considerando a não linearidade geométrica, foram obtidas para um total de 

quatro estruturas de treliças já estudadas em literaturas. A trajetória de equilíbrio da treliça 

forneceu informações para o estudo dos pontos limites, de trechos de snap-through e snap-back 

e por último, efeitos das leis de Saint-Venant-Kirchhoff e de Hooke. Dessa forma, foi possível 

perceber que o snap-back causa dificuldades ao controle de deslocamento da mesma forma que 

o snap-through causa ao controle de carga. Além disso, a partir do caminho de equilíbrio 

percebe-se que para pequenas deformações as leis constitutivas de Saint-Venant-Kirchhoff e de 

Hooke reproduzem resultados análogos, entretanto, à medida que se aumenta as deformações 

as trajetórias de equilíbrio obtidas passam a ser diferentes. Dessa forma, é fundamental que o 

modelo constitutivo a ser adotado quando se trabalha com grandes deformações seja o que 

melhor representa o comportamento matemático do material Para a validação do código foi 

realizada a análise analítica e a comparação dos resultados obtidos com literaturas consolidadas, 

e neste ponto foi demonstrado que o código implementado apresenta resultados coerentes. 

A partir deste trabalho foi possível aplicar conhecimentos desenvolvidos ao longo da graduação 

como, a lei elástica para o comportamento das estruturas, solução de equações de equilíbrio, 

sistemas estruturais e resistências de materiais. Além disso, foi possível ampliar os estudos para 

novos horizontes, como o estudo de efeitos de não linearidades geométricas, a partir da 

implementação do método dos elementos finitos posicionais. O desenvolvimento deste trabalho 

também possibilitou o conhecimento a respeito de um método alternativo aos métodos dos 

elementos finitos em deslocamento. A implementação do método dos elementos finitos 

permitiu desenvolver habilidades e conhecimento de linguagem de programação (Fortran). 
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A seguir são apresentadas algumas propostas de trabalhos futuros para otimização do código 

computacional e para formulação posicional aplicada à solução de problemas de não linearidade 

física e geométrica: 

i) Descrever e implementar o método do comprimento de arco (Arc-Length) para lidar 

com problemas como snap-through e snap-back 

ii) Implementação do modelo Elastoplástico para estudo de não linearidades físicas 

iii) Implementação do modelo de Dano para estudo de não linearidades físicas 

iv) Implementação de outras medidas de deformação, como logarítmica e de Almansi. 
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APÊNDICE A - PRÉ-PROCESSAMENTO 

Main-program(programa principal) 

 

Leitura de dados  
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APÊNDICE B – PROCESSAMENTO: A IMPLEMENTAÇÃO 

DOS MODELOS DE HOOKE E SAINT-VENANT-

KIRCHHOFF 

Implementação do modelo de Hooke 

 

Implementação do modelo Saint-Venant-Kirchhoff 
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APÊNDICE C: MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON 
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APÊNDICE D: MATRIZ HESSIANA DO MODELO DE 

HOOKE E SAINT-VENANT-KIRCHHOFF  

Implementação Matriz Hessiana do modelo de Hooke 

 

Implementação Matriz Hessiana do modelo Saint-Venant-Kirchhoff 
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APÊNDICE E: PÓS-PROCESSAMENTO 

 

 

 

 

 


