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Resumo

A trelica € um elemento estrutural composto de um arranjo estavel de barras delgadas
interligadas (LEET, 2009). Nesse elemento estrutural, as barras somente s&o solicitadas
a esforcos axiais de compressdo e de tracdao, ndo havendo momento entre as barras e pinos
da estrutura. Por causa dessa caracteristica de trabalhar somente a esforcos axiais, €
analisado o comportamento da trelica espacial a respostas lineares e ndo lineares quando
submetida a esforcos estaticos. Além disso, as barras da trelica sdo constituidas de
material hiperelastico, que possui a caracteristica de grandes deformacdes, os modelos
constitutivos de materiais hiperelasticos que sdo utilizados na analise desse trabalho sdo
0 Mooney-Rivlin e o neo-Hookeano. Essa andlise sera realizada via Método dos
Elementos Finitos (MEF), utilizando-se o software comercial ABAQUS® para se obter
0 comportamento estrutural da trelica espacial quando composta de material
hiperelastico, modelado como Mooney-Rivlin e sua simplificacdo neo-Hookeano,
isotropico, incompressivel e homogéneo. Sendo assim, como resultado é esperado obter
a frequéncia natural da trelica; a carga critica; e 0 caminho ndo-linear de equilibrio para
0s modelos constitutivos neo-Hookeano e Mooney-Rivlin e também sdo comparados 0s
resultados entre os modelos constitutivos. Sendo assim, é percebido que quanto mais
esbelta a trelica menor € a diferenca entre a frequéncia dos modelos constitutivos; maior
é a diferenca entre a carga limite e a carga critica e quando se compara dois métodos
diferentes para se obter as cargas limites, também aumenta a diferenca entre as cargas
limites. Por Gltimo, é destacado um comportamento diferente em relacdo ao caminho néo

linear para quando a trelica e esbelta
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1 INTRODUCAO

As trelicas espaciais sdo amplamente utilizadas na construgao civil principalmente em
construcdes de galpdes, armazéns e pontes, com geometrias retangulares, lineares e

circulares, como por exemplo a mostrada na Figura 1.1

Figura 1.1 — Ponte Hans Wilsdorf, Genebra, Suica.

Fonte: imagem do site engenhariacivil.com

Pelo fato das trelicas tornarem a estrutura mais leve, estavel e resultar em uma economia
para o empreendimento por utilizar menos material para sua construgéo, cada vez mais
ganham mercado como uma alternativa na construcéo civil. No entanto, como elemento
estrutural, as trelicas estdo sujeitas a flambagem, pois suas barras sdo submetidas a
esforgos axiais. Caso tais esforcos forem de compressdo e atingirem o valor de carga

critica o fendbmeno de flambagem ocorre.

Ja os estudos sobre materiais hiperelasticos € uma area da ciéncia mais recente do que as
trelicas e que os estudos estdo sendo mais aprofundados. Os materiais hiperelasticos
podem ser utilizados em varios elementos estruturais como: membranas, cascas

cilindricas, anéis e barras que compde a trelica, como é o caso do presente trabalho.

V. A. F. Garcia Introducéo
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Além disso, para uma analise detalhada de qualquer estrutura, tal como uma trelica
espacial, os métodos numéricos, como por exemplo o Método dos Elementos Finitos
(MEF), sdo metodologias eficazes para obter-se 0 comportamento linear e ndo-linear da

estrutura, para cargas pre e pos criticas e verificar fendmenos como a flambagem.

1.1 Trelicas Espaciais

A trelica, também denominada estrutura reticulada de nos rotulados, € formada por barras
retas bi-rotuladas, sob forcas externas apenas nas rotulas, de maneira a ocorrer apenas
esforco normal, de tracdo ou compressdo. Naturalmente, trata-se de uma idealizacéo, por
ndo existir rétula perfeita e pelo fato de sempre atuar peso préprio das barras (SORIANO,
2013).

A trelica espacial € um tipo de estrutura reticulada espacialmente, pois possui barras em
trés dimensbes para lhe dar o intertravamento necessario da estrutura para sua
estabilidade. De acordo com Souza e Gongalves (2006), as trelicas espaciais sdo formadas
por duas ou mais malhas planas, em geral paralelas, que sdo conectadas por meio de
diagonais verticais ou inclinadas. Nas trelicas espaciais, assim como nas trelicas planas,
as barras sdo dimensionadas somente para trabalhar a esfor¢os axiais de tracdo ou
compressao. E também, considera-se que ndo existe momento entre as barras e 0s nos da

estrutura.

1.2 Estabilidade Estrutural

A estabilidade de elementos estruturais consiste em um conceito de forca, energia e
movimento aplicado a um corpo, pois um objeto estavel estaticamente possui uma forca
atuante constante, auséncia de variacdo energetica e movimento. Ja um corpo instavel

estaticamente possui variagdo de forca, energia e movimento.

Existem trés divisbes de estabilidade estatica: instavel, estavel e indiferente. Como
exemplo, a estabilidade instavel consiste na situacdo em que um corpo esta em uma
posicao estatica e se minimamente perturbado ira mudar para uma posicéo diferente da
anterior, saindo da estabilidade; na situacdo da estabilidade estavel o corpo que
minimamente perturbado tende a retornar a posi¢do inicial estatica e por Gltimo a

estabilidade indiferente € um corpo que minimamente perturbado ira tender a permanecer

V. A. F. Garcia Introducéo
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na situacdo de perturbacdo, como mostrado na Figura 1.2 em que A, B e C representam
respectivamente estabilidade estavel, estabilidade instavel e estabilidade indiferente
(SIMITSES, HOGDES, 2006)

Figura 1.2— Exemplos de posicdes estaticas e equilibrio.

Fonte: Simitses, Hogdes, 2006.

Dessa forma, o conceito de estabilidade estavel a estruturas também € aplicado, com a
diferenca de que a estrutura é rigida e intertravada de maneira para que nao se movimente
como no exemplo das esferas na Figura 1.2, fazendo com que a estrutura deva combater
os esforcos solicitantes. Nos casos da trelica principalmente para evitar-se os fendbmenos
que se fazem atingir a carga critica de flambagem, ponto limite, snap-throug, bifurcacéo,
ressonancia e vibragdes excessivas que podem comprometer a vida Util da estrutura ou
leva-la a ruina (BENEDETTI, 2016).

1.3 Material Elastomérico

Os materiais elastoméricos sdo caracterizados por possuirem uma relacdo tensdo
deformacéo ndo linear, ndo sendo possivel se aplicar a lei de Hooke a eles, isso significa
que tensdo e deformacdo do material ndo se relacionam proporcionalmente. Fazendo
assim com que seja necessario um outro equacionamento que utiliza uma ou mais
constantes e que relaciona a energia e a deformacdo do material, a chamada fungéo
densidade de energia (W) (HOSS, 2009).

Um material elastomérico nada mais é do que um material composto de polimeros, 0s
quais tém capacidade elastica como por exemplo os materiais hiperelasticos. Nos
materiais hiperelasticos esses polimeros possuem uma capacidade elastica maior do que

0s materiais elasticos e um comportamento ndo linear. Dentro desses materiais

V. A. F. Garcia Introducéo
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hiperelasticos existe uma divisdo de modelos constitutivos para se descrever 0s
comportamentos desses materiais, que segundo Hoss (2009) pode ser feita em modelos

fenomenoldgicos e micromecanicos.

A diferenca entre eles é que os fenomenoldgicos sdo modelos que se baseiam em testes
empiricos, entre os modelos que fazem parte dessa divisdo estdo: Mooney-Rivlin, Yeoh
e Ogden. Ja os micromecanicos sdo modelos baseados nas ligacdes quimicas do material
e as propriedades que essas ligacdes possuem, que como exemplo se tem o modelo neo-

Hookeano, e Arruda Boyce.

Neste estudo € adotado o modelo constitutivo de Mooney Rivlin para a funcdo densidade

de energia, que para um material incompressivel, é dada por:
W =Cy[(1,-3)+a(l,-3)] L)

Onde I, é o primeiro invariante de deformacao; I, é o segundo invariante de deformacéo
e a = Co/Cy, Cy e Cos80 parametros do material e quando o = 0 tem-se a simplificagdo

do modelo para o0 neo-Hookeano.

1.4 Método dos Elementos Finitos (MEF)

O Método do Elementos Finitos € uma metodologia que consiste na modelagem de uma
estrutura e/ou objeto que se quer analisar, dividindo-se essa estrutura em varios elementos
pequenos, geométricos e determinados, como por exemplo quadrados, triangulos e
hexagonos, chamados de elementos. Esses elementos sao interligados por nos, ou seja,
sdo 0s pontos de contato entre os elementos que irdo sofrer as acdes alvo do método.
Nesses nos se determina os graus de liberdade (deslocamentos translacionais e
rotacionais), o que significa que um no possui uma variagdo pré-estabelecida em uma ou
mais direcBes (ALVES FILHO, 2000). Através dessa estrutura modelada sdo extraidas
informagBes de possiveis agdes e suas consequéncias na estrutura, tais como:

deslocamentos, tensdes e frequéncias

Além disso, 0 MEF vem como uma alternativa para se solucionar os problemas de
engenharia. Nem todos os problemas podem ser solucionados de forma analitica, que

consiste em se descrever o problema matematicamente através das equagdes diferenciais
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as quais sdo resolvidas analiticamente ou com o uso de métodos numéricos. No entanto,
0 MEF trabalha de forma discretizada dividindo a malha estrutural em elementos, que
podem assumir diferentes formas geométricas, para obter solugfes aproximadas por meio
dos nds. (ALVES FILHO, 2000).

Através do MEF séo obtidos os deslocamentos dos nos, dos elementos, assim como 0s
esforgos a que os mesmos estdo sendo solicitados, por isso é importante se utilizar uma
malha com numero de nos, elementos e forma dos elementos adequados, para que 0s

resultados sejam o mais acurado possivel.

Para isso, € necessario realizar um estudo de convergéncia de malha, verificando o
namero e tipo de elementos, bem como dos graus de liberdade, a serem utilizados na
modelagem da estrutura. Uma estrutura com um elevado nimero de elementos e nds pode
resultar em um grande custo computacional para a solucdo do problema, que pode ser um
desperdicio pelo fato da precisdo dos resultados nao se alterar a partir de uma determinada
malha. Ou seja, uma malha muito detalhada, por exemplo com cinco mil elementos pode
ter os mesmos resultados que uma malha com oitocentos elementos, justamente pelo fato
do erro associado ao nimero de elementos ndo interferir em uma malha um pouco menos

detalhada, o que geraria um gasto computacional maior e desnecessario.

1.5 Justificativa

As trelicas espaciais sdo muito utilizadas na engenharia civil para construcao de galpdes
e pontes, no entanto na maioria das construcfes € empregado como material constitutivo
da trelica materiais metalicos. Entdo os materiais hiperelasticos vém como uma
alternativa para esse tipo de estrutura, mas sao necessarios mais estudos para se verificar
0 comportamento estrutural desse tipo de material e se atende as solicita¢cdes as quais as

estruturas sdo submetidas.

Além disso, os materiais elastoméricos possuem um comportamento ndo linear que ndo

é totalmente conhecido, se justificando mais estudos sobre seu comportamento.
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1.6 Objetivos

Esse trabalho tem como objetivo geral utilizar o MEF, através do software comercial
Abaqus®, para analisar o comportamento estatico linear e ndo linear de trelicas espaciais
constituidas de quatro barras, composta de material hiperelastico, homogéneo, isotropico
e incompressivel. Para isso serdo estudadas trelicas com diferentes relagdes da altura com

a abertura da base.
1.6.1 Objetivos Especificos

Como objetivos especificos se tem a andlise da trelica quando solicitada a um
carregamento estatico na direcdo transversal aplicado no n6 do topo. Objetiva-se obter as
respostas lineares, tais como carga critica e ponto limite para um modo de flambagem

especifico, e as respostas ndo lineares, tais como caminho néo linear de equilibrio.

V. A. F. Garcia Introducéo
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesse capitulo serdo tratados trés assuntos que sdo temas principais que compde 0
presente trabalho, eles sdo: treligas, material elastomérico com enfoque no hiperelastico

e método dos elementos finitos (MEF).

2.1 Trelica

A trelica espacial é composta de barras delgadas que possuem varios arranjos possiveis,
fixas por pinos perfeitos que ndo fornecem atrito a estrutura e que as barras trabalham a
esforcos axiais apenas. Dentre o0s varios estudos na literatura que versam sobre trelicas
tém-se o de Ligaro e Valvo (2005) que trata da analise de trelicas piramidais compostas
de materiais elasticos com trés ou mais pontos de apoio na base e apenas um ponto no
cume datrelica. As analises séo realizadas através de um modelo analitico formulado para
o0 problema e utilizando o principio da conservacao da energia potencial do sistema. Dessa
forma, sdo analisadas as configuracdes de equilibrio estaveis e discutidos os fendmenos
de bifurcagéo, snap-through e snap-back que podem ocorrer utilizando trés diferentes
tipos de carregamentos. Assim sendo, 0s autores tém por objetivo analisar as respostas
pos criticas do modelo espacial e encontram regides de equilibrio, bifurcacdo e snaps e
que, independente das cargas, existem regies de equilibrio que sempre sdo alcancadas.
Conclui-se também que para cargas verticais, horizontais e obliquas aplicadas no cume
da trelica sdo necessarios mais estudos para se determinar 0s pontos criticos e a

estabilidade da estrutura.

Os autores Castro, Gongalves e Orlando (2015) discutem as vibracdes ndo lineares e a
estabilidade de uma treliga piramidal de 6 barras com uma relagdo baixa da altura com a
abertura da base piramidal. Nesse trabalho, utiliza-se uma analise numérica do problema
em que sdo abordados os assuntos de estabilidade estatica, frequéncias de estruturas
carregadas, variagdo do potencial de energia, conservacdo da energia e vibracoes
forcadas. Na andlise de frequéncias da estrutura carregada utiliza-se do estado de pré-
flambagem para se obter a frequéncia natural, que diminui com o aumento da carga
estatica e torna-se zero quando a carga chega ao valor critico. Através da equacdo da
variacdo de energia potencial compara-se 0 comportamento da estrutura em relacéo a

variacdo de carga estatica e percebe-se que com o aumento de cargas de compressao a

V. A. F. Garcia Reviséo Bibliografica
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diferenca do estado de pré-flambagem diminui, isso indica uma capacidade baixa da
estrutura de suportar perturbacées iniciais sem perder a estabilidade.

Quando se trata da conservacdo de energia, conclui-se que com o aumento de pré
carregamento surgem duas curvas equipotenciais de equilibrio estavel em seus centros e
um ponto de instabilidade e que, a regido de estabilidade de pré-flambagem diminui e a
regido de instabilidade de pés-flambagem aumenta. Na anélise de vibracdo forcada,
vibracbes simétricas sob a forma de uma carga vertical harmdnica imposta a estrutura,
sem pré-carregamento estatico sdo verificadas, e notam-se dois ramos de estabilidade que
se iniciam de dois pontos de estabilidade simétricos, formando uma bifurcacédo. E quando
se aumenta a intensidade da forca vertical, a bifurcacéo se torna menor e as solucées de
estabilidade e instabilidade passam por saltos de forma cadtica. J& para uma trelica pré-
carregada estaticamente, os ramos de estabilidade que se iniciam deixam de ser simétricos
e as solucBes de estabilidade e instabilidade também passam por saltos caoticos
(CASTRO, GONCALVES, ORLANDO, 2015).

Por fim, Castro, Gongalves e Orlando (2015) terminam o estudo concluindo que a nao
linearidade geométrica tem maior influéncias do que um comportamento nao linear
elevado da estrutura com varios pontos de equilibrio estatico tanto para situacées em que
a estrutura € pré-carregada estaticamente quanto para situacdes em que ndo é pré-

carregada estaticamente.

Ja Santana, Gongalves e Silveira (2017) estudam o comportamento de uma trelica espacial
composta de material elastico com uma relacdo baixa entre sua altura e abertura da base.
Nesse estudo s&o analisados dois comportamentos da estrutura treligada: comportamento
com bifurcacéo e de snap-through, quando submetida a esfor¢os horizontais, verticais,
estaticos e dinamicos. Seu estudo é validado, através de duas analises, uma analitica e

outra via Método dos Elementos Finitos (MEF) que convergem ao final do estudo.

Os autores observam gque no comportamento com bifurcacdo da resposta ndo linear dos
deslocamentos consiste em se considerar a existéncia de dois pontos de equilibrio
infinitesimalmente préximos, o que na abordagem matematica reduz esse tipo de
problema a um caso de valor limite de contorno. Diz-se, assim, que a estrutura tem uma
tendéncia inicial e a partir de um ponto critico atinge o estado de bifurcacdo em que a

estrutura terd duas opcdes de deslocamento. Na anélise do comportamento de bifurcacéo,
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observa-se na relacdo entre o deslocamento horizontal do pice da trelica com a altura e
o fator de carregamento que a trelica se comporta de forma ndo linear, perde a estabilidade
na regido linear e por ultimo retorna a posicdo inicial através da ndo linearidade
(SANTANA, GONCALVES, SILVEIRA, 2017), como pode ser observado na Figura 2.1.

Figura 2.1 — Relacéo de equilibrio para bifurcacéo.

0.40 - r ' ' v ' -

0.30 | o’ W

Fator de carga transversal

‘0 40 ' A ' 8 e ' '
-1.00 0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.7% 1.00

Deslocamento transversal adimensional

Fonte: Santana, Goncalves, Silveira, 2017 adaptado.

O comportamento da estrutura chamado de snap-through é caracterizado por haver um
salto da estrutura com um aumento infinitesimal de carga. Nesse salto, a estrutura passa
de um estado de estabilidade para um estado de instabilidade ndo linear para entdo voltar
a estabilidade em um ponto distinto do inicial. Da mesma maneira, se a carga entao for
diminuida infinitesimalmente desse ponto final, a estrutura saltar4 para um ponto de
estabilidade diferente do inicial, passando por um estagio nao linear. De forma
simplificada significa que a estrutura sofre um deslocamento finito a partir de um
acréscimo de carga infinitesimal, atravessando uma fase ndo linear para reencontrar a
estabilidade (BAZANT, 2010).

Para o comportamento snap-through para a mesma relacdo de deslocamento horizontal
do topo da trelica com a altura e o fator de carregamento, a trelica se comporta por todo

seu deslocamento de maneira ndo linear, perdendo a estabilidade de forma ndo linear e
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retornando a estabilidade de forma n&o linear também, como pode ser observado na
Figura 2.2.

Figura 2.2— Relacédo de equilibrio para snap-through.
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Fonte: Santana, Goncalves, Silveira, 2017 adaptado.

E como concluséo de seu estudo, Santana, Gongalves e Silveira (2017) dizem que o efeito
snap-through independe do sistema de parametros, criando pontos de limite de cargas e
instabilidade e complementa dizendo que para estruturas pesadas, a instabilidade global

pode aparecer com o efeito da bifurcacéo.

Benedetti (2016) em seu trabalho tem por objetivo verificar o fen6meno da instabilidade
em um sistema trelicado plano que é excitado dinamicamente, utilizando tanto a analise
paramétrica quanto a modelagem da estrutura em elementos finitos, para isso o autor
utiliza o software comercial Ansys. O autor chega as conclusGes de que para trés
geometrias de trelicas de Von Mises, 0 trecho entre os cumes do caminho de equilibrio é
instavel e se verifica um tipo de bifurcacdo global. Mais a frente, na analise de vibracéo
forcada das mesmas trelicas é constatado que nas regides de ressonancia a carga dindmica
de escape pode ser menor do que o ponto limite. Por ultimo, na anélise de uma trelica
mais simples os caminhos de equilibrio mantem as caracteristicas das trelicas de Von

Mises, apresentando saltos dinamicos. Além disso, € observado uma relagdo entre a carga
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limite e a geometria da estrutura, relacionando também relacionando as mais diversas

deformadas com as geometrias com maior altura.

2.2 Material elastomérico e Método dos elementos finitos
(MEF)

Selvadurai (2006), em seu trabalho, introduz uma perspectiva histérica do estudo de
materiais elastoméricos, citando os resultados de Treloar de 1944 como um dos resultados
cientificos sobre membranas elasticas mais antigos que serviu de base para outros
estudos. Assim, o autor evidencia que o estudo sobre materiais elastoméricos é
relativamente novo. O autor realiza experimentalmente testes uniaxiais de tragdo em
corpos de provas de materiais hiperelasticos, com geometria de membrana retangular.
Com tais dados experimentais, faz-se a melhor adequacdo a diversos modelos
constitutivos:  Mooney-Rivlin, Neo-Hookeano, Blatz-Ko, Yeoh e Ogden.
Experimentalmente, observa-se que tal material suporta alongamentos da ordem de 300%

do seu comprimento inicial.

Mais a frente, Soares (2009) realiza um trabalho sobre analise dinamica de membranas
circulares hiperelasticas, completas e anulares, em que sdo obtidas as frequéncias e 0s
modos de vibragdo de uma membrana, modelada como um material neo-Hookeano,
isotropico e incompressivel. Além disso, é objetivo também determinar-se modelos de
dimensao reduzida para o estudo de vibracdes transversais para grandes deslocamentos
de membranas hiperelasticas. Para se obter os resultados € utilizado o método analitico,
baseado na teoria de elasticidade finita, e também o método numérico, por elementos
finitos, se utilizando o software Abaqus® para validar as aproximacgdes usadas na

deducéo dos modelos reduzidos.

Sendo assim, as conclusdes do trabalho de Soares (2009) séo que a medida que a tragdo
radial aumenta, as frequéncias naturais crescem de forma ndo linear até um valor
constante para valores especificos de raio deformado; a néo-linearidade da resposta da
membrana hiperelastica diminui com o0 aumento da amplitude de vibracdo; o grau de nédo-
linearidade da relacdo frequéncia-amplitude cresce & medida que a tracdo inicial radial

decresce e que 0s metodos numeéricos e analiticos tiveram resultados convergentes.
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Posteriormente Silva (2015) realiza um trabalho sobre membranas hiperelésticas
retangulares em que se tem por objetivo estudar o comportamento dindmico linear e ndo
linear das membranas, utilizando-se como modelos constitutivos de materiais 0 neo-
Hookeano, Mooney-Rivlin e o Yeoh. Na formulacdo do problema é realizada a
formulagdo matematica com base nas energias e trabalhos atuantes, bem como o principio
de Hamilton aplicado na funcdo de Lagrange para se chegar as equacdes e equilibrio
estatico e dinamico. Como resultados, o autor destaca que quanto menor o nivel de tracéo,
maior sera a ndo linearidade da curva de frequéncia-amplitude da membrana e que ha
pequenas divergéncias no comportamento da membrana em relacdo aos trés modelos

constitutivos de materiais.

De outra maneira, Amaral (2017) apresenta um estudo sobre anélise dindmica nao-linear
de uma membrana hiperelastica esférica que é realizada de forma numeérica a partir da
teoria das grandes deformacdes, assim como Silva (2015). Primeiramente sdo encontradas
as tensdes e deformacgdes da membrana em uma analise estatica e a partir disso é realizada
a analise dinamica para obter-se as relacdes de frequéncia-amplitude para os modelos de
materiais constitutivos neo-Hookeano e Mooney-Rivlin. Como resultado, o autor destaca
que na analise de tensdo-deformacdo os modelos constitutivos tém comportamento
semelhante, mas na andlise dinamica existem mais diferencas, pois o modelo neo-
Hookeano se torna permanentemente instavel apos atingir sua extensdo radial critica, ao
passo que o modelo Mooney-Rivlin apresenta uma resposta estavel apos o fenbmeno de
snap-through. Além disso, os modelos constitutivos mostram diferencas em relagcdo aos
planos-fase e respostas diferentes na simulacdo do comportamento dindmico em que ha

amortecimento e excitacao periddica.

De maneira mais especifica, Santana e Dela-Savia (2017) realizam uma analise estatica e
dindmica de membranas hiperelasticas anelar de material neo-Hookeano tracionadas
transversalmente em sua borda interna, utilizando o método dos elementos finitos (MEF)
via Abaqus®. Como objetivo tém-se obter as tensdes, deformacGes, deslocamentos,
frequéncias naturais e resposta no tempo para vibrag&o livre e forcada. Como resultado,
0S autores notam que quanto maior o deslocamento trativo transversal na membrana,
maiores sdo as forcas e as tensdes; o aumento dessa tensdo trativa faz a membrana
apresentar uma conformacéo cada vez mais linear e retilinea; para analise dinamica ha

uma correlacdo boa entre MEF e analises analiticas; a membrana submetida a uma
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perturbacéo, realiza um movimento oscilatério ndo ciclico convergindo para a posigéo de
repouso e que a frequéncia do carregamento tem grande influéncia no periodo e
frequéncia da resposta dindmica forcada. Por fim, concluem que 0os comportamentos
estatico e dindmico da membrana sdo muito influenciados pelas condi¢des de contorno

ue agem na mesma.
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3 METODOLOGIA E METODOS

Para a modelagem da estrutura trelicada é utilizado o MEF através do software comercial
Abaqus®. Nesse software a trelica sera modelada com cinco nos, quatro nés na base da
trelica dispostos de maneira equidistante entre si e um nd no topo da trelica, formando
uma piramide trelicada. Para a analise estatica do comportamento linear e ndo linear dessa
trelica é considerado que o material constituinte de suas barras € hiperelastico, isotrépico,

incompressivel e homogéneo.

A trelica € composta de barras de comprimento L, com didmetro D uniforme por toda a
extensdo da barra, a relacdo entre a abertura da base (B) e a altura da piramide (H) é de
B/H = 5, assim considera-se B=5 m e H=1 m. Os pardmetros dos materiais a serem
utilizados serdo os obtidos por Selvadurai (2006), serdo para 0s modelos constitutivos
neo-Hookeano, definido por C: = 0,17 MPa e Mooney-Rivlin, definido por
C1=0,1361 MPa e C>=0,008060 MPa. A massa da barra da trelica é uniformemente
distribuida de acordo com seu comprimento, o peso especifico do material é de

y=1200 N/ m3 e a area da secdo transversal as barras é de 0,12 m2,

No Abaqus® existem dois tipos de elementos de barras que sdo os elementos T3D2 e
T3D3, tomando como exemplo T3D2, o significado dessa sigla é o seguinte: a letra “T”
significa elemento de trelica (Truss em inglé€s); “3D” significa a dimensdo da treliga, ou
seja 3D espacial e 2D plana; e o “2” por ultimo remete ao numero de nos que as barras
tém. Para a escolha do elemento duas trelicas espaciais idénticas sdo modeladas, uma com
elemento T3D2 e outra com elemento T3D3. No entanto, em uma analise de frequéncia
de ambas as trelicas, a trelica com elemento T3D2 apresentou trés modos de vibragdo
esperados e observados na literatura. A trelica com elementos T3D3 apresentou apenas
um modo de vibracdo distinto dos observados na literatura, apresentando um

deslocamento nodal concentrado no no intermediario da barra.

Assim, no presente trabalho é utilizado um elemento T3D2 para cada barra e a treliga é
apresentada visualmente na Figura 3.1 em uma vista lateral, de baixo para cima e em

perspectiva. Também sdo apresentados 0s apoios e a carga aplicada.
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Figura 3.1- Vistas da trelica espacial.

a) Vista lateral da treliga

b) Vista de baixo para cima

da trelica ¢) Vista em perspectiva da trelica
A A
A A
A A
A A

Depois da malha da trelica definida, analisa-se a resposta da mesma em relagdo as
frequéncias de vibracgdo, a carga critica e 0 caminho ndo-linear da carga em funcéo do
deslocamento transversal do n6é do topo. Todas essas respostas serdo obtidas através do
software Abaqus® por meio de comandos de entrada no software. Dessa forma, para
obter-se as respostas lineares o software utiliza a solugéo de problemas de autovalores e
autovetores sendo na frequéncia utilizado o comando frequency e na carga critica de
flambagem utilizado o comando buckle. Para a analise ndo linear, caminho nao linear de
equilibrio, utilizam-se os comandos de aplicacdo estatica de carga concentrada (cload e
static) com controle de arco selecionado através do método de Ricks (ricks).

Como serdo analisados dois modelos constitutivos, neo-Hookeano e Mooney-Rivlin, os
dados para diferencia-los também sdo inseridos através da definicdo das constantes C1 e

C> do modelo constitutivo hiperelastico que consta na biblioteca do software.
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4 RESULTADOS

Para obter os resultados numéricos utilizam-se trés trelicas, a primeira com a relagdo
geométrica B/H =5, que é chamada de trelica abatida, descrita no item de metodologia,
a segunda com relacdo geométrica B/H = 2,5, onde B = 6,25m e H = 2,5m, e a terceira
com a relacdo geométrica de B/H = 0,2, onde B =5m e H = 1m, que é chamada de trelica
esbelta. As propriedades do material consideradas em ambas as trelicas séo iguais aos
descritos no item de metodologia e as dimens6es B e H s&o mostradas na Figura 4.1 (a).

A primeira analise realizada é em relacdo a frequéncia natural das estruturas para 0 modo
de vibracdo onde o0 n6 do topo desloca-se apenas na dire¢do z, como pode ser observado
na Figura 4.1 (a) e (b). Sdo adquiridas as frequéncias para os modelos neo-Hookeano
(NH) e Mooney-Rivlin (MR), como mostrado os resultados na Tabela 4.1 a seguir e as

diferengas percentuais de um modelo constitutivo para o outro.

Figura 4.1 — Direcdes e dimenses das treligas

(a) Eixos cartesianos e dimensdo da trelica (b) Deslocamento do n6 cinco no eixo z

Tabela 4.1- Relagdo da frequéncia.

Frequéncia (rad/s)

B/H NH MR %
5 3,054 2,812 8,606
2,5 3,998 3,682 8,582
0,2 5,079 4,678 8,572
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Dos resultados apresentados acima € perceptivel que a frequéncia das trelicas utilizando
os modelos sdo préximas, porém apresentam uma diferenca percentual em torno de 8%.
Isso deve-se pelo fato de que os modelos constitutivos possuem bases matematicas bem
proximas, que em uma analise linear ndo apresenta uma diferenca significativa das
respostas. Analisando a diferenca percentual é perceptivel que quando a relagdo B/H
diminui a diferenca de frequéncia entre os dois modelos constitutivos também diminui,
isso quer dizer que na medida em que a trelica se torna mais esbelta as frequéncias entre

0s dois modelos constitutivos se aproximam.

Ja o segundo resultado obtido é em relacéo a carga limite da estrutura trelicada através de
dois métodos. O primeiro método consiste em relacionar-se a frequéncia de vibracdo da
estrutura a uma carga aplicada perpendicularmente ao apice da trelica. Sendo assim a
carga aplicada € variada e como resultado obtém-se a frequéncia de vibragdo da estrutura,
a relacdo da frequéncia elevada ao quadrado com a carga aplicada configura uma curva
caracteristica que fornece a carga limite estimada do problema. Essa carga limite € obtida
quando a curva intercepta o eixo das abscissas em que a frequéncia de vibracao é zero,
como mostrado na Figura 4.2, para os dois modelos de materiais constitutivos e para as
trés trelicas modeladas que na figura (a) corresponde a trelica abatida, (b) a intermediaria

e (c) a esbhelta.

Figura 4.2- Curva da frequéncia ao quadrado pela carga aplicada.
10 18
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A partir da Figura 4.2 (a) € possivel abstrair que para 0 modelo Mooney-Rivlin (linha
vermelha continua) a carga limite se da aproximadamente em de 1,72 kN e frequéncia ao
quadrado proxima de 7,6 rad?/s?, e para 0 modelo neo-Hookeano (linha azul pontilhada)
a carga critica fica em torno de 2 kN e frequéncia ao quadrado de 9,2 rad?/s2. J& na trelica
intermediéria, Figura 4.2 (b), o modelo Mooney-Rivlin apresentou carga limite préxima
de 12,1 kN e frequéncia ao quadrado de 13,5 rad?/s?, e 0 neo-Hookeano 14,2 kN para
carga e frequéncia ao quadrado de 15,9 rad?/s?, e para trelica esbelta, Figura 4.2 (c), o
Mooney-Rivlin apresentou carga proxima da maior inclinagdo da curva de 3350 kN e
frequéncia ao quadrado méxima de 1964,17 rad?/s?, e para 0 neo-Hookeano carga

préxima de 3000 kN e frequéncia ao quadrado de 1657,71 rad?/s2.

E notavel que a Figura 4.2 (c) possui um comportamento n&o linear e bem diferente das
trelicas (a) e (b) mostrando que para trelicas esbeltas a andlise realizada néo € precisa,
ndo sendo possivel se conseguir uma frequéncia méaxima de vibracdo quando a carga é
préxima de zero, neste ponto a carga € 3500 kN para o modelo Mooney-Rivlin e 3125 kN

para 0 modelo neo-Hookeano.

Além disso, é importante destacar que o0 modelo neo-Hookeano apresenta uma capacidade
de carga maior em relagdo ao modelo Mooney-Rivlin, frequéncias de vibrag&o e rigidez
maiores também, fazendo com que a curva do modelo neo-Hookeano fique deslocada
para direita e para cima em relacdo a curva do modelo Mooney-Rivlin nas treligas abatida
(B/H = 5) e intermediéaria (B/H = 2,5).
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Na Tabela 4.2 apresentada a seguir é esquematizada a relacdo entre a carga limite obtida
pela relagdo »? x P e a carga critica obtida através da andlise linear no programa

computacional. Além disso, é destacada a diferenca percentual entre a carga critica e a

carga limite.

Tabela 4.2 — Relagao entre a carga limite e critica

Carga Carga
B/H criti%a o’ X P “ Critigca o’ X P *
5 7,902 2,025 | 290,22 | 8,370 1,72 386,63
2,5 23,37 14,177 | 39,34 | 19,82 | 12,089 | 63,95
0,2 95,04 3000 | -3056,6 | 80,60 3350 | -4056,3

Na andlise percentual dos dados da Tabela 4.2 nota-se que para a trelica intermediéria a
diferenca entre as cargas obtidas pelas duas metodologias é menor. No entanto, a
diferenca percentual € muito elevada para a trelica esbelta, mostrando que nédo é possivel
utilizar a solucéo linear para a determinagdo de um parametro critico de analise podendo

levar & um erro elevado.

Posteriormente obtém-se o caminho n&o-linear, que consiste em aplicar-se pequenos
incrementos de carga ao topo da trelica de forma perpendicular e assim obter-se o
deslocamento transversal do apice da mesma. Essa relacdo carga versus deslocamento da

estrutura € mostrado a seguir na Figura 4.3 para os casos de trelicas estudados.

Figura 4.3- Relagdo carga por deslocamento na dire¢éo z do n6 do topo.
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Da Figura 4.3 (a) e (b) é observado que para cada modelo constitutivo a relagdo inicial de
deslocamento é bem préxima, tanto que as curvas se sobrepde, mas de acordo com que a
carga € aplicada os modelos constitutivos se distanciam, demonstrando cargas limites
diferentes. As cargas limites sdo os pontos dos vales das curvas, pontos em que se tém
concavidades com relacdo ao eixo das ordenadas do grafico. Assim sendo, para a Figura
4.3 (a), 0 Mooney-Rivlin tem a carga limite aproximada de 1,7 kN, em modulo e para o
neo-Hookeano é proxima de 2 kN, em modulo e para Figura 4.3 (b), o0 Mooney-Rivlin
possui a carga limite préxima de 12,08 kN e neo-Hookeano de 14,17 kN.

Sendo assim, é valido ressaltar o comportamento da estrutura pela analise da Figura 4.3
(@), (b) e (c), é caracterizado por um comportamento de snap-through, em que a estrutura
perde a estabilidade de forma ndo linear, percorre um caminho ndo linear e retorna a
estabilidade de maneira ndo linear também, de acordo com o aumento do deslocamento
transversal, como também é mostrado na Figura 2.2 de acordo com o estudo realizado

por Santana, Gongcalves e Silveira (2017).

Dessa maneira como apresentado na Figura 4.3 (c), o ponto de maior inclinac¢do da curva,
é de 3400 kN para o caminho n&o linear e 3350 kN, respectivamente para os modelos
Mooney-Rivlin e neo-Hookeano, demonstrando que pode ser um possivel ponto de carga
limite. E percebido que os modelos constitutivos apresentam um comportamento
concordante, mais proximos que os apresentados pelos outros casos de trelica. A carga
limite para ambos 0s modelos constitutivos € de 3400 kN para Mooney-Rivlin e 3200 kN

para 0 neo-Hookeano.
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Para facilitar a analise dos resultados, é apresentada a seguir a Tabela 4.3 com a relacéo
das carga limites, assim como a diferenca percentual em relagdo aos modelos
constitutivos de acordo com a numeragao apresentada na propria Tabela 4.3. A primeira
coluna séo os resultados obtidos como explicado na analise da Figura 4.2 e a segunda

coluna séo os resultados obtidos como explicado na anélise da Figura 4.3.

Tabela 4.3 — Relacéo das cargas limites.

Piim (Caminho néo

Piim (@? X P) (kN) linear) (kN) %
BH | NH(1) | MR | NH@) | MR(4) | 1e3 2e4 le2
5 2,02 1,72 2,025 1,719 -0,25 0,06 17,44
2,5 14,177 12,089 14,17 12,08 0,04 0,07 14,73
0,2 3000 3350 3200 3400 -6,67 -1,49 -11,67

Da comparagdo dos resultados obtidos entre as diferentes formas de obtencéo do Piim,
para trelica abatida, percebe-se que a diferenca percentual para o modelo neo-Hookeano
(coluna 1 e 3) € maior que para o modelo Mooney-Rivlin (coluna 2 e 4) e que ha uma boa
concordancia entre esses resultados, pois essa diferenca ndo atinge 1%. Ja para 0s outros
dois casos de trelica estudados, intermediaria e esbelta, a diferenca percentual cresce no
modelo de Mooney-Rivlin. Percebe-se também, que a trelica intermediaria que ainda
possui uma geometria abatida, mantém boa concordancia entre os resultados dos dois
modelos constitutivos, ja na trelica esbelta essa concordancia € menor, ja que a diferenca
percentual cresce. Isso indica que a esbeltez da trelica pode levar a resultados menos

precisos quando comparados com resultados de trelicas abatidas.

Comparando a diferenca percentual entre os resultados obtidos pela mesma metodologia
para os dois modelos constitutivos para cada caso de trelica (coluna 1 e 2) observa-se que
os valores diminuem a medida que a esbeltez da trelica aumenta, indicando a menor

influéncia do modelo constitutivo nesses resultados.

Todavia, a variagdo entre os modelos constitutivos é elevada, e essa variagdo deve-se pelo
fato dos modelos constitutivos possuirem diferengas matematicas em suas formulacoes
relacionadas com invariantes que influenciam na resposta ndo linear dos modelos
constitutivos, ocasionando os resultados diferentes. Observa-se com que essa diferenca
percentual, que diferentes modelos constitutivos influenciam na resposta podendo levar
a resultados mais ou menos conservadores, sendo necessario uma andlise de qual modelo

representa melhor o problema fisico a ser estudado.
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Por Gltimo apresenta-se a relacdo de carga adimensional (P), dada pela equagédo 2, com o
deslocamento dividido pela altura para assim obter-se uma relagéo das cargas e dos

deslocamentos unitarios das trés estruturas que sao apresentados na Figura 4.4 a seguir.

2P
P= —imm )
— w*Hnm
Em que P é a carga adimensional, P é a carga em cada ponto do caminho ndo linear, w €
a frequéncia de vibracdo relacionada com a carga P aplicada, H é a altura da treliga, n é o

numero de barras da trelica, m é a massa da barra.

Figura 4.4 — Relagdo da carga (P) com o deslocamento/altura (w/H)
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A partir da Figura 4.4 observa-se que as trés trelicas possuem trés pontos em comum em,
w/H igual a0, -1 e -2, ou seja, partem e chegam na mesma configuracdo e também mudam
o sinal do carregamento em w/H =-1. A carga PLim das trés estruturas esta proxima
variando de uma relagdo entre 0,2 e 0,25. As trelicas abatida e intermediaria possuem
comportamentos semelhantes. Porém a trelica esbelta possui um comportamento mais
singular em que a carga cresce de forma mais suave inicialmente e ocorre uma grande
amplitude de carga em uma pequena variac¢ao da relagcdo w/H proximo a -1 em relacéo as

demais treligas.
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Observa-se que ha pouca ou henhuma variagao entre as respostas obtidas pelos diferentes
modelos constitutivos nos trés casos em estudo. Além disso, percebe-se que para a trelica
abatida (B/H = 5) e para a trelica intermediaria (B/H = 2,5) 0 PLim aumenta, ou seja a
medida que a trelica abatida se torna mais esbelta o seu valor de carga limite aumenta.
No entanto, para a trelica esbelta o valor de PLim € menor do que da trelica B/H=2,5¢
intermediério com relagdo a trelica B/H = 5. Também é perceptivel que na trelica com
B/H = 0,2 os modelos constitutivos ndo sao tdo coincidentes como nas demais relacoes

B/H apresentadas, principalmente entre os valores de w/H de -1,25 e -0,25.
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5 CONCLUSOES

Nesse trabalho é estudado o comportamento estrutural de trelicas espaciais utilizando-se
o0 MEF via Abaqus®, visando analisar o comportamento estatico linear, como a carga
critica e o ponto limite para o modo de flambagem; e o comportamento ndo linear como

0 caminho ndo linear de equilibrio.

Assim sendo, em relagdo a frequéncia natural das trelicas € concluido que a medida que
a trelica torna-se mais esbelta, menor é a diferenca percentual entre os modelos
constitutivos, mostrando que quanto maior a esbeltez as frequéncias tendem a se
aproximar. Além disso, a diferenca percentual entre os modelos fica em torno de 8% para
todas as trelicas, mostrando que eles trabalham em frequéncias proximas e isso é devido

a formulagdo matematica dos modelos constitutivos.

Outro resultado obtido a partir de uma analise linear € o da carga critica, e observa-se que
para os dois modelos utilizados os valores sdo proximos nos trés casos estudados. Assim,
observa-se que para solucdes lineares neste tipo de problema a influéncia do modelo
constitutivo para a representacdo do material € baixa. Isso pode ser explicado na presenca
dos termos lineares e ndo lineares nos invariantes de deformagéo utilizados nos modelos

constitutivos.

Para a analise da carga limite no método da relacéo da carga com a frequéncia ao quadrado
a medida que a trelica é mais esbelta, maior é a carga limite. Quando comparam-se as
cargas limite e critica, o erro percentual para a trelica intermediaria diminui em relacdo
ao erro das trelicas esbelta e abatida, mas a trelica esbelta apresenta um erro percentual
bem maior que as demais, mostrando que ndo é possivel utilizar a resposta linear para a

obtenc&o da carga critica para trelicas esbeltas sem obter-se erros elevados.

Em seguida calcula-se o caminho n&o linear de equilibrio, de onde pode-se obter as cargas
limites onde a treliga “salta” para outra configuragdo. Verifica-se que para as treligas
abatida e intermediaria o caminho ndo linear é semelhante, de acordo que os incrementos
sdo aplicados mostram-se variacGes de deslocamento gradativas. Ja para a trelica esbelta
0 comportamento ndo linear € mais brusco, mostrando que em alguns momentos

pequenos incrementos provocam grandes deslocamentos.
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Comparando-se os resultados de carga limite e caminho néo linear de equilibrio obtidos
com a utilizacdo dos diferentes modelos constitutivos observa-se que de acordo com o
aumento da esbeltez, a diferenca percentual entre eles diminui. Observa-se que para as
trelicas abatidas a solucao utilizando o modelo neo-Hookeano apresenta valores maiores

de resultados, enquanto que para a trelica esbelta essa diferenca é minima.

Por altimo através da relagdo da carga adimensional versus deslocamento/altura, conclui-
se que as trelicas abatidas possuem um comportamento muito préximo independente do
modelo constitutivo usado, e que com a diminuicdo de relacdo B/H ocorre um aumento
do valor de carga limite da trelica. Ja para a trelica esbelta esse comportamento idéntico
para os dois materiais constitutivos ndo ocorre, sendo que a trelica composta de material
do tipo neo-Hookeano apresenta valores mais baixos de carga, levando a resultados mais

conservadores.
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