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RESUMO 

 Com o desenvolvimento dos estudos acerca dos materiais de construção utilizados na 

construção civil, surgiu a proposta da utilização de materiais elastoméricos em elementos 

estruturais. Capazes de vencer grandes vãos, com baixo peso próprio e a proposta de 

modernas concepções arquitetônicas, as membranas estruturais vem ganhando espaço como 

solução estrutural na engenharia sendo utilizadas por exemplo como cobertura de edifícios. 

No presente trabalho, será estudado o comportamento estático de uma membrana de 

geometria anelar composta de material elastomérico do tipo neo-Hookeano, tracionada 

transversalmente no seu bordo interno. A análise do comportamento da membrana 

compreende a análise das tensões variando sua geometria, assim como o estudo comparativo 

com a bibliografia, afim de observar o comportamento da membrana próximo à ruptura. 

 Observou-se que em uma membrana anelar elastomérica de material neo-Hookeano, 

tracionada transversalmente em relação a seu bordo interno, o comportamento apresentado 

configura-se com menor não linearidade sob maiores esforços trativos, com redução de 

espessura próximo ao seu bordo interno, região onde haverá a ruptura do material devido à 

tensões na direção aproximadamente radial submetida à membrana. São apresentadas, 

também, relações entre suas características geométricas, afim de proporcionar o maior 

aproveitamento do material . 
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1 INTRODUÇÃO 

 A história da engenharia estrutural evoluiu com o uso de novos sistemas estruturais e 

novos materiais. Desde estruturas mais robustas, como pirâmides construídas no Egito (por 

volta de 2600 a.C.), até estruturas mais esbeltas, como o edifício Burj Khalifa nos Emirados 

Árabes, é possível observar a evolução dos sistemas estruturais e materiais utilizados para 

essas construções. 

 Já na história mais recente, após a expansão da utilização de modelos matemáticos 

mais sofisticados, juntamente com programas computacionais extremamente apurados, é 

possível chegar a análises mais detalhadas sobre o comportamento das estruturas. Essa 

evolução do estudo da engenharia estrutural tornou possível o dimensionamento de estruturas 

mais esbeltas, vencendo longos vãos de forma precisa e segura. Dentro deste contexto, surgiu 

a necessidade do estudo de outros materiais para serem utilizados estruturalmente na 

engenharia civil, como por exemplo, os materiais elastoméricos que possuem grande 

capacidade de deformar. 

1.1 Membranas Estruturais Elastoméricas 

 O estudo acerca de membranas  elastoméricas abrange diversas áreas do 

conhecimento, como as da biomecânica, estruturas aeroespaciais, estruturas infláveis e de 

construção civil. Para cada área, o conceito de membrana segue uma propriedade. O termo 

membrana, na mecânica das estruturas, caminha no sentido de uma estrutura muito fina, com 

rigidez a flexão nula (ou desprezível) e que não suporta esforços de compressão. Com a 

evolução arquitetônica das construções e a tendência de se construir estruturas mais esbeltas e 

leves, a utilização de membranas compostas de materiais elastoméricos em construções civis 

tornou-se mais habitual. 

 Na Figura 1.1 são apresentados alguns exemplos de utilização de membranas 

estruturais. 
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Figura 1.1 - Exemplos de aplicação de membranas estruturais. a) Membrana de cobertura;  
b) Membrana espacial; c) Estruturas infláveis; d) Estruturas temporárias 

  

a) Membrana de cobertura 

Fonte: SOARES (2009) 

b) Membrana espacial 

Fonte: SOARES (2009) 

 

 

c) Estruturas infláveis 

Fonte: SOARES (2009) 

d) Estruturas temporárias 

Fonte: SOARES (2009) 

 Nesse sentido, o estudo estático e dinâmico de membranas estruturais é imprescindível 

para o dimensionamento de estruturas duráveis, econômicas, esteticamente agradáveis e, 

principalmente, seguras, utilizando dessa técnica construtiva. 

1.2 Justificativa 

 Membranas estruturais elastoméricas, por suas características de leveza, velocidade de 

montagem e desmontagem, formatos modernos em concepções arquitetônicas e alta 

capacidade de deformação, são cada vez mais freqüentes em construções na área de 

engenharia civil. Elas são capazes de vencer grandes vãos, permitindo a edificação estruturas 

mais esbeltas, com menor solicitação da estrutura de sustentação, resultando em uma estrutura 

eficaz e de menor custo. Dessa maneira, o estudo de seu comportamento é de grande interesse 

para a sua correta aplicação como coberturas de edificações. 



Análise de membrana estrutural como elemento de cobertura de edificações 7 

 

J.G.S.L.Cardoso 

1.3  Objetivo Geral 

 O presente trabalho tem como objetivo geral o estudo do comportamento estático de 

membranas constituídas de material elastomérico de geometria anelar, empregadas como 

elementos de cobertura de edificações de construção civil. 

1.3.1 Objetivos Específicos 

 Neste trabalho será estudado o comportamento de uma membrana estrutural anelar, 

feita de um material elastomérico do tipo neo-Hookeano. Para isso serão analisadas as tensões 

e deslocamentos da membrana submetida à um carregamento trativo transversal em sua borda 

interna. Será realizada uma análise paramétrica das dimensões da membrana com a 

verificação da tensão de ruptura da mesma, obtidas na literatura. 

1.4 Metas 

 O presente trabalho tem como meta o estudo dos modelos constitutivos que regem o 

comportamento de membranas hiperelásticas. Além disso, a obtenção de equações de 

equilíbrio que representam o comportamento estático de membranas anelares submetidas à 

cargas trativas transversais na borda interna. A partir do conhecimento dessas equações, 

escritas em função das coordenadas deformadas, solucionar o sistema utilizando métodos 

numéricos, obtendo-se, assim, deslocamentos e tensões na membrana. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 Neste capítulo, serão abordados os estudos acerca dos materiais elastoméricos, e 

alguns dos principais modelos constitutivos que representam o comportamento destes 

materiais. Em seguida, serão abordados estudos acerca do uso de materiais elastoméricos na 

engenharia civil, assim como suas principais conclusões sobre seu comportamento. 

2.1 Materiais Elastoméricos 

 O uso de elastômeros na engenharia, ao invés de materiais mais convencionais da 

engenharia civil como o aço e o concreto, cresceu muito nas últimas décadas. Materiais como 

as borrachas possuem uma relação entre tensão e deformação, independente do nível de 

solicitação, caracterizada por um comportamento não-linear em relação a característica 

constitutiva do material. 

 Nos materiais elastoméricos, onde se enquadram os hiperelásticos, não se aplica a lei 

de Hooke, não sendo possível se relacionar as deformações do material com as tensões a eles 

aplicadas proporcionalmente, utilizando-se uma ou mais constantes para representar as 

propriedades do material. Neste caso, a forma mais comum de relacioná-los é a partir de 

alguma função que relacione a sua energia e a deformação do material, que segue a forma 

(HOSS, 2009): 
















ij

ij

W
f


  (2.1) 

onde W é a energia de deformação do material por unidade de volume e ij são as extensões 

principais. Dessa forma, enquanto para os materiais Hookeanos é possível se determinar 

características como tensão de escoamento, módulo de elasticidade, diretamente pelos 

diagramas de tensão versus deformação, em materiais hiperelásticos, estes parâmetros são 

variáveis em cada ponto da curva. 

 De forma geral, a principal abordagem na modelagem de um material hiperelástico é a 

determinação de uma relação constitutiva apropriada. A evolução dos modelos de materiais 
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hiperelásticos seguem a ordem apresentada na Figura 2.1, listando alguns notáveis trabalhos 

acerca do estudo de materiais elastoméricos. 

Figura 2.1 – Classificação de alguns modelos constitutivos de materiais elastoméricos. 

 

Fonte: adaptado de HOSS (2009) 

 Segundo Hoss (2009), os Modelos Fenomenológicos são baseados no comportamento 

observado do material em testes experimentais. Nesta categoria, os modelos ponderam os 

papéis das diversas variáveis, onde fatores como incompressibilidade, deformações 

hidrostáticas ou distorcionais são majoradas ou reduzidas, de acordo com o modelo que 

seguir. Vale salientar que nestes modelos, considera-se que a borracha é um material 

isotrópico em sua forma fundamental, ou seja, uma cadeia randomicamente orientada de 

elastômeros. Já os modelos micromecânicos são baseados no estudo das ligações químicas do 

material. Nesta categoria, características como comprimento de cadeias moleculares, número 

e tipo de ligações químicas, assim como variáveis termodinâmicas são comumente utilizadas 

na construção dos modelos. 

 O modelo Mooney-Rivlin, que possui várias versões, é um dos modelos clássicos mais 

celebrados no estudo do comportamento de materiais elastoméricos. Neste, sua equação 

Modelos Hiperelásticos

Modelos 
Fenomenológicos

Modelos 
Micromecânicos

Odgen (1972)

Fung (1967) 

Moony – Rivlin (1951)

Killian (1981)

Van der Waals (1982)

Yeoh (1990)

Neo – Hookeano (1943)

Arruda – Boyce (1993)
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básica é, em geral, baseada nos primeiro e segundo invariantes de deformação propostos por 

Rivlin e Saunders, em 1951. O modelo neo-Hookeano, proposto por Treolar em 1943, é um 

caso particular de Mooney-Rivlin. Este modelo foi publicado anteriormente à publicação de 

Rivlin e Saunders, razão pela qual o modelo Mooney-Rivlin é comumente referenciado como 

um modelo neo-Hookeano generalizado. (HOSS, 2009) 

 Outro modelo de destaque no estudo de materiais elastomérico foi o proposto por 

Fung1 (1967 apud HOSS, 2009) que descreve o comportamento de materiais biológicos. É um 

modelo semelhante ao de material neo-Hookeano, em que sua relação constitutiva relaciona a 

energia de deformação com o módulo de cisalhamento inicial do material e uma constante do 

material. 

 O modelo proposto do Odgen2 (1972 apud HOSS, 2009) é outro modelo de bastante 

destaque no estudo de materiais hiperelásticos, e possivelmente, um dos mais conhecidos. 

Este modelo é baseado nas deformações principais, e não nos invariantes de deformação. Este 

modelo permite, também, a obtenção de outros modelos, como o de Mooney-Rivlin e o neo-

Hookeano, por simplificação. 

 Segundo Hoss (2009), Kilian propôs um modelo que correlaciona as equações 

constitutivas de hiperelasticidade com a equação de estado para gases de Van der Waals. Este 

é baseado apenas no primeiro invariante de deformações, e é o primeiro modelo a empregar 

base logarítmica em sua equação constitutiva. Já o modelo de Van der Waals é uma 

atualização do modelo de Kilian, expresso em função dos primeiro e segundo invariantes de 

deformações, onde relaciona parâmetros do material, destacando-se o parâmetro que controla 

as mudanças de curvatura para os diferentes modos de deformação. 

 Selvadurai (2006) propôs um estudo a partir de uma membrana elastomérica circular, 

onde esta foi exposta a esforços uniaxiais, utilizando-se de diversos modelos constitutivos 

dispostos na literatura afim de caracterizar o comportamento constitutivo da membrana. 

___________________________________________________________________________
1FUNG, Y.C.B. Elasticity of soft tissues in sample elongation. American Journal of 

Physiology vol. 213, pp. 1532-1544, 1967. 

2OGDEN, R. Non-Linear Elastic Deformations, New York: Dover Publications, 1984.
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  A partir dos experimentos, foram desenvolvidas estimativas computacionais, para 

determinar o comportamento da membrana defletida, com específicos níveis de tensão. Os 

estudos desenvolvidos pelo autor determinam as tensões admissíveis e de ruptura de uma 

borracha seguindo vários modelos constitutivos, inclusive o modelo neo-Hookeano, e 

determinou as constantes que caracterizam a propriedade mecânica do material para cada 

modelo constitutivo estudado. 

2.2 Membranas Hiperelásticas 

 Os estudos acerca de membranas hiperelásticas com grandes deformações utilizando 

soluções analíticas são poucos. Devido ao comportamento não-linear das membranas, 

diversos estudos foram feitos de forma experimental, em que a partir dos resultados obtidos, 

considera-se um modelo que melhor se encaixasse no comportamento observado. 

 Dentre as contribuições experimentais importantes na solução de problemas de 

estabilidade e equilíbrio de membranas, destaca-se o de Pamplona et al (2001) que elaboram 

uma análise experimental das deformações de uma mebrana cilíndrica, com fluido interno. 

Neste, são estudadas a influência de diferentes geometrias, forças axiais iniciais e volume no 

comportamento de uma mebrana composta por uma borracha plástica, homogênea e 

isotrópica, modelada enquanto um material neo-Hookeano incompressível. Nesta análise, 

define-se um ponto crítico de deformação da membrana, em que a partir deste, a membrana 

perde sua forma axissimétrica. 

 Foster1 (1967 apud SELVADURAI, 2006) estudou o comportamento de uma 

membrana hiperelástica circular plana, submetida à esforços provenientes da inflação da 

membrana, que tomou aproximadamente forma circular. Neste estudo, foram apresentadas 

comparações entre o estudo feito e o modelo neo-Hookeano. 

 Parte dos estudos sobre membranas hiperelásticas abordam o comportamento destas 

sob influência de carregamentos dinâmicos. Soares (2009) estuda as vibrações não-lineares de 

uma membrana hiperelástica, de material neo-Hookeano e geometria circular, 

___________________________________________________________________________
1Foster, H.O. Inflation of a plane circular membrane. J. Eng. Ind. vol. 89, pp. 403–407, 1967.
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com e sem furo. São abordadas as influências na variação da massa específica e espessura da 

membrana ao longo da direção radial, e as vibrações não lineares de uma membrana com uma 

inclusão rígida que traciona a membrana com seu peso próprio. Observa-se que a não-

linearidade da relação frequência-amplitude cresce à medida que a tensão inicial, devida à 

tração radial, decresce, sendo a não linearidade bastante acentuada para membranas levemente 

tracionadas. Além disso, a autora comparou de forma favorável seus resultados analíticos com 

os obtidos pelo método dos elementos finitos. 

 Na literatura já mais recente, pode ser destacado o estudo de Katsikadelis (2012), que 

aborda o comportamento de uma membrana viscoelástica plana, de material de Kelvin-Voigt 

submetida a esforços transversais dinâmicos. As equações que governam o comportamento da 

membrana são equações diferenciais fracionárias hiperbólicas, e o próprio autor propõe um 

modelo de equações diferenciais fracionárias parciais para a resolução das que governam o 

comportamento. Em seguida, são apresentados resultados numéricos, afim de demonstrar a 

eficiência do modelo de resolução proposto para o estudo de membranas viscoelásticas. 

 Osterlof et al (2015) elaboraram metodologias para o estudo de elastômeros 

preenchidos, a partir de curvas de descarregamento em tensão uniaxial. Elastômeros 

preenchidos apresentam um comportamento de histerese com o crescimento das tensões 

solicitantes. Assim, as curvas de carregamento, em geral, são compreendidas pelo 

comportamento elástico e inelástico da membrana solicitada, mesmo em baixas tensões 

solicitantes. Assim, o autor utilizou de curvas de descarregamento para descrever o 

comportamento elástico do material. O modelo utilizado considerou os primeiro e segundo 

invariantes de tensão, que se mostraram muito eficientes tanto nas medidas como na 

simulação de resultados.  

 Houveram também estudos da aplicação de processamento de imagens digitais para a 

análise de comportamento de membranas delgadas como por exemplo Jurjo et al (2015). Este 

estudo encaixa para um tipo muito particular de estrutura, e não pode ser monitorado por 

sistemas convencionais, em particular os que entram em contato com a estrutura, tal como 

sensores. 

 Silva (2015) aborda também o estudo de membranas hiperelásticas na análise de seu 

comportamento dinâmico linear e não-linear. Neste trabalho, considera-se a teoria da 
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elasticidade para a análise do comportamento de uma membrana retangular elastomérica, 

isotrópica, seguindo os modelos de Moony-Rivlin, neo-Hookeano e Yeoh. Para a obtenção 

das equações de equilíbrio estático e dinâmico, foram utilizadas as energias e trabalhos 

atuantes na estrutura, assim como o princípio de Hamilton aplicado na função de Lagrange. 

Foram utilizados os métodos de Runge-Kutta, Método da Força Bruta e Método da 

continuação para a resolução das equações, afim de investigar o comportamento dinâmico da 

membrana. No trabalho, Silva (2015)  constata que as bifurcações das membranas são do tipo 

Dobra Cíclica, e também que quanto menor o nível de tração, maiores eram as não-

linearidades da curva de frequência e amplitude da membrana, e verificou leves divergências 

no comportamento da membrana em cada modelo constitutivo analisado. 
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3 METODOLOGIA E MÉTODOS 

Será abordado o estudo analítico e numérico da aplicação de membranas hiperelásticas, 

como elementos estruturais de cobertura, considerando o modelo constitutivo do material do 

tipo neo-Hookeano. A membrana possui geometria anelar e será tracionada transversalmente 

no seu bordo interno, com o auxílio de um anel de peso desprezível, de forma a acrescentar 

rigidez à estrutura.  

 O estudo das equações de equilíbrio que governam o comportamento estático da 

membrana será desenvolvido, a partir de estudos da literatura, utilizando-se o programa 

computacional de álgebra simbólica Maple ®.  

 Posteriormente, com as equações de equilíbrio deduzidas, a configuração deformada 

será obtida com auxílio de um compilador em linguagem C, através dos seguintes métodos 

numéricos já implementados: 

 Shooting Method 

 Newton-Raphson 

 Runge-Kutta 

 Os resultados obtidos serão analisados e comparados com os resultados apresentados 

na literatura. Dentre esses resultados destacam-se os que determinam as máximas tensões em 

que as membranas do material neo-Hookeano trabalham anteriormente à ruptura. 
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4 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

 O problema abordado no presente trabalho trata-se de uma membrana hiperelástica 

anelar, composta de material neo-Hookeano e condição de contorno apoiada nos bordos. Essa 

membrana é dotada de um anel rígido em seu bordo interno, de peso desprezível, que é 

tracionado transversalmente à membrana, como pode ser observado na Figura 4.1. 

Figura 4.1- Membrana hiperelástica anelar. a) Configuração indeformada; b) Configuração 

deformada por tração transversal. 

 

 

a)Configuração indeformada b) Configuração deformada tracionada 

Fonte: adaptado de SOARES (2009) 

 Para um ponto Po  presente na configuração indeformada da membrana apresentada na 

Figura 4.1, têm-se as coordenadas apresentadas em (4.1), onde é a coordenada na direção 

radial da membrana indeformada, é a coordenada na direção circunferencial da membrana, e 

x3 é a coordenada na direção transversal à membrana. Já na configuração deformada, tem-se 

as coordenadas do ponto Po apresentadas na equação (4.2), onde r representa o raio da 

membrana tracionada, a coordenada circunferencial da membrana tracionada, e X3 a 

coordenada na direção transversal à membrana tracionada. 
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 Para uma membrana hiperelástica de material do tipo neo-Hookeano, a energia de 

deformação do material é escrita em função de uma constante que representa as propriedades 

mecânicas do material (C1) e o primeiro invariante de deformação (I1): 

 311  ICW  (4.3) 

 Dessa forma, segundo Soares (2009), no comportamento estático da membrana 

hiperelástica, que I1 pode ser relacionado com as extensões principais do material: 

2
3

2
2

2
11 λλλ I  (4.4) 

sendo possível se relacionar as extensões principais e , nas respectivas direções 

principais, do material com as coordenadas da membrana. Considera-se que neste problema 

de elaboração do comportamento estático da membrana hiperelástica que há apenas a força de 

tração transversal uniformemente distribuída ao longo do anel de peso específico desprezível 

atuando. Dessa maneira, a coordenada circunferencial  não influencia na resposta do 

problema. Além disso, considera-se a incompressibilidade do material, o que permite que a 

terceira extensão principal () seja escrita em função das outras duas. Assim tem-se que as 

extensões principais podem ser escritas como: 



Análise de membrana estrutural como elemento de cobertura de edificações 17 

 

J.G.S.L.Cardoso 

 2
,

2
,1λ  zr   (4.5) 


r

2λ  (4.6) 

)(
λ

2
,

2
,

3





zrr 
  (4.7) 

onde
 d

d )(
)( ,   

 Dessa forma, combinando as equações (4.4) até (4.7), tem-se que o primeiro invariante 

pode ser escrito como: 
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Assim, a energia de deformação pode ser relacionada com a equação (4.3), resultando 

em: 
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 Sendo assim, Soares (2009) utiliza do princípio da energia potencial estacionária para 

obter as equações de equilíbrio: 
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E condições de contorno: 
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 Particularizando o sistema das equações de equilíbrio para o carregamento, 

considerando todos os deslocamentos axissimétricos, tem-se as equações de equilíbrio que 

regem o comportamento do problema em função das coordenadas radial r () e transversal z 

() da membrana tracionada transversalmente 
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 As equações (4.16) e (4.17) foram encontradas a partir substituição nas equações (4.10) 

e (4.11) da função energia de deformação pela equação (4.9). Utilizando-se do programa 

computacional Maple, foi possível o desenvolvimento das equações. 
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 Segundo Soares (2009), o sistema de equações corresponde ao chamado problema de 

valor de contorno onde uma condição de contorno é conhecida em = o e uma é conhecida 

em = Ro. Porém, necessita-se de duas condições iniciais, então a condição de contorno livre 

é inicialmente arbitrada e ajustada pelo shooting method e a integração numérica realizada 

pelo método de Runge-Kutta, sendo a convergência da solução obtida pelo método de 

Newton-Raphson. Dessa maneira, neste trabalho é usada uma metodologia incremental 

iterativa, onde, a partir de uma configuração de equilíbrio conhecida, é obtida uma nova 

configuração de equilíbrio associada a um incremento do parâmetro de controle. Isto é feito 

usando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem para integrar o sistema de equações 

diferenciais que descreve o problema e o algoritmo de Newton Raphson para minimizar o erro 

nas condições de contorno. 

 De forma a aplicar os métodos numéricos nas equações de equilíbrio utilizando 

compilador C, foram obtidas as seguintes equações diferenciais de primeira ordem: 
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 Analisando-se as equações de equilíbrio, é possível perceber que estas estão em 

função da coordenada radial (do raio da membrana deformada (r) e da coordenada na 

direção transversal da membrana deformada (z). Observa-se também que as equações de 

equilíbrio não relacionam explicitamente as deformações da membrana com as tensões a ela 

aplicadas. Com isso em vista, foram obtidas, também, as expressões das tensões em função 

das coordenadas indeformada e deformada da membrana (SOARES, 2009): 
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 E, utilizando a condição de contorno (4.11) obtém-se a força transversal linearmente 

distribuída aplicada ao anel, de peso desprezível, presente na borda interna da membrana 

como (SOARES, 2009): 
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS 

 Para os resultados numéricos obtidos neste trabalho adotou-se como constante 

constitutiva do material C1 = 0,17MPa e espessura da membrana, H = 0,001 m. Como o 

processo de análise foi feito em duas etapas, os demais parâmetros geométricos foram 

considerados variáveis. Na primeira etapa é analisado o comportamento da membrana sujeita 

a variação da coordenada transversal (z), entre 0,30 m < zf < 0,80 m, e na segunda etapa varia-

se a coordenada radial do bordo interno da membrana (), entre 0,1m < o < m. 

 A partir dos resultados obtidos em ambas as análises, foi feito um estudo comparativo 

em relação ao estudo de Selvadurai (2006), no qual são apresentadas as tensões de ruptura 

para uma membrana modelada com diferentes modelos constitutivos, dentre eles, de material 

neo-Hookeano. A partir deste estudo verificou-se que as tensões de Cauchy de ruptura das 

direções principais da membrana utilizada correspondem a 1 = Pa, e 2 = 0,32MPa. 

5.1 Variação da Coordenada Transversal (z) 

 Para a análise de resultados desta etapa, foram fixadas as dimensões dos bordos 

interno (0) e externo (R0) da membrana estrutural indeformada, sendo estes 0,2 m e 1,0 m 

respectivamente. A estrutura foi submetida a tração transversal em seu bordo interno, 

variando a altura do bordo interno em relação ao seu estado indeformado (zf = 0). 

 Inicialmente,apresenta-se na Figura 5.1 a forma como a membrana se deforma, de 

acordo com a variação da coordenada transversal deformada em metros em relação à 

coordenada radial indeformada em metros. Observa-se que com o acréscimo de altura, e o 

conseqüente acréscimo de esforços trativos, a membrana comporta-se de forma cada vez 

menos não linear, se comparado com seu comportamento nos menores deslocamentos. 

 Apresenta-se na Figura 5.2 a variação do deslocamento radial (u) em metros em 

função da coordenada radial indeformada em metros para diferentes valores de tração 

transversal. Na Figura 5.2 (a) são mostradas as relações para valores de tração transversal 

mais baixos, nos quais a membrana não está próxima à ruptura, já na Figura 5.2 (b) as 
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relações apresentadas são para valores de tração transversal próximos aos que causam a 

ruptura da membrana. 

Figura 5.1 - Coordenada transversal (z) da membrana deformada versus coordenada radial () 
da membrana indeformada. 

 

 

Figura 5.2 - –Deslocamento radial em função da coordenada radial indeformada para 
diferentes valores de coordenada transversal. 
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 Dessa forma, na Figura 5.2 (a), observa-se que para os valores apresentados, o 

deslocamento radial é negativo, representando neste que, para um ponto qualquer da 

membrana, este tende a aproximar-se do bordo interno. Já na Figura 5.2 (b), é possível 

observar que sob maiores esforços trativos, o comportamento da membrana passa a ser 

diferente, onde os pontos da membrana começam a se deslocar de tal forma que se aproxima 

do bordo externo, apresentados no trecho onde há deslocamento radial positivo. Para a curva 

em que zf = 1,26 m, observa-se que de 0,2 m a aproximadamente 0,6 m, a membrana 

aproxima-se do bordo externo. Nesta mesma curva, o trecho que varia de 0,6 m a 1,0 m 

representa o intervalo onde os pontos da membrana aproximam-se do bordo interno. Estes são 

divididos pela linha tracejada de u = 0 m, onde esta representa o deslocamento radial nulo. Já 

para a curva em que zf = 1,50 m, altura que a membrana atinge a tensão de ruptura proposta 

por Selvadurai (2006) na primeira direção principal, durante todo o seu comprimento radial, a 

membrana aproxima-se do bordo externo. 

 Na Figura 5.3, apresenta-se a relação de espessura (h/H) em função da coordenada 

radial em metros. Essa relação de espessura representa a relação entre a espessura inicial da 

membrana estrutural e a espessura da membrana tracionada em cada ponto observado.  

Figura 5.3- –Relação normalizada da espessura versus coordenada radial indeformada. 

 

 A partir da Figura 5.3 observa-se que a espessura da membrana sujeita a menores 

esforços trativos tende assintoticamente para um limite superior, com variação de 

comportamento com menor influência não linear. Ao acrescer-se a tração, a espessura tende a 
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variar de forma mais não linear, com variação brusca próxima ao bordo interno da membrana. 

Com a maior redução da espessura da membrana nas regiões próximas ao bordo interno, 

espera-se que nessas regiões as tensões principais sejam de maior magnitude, e que a ruptura 

ocorra nesta região. 

 Para a melhor compreensão deste comportamento apresenta-se na Figura 5.4 a 

variação das tensões principais de Cauchy 1 e 2 ao longo do comprimento radial da 

membrana indeformada em metros para diferentes valores de tração transversal. 

Figura 5.4 - Distribuição das tensões principais ao longo da coordenada transversal radial: 

(a) 1;  (b) 2 

  

(a) . (b) 

 Na Figura 5.4 (a) observa-se que para menores valores de esforços trativos, a tensão é 

acrescida de forma quase linear, com pequeno aumento em relação à tensão inicial. Já com o 

acréscimo de tensão, em valores próximos à tensão de ruptura, que ocorrerá na direção 2, 

observa-se o acréscimo elevado da tensão próximo ao bordo interno da membrana. Na Figura 

5.4 (b), observa-se o comportamento das tensões principais de Cauchy na direção 2, que se 

comportam de forma semelhante com o que foi apresentado no gráfico que representa o 

comportamento das tensões com o comportamento praticamente linear para menores 
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valores de translação transversal, e, progressivamente, elevando a inclinação das curvas de 

tensão. 

 Com o acréscimo de tensões obtidos a partir do progressivo aumento da translação 

transversal, observa-se na Figura 5.5 (a) o comportamento das tensões que com o 

acréscimo de cargas trativas apresentam o crescimento cada vez mais brusco na aproximando-

se dos pontos de coordenada circunferencial  m. Nesta direção não haverá a ruptura, 

que está representada pela linha tracejada no gráfico, onde a tensão de ruptura de Selvadurai 

(2006), MPa. Na Figura 5.5 (b), observa-se o comportamento das tensões com o 

variação da translação transversal em relação a membrana indeformada. Neste, as curvas 

apresentam maior inclinação para menores valores de cargas trativas, e, ao aproximar-se da 

tensão de ruptura apresentada por Selvadurai (2006),  MPa, representado pela linha 

tracejada no gráfico, as tensões tendem a manter-se constante, até haver a ruptura em zf = 1,50  

metros. 

Figura 5.5- Distribuição das tensões principal ao longo da coordenada transversal radial para 
valores próximos da tensão que causa a ruptura. a) b) 

  

(a) . (b) 

 Nesta etapa de resultados numéricos, a partir da equação (4.24), foram obtidos os 

esforços trativos a que a membrana sujeita a variação da sua coordenada transversal no estado 

deformado. A partir da Tabela 1 apresentada a seguir, observa-se que a tração (F) aumenta de 
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acordo com o aumento da coordenada transversal, mas que o aumento incremental percentual 

F/F0 diminui ao longo do acréscimo de coordenada transversal. 

 Porém, a partir da análise dos valores de tensão na direção principal , percebe-se que 

o incremento de tensão nesta direção é cada vez maior, de acordo com o incremento do 

comprimento transversal da membrana tracionada. Este comportamento pode ser observado 

na Figura 5.5 (a), onde nas curvas de maior valor de zf, estas tendem a crescer bruscamente. 

Tabela 1- Incremento dos esforços trativos e tensões principais em função da variação da 
coordenada transversal deformada 

 

Fonte: O autor 

 Já em relação às tensões , os valores de tensão crescem mais rapidamente até o 

comprimento transversal atingir 1,0 m, onde após este valor a tensão principal de Cauchy 

nesta direção permanece praticamente constante. Este comportamento pode ser comprovado 

pela relação incremental percentual , onde esta apresenta seus menores valores 

percentuais para o trecho entre zf = 1,00 m e zf = 1,50 m, onde os valores de tensão 

permanecem praticamente constantes até atingir a ruptura em zf = 1,50 m. Os gráficos 

apresentados nas Figura 5.4 (b) e Figura 5.5 também comprovam este comportamento 

apresentado.

zf (m) F (N) F/F MPa  MPa 

0,30 -96,5803 - 0,17 - 0,07 -
0,40 -198,856 106% 0,31 83% 0,12 63%
0,50 -330,087 66% 0,50 116% 0,17 65%
0,60 -478,786 45% 0,76 158% 0,21 58%
0,70 -635,458 33% 1,11 208% 0,24 45%
0,80 -794,267 25% 1,55 260% 0,27 33%
1,00 -1108,603 40% 2,67 674% 0,30 39%
1,10 -1262,667 14% 3,35 409% 0,31 11%
1,20 -1414,568 12% 4,11 455% 0,31 8%
1,30 -1564,454 11% 4,95 499% 0,32 6%
1,40 -1712,513 9% 5,85 542% 0,32 5%
1,50 -1858,937 9% 6,83 584% 0,32 4%

Análise dos esforços trativos e tensões
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 Dessa forma, a partir da premissa de que as tensões são obtidas em função das 

características geométricas da membrana, é esperado o mesmo comportamento para 

membranas com dimensões proporcionais à membrana estudada neste trabalho. Logo, a partir 

da Tabela 1 observa-se que para uma membrana hiperelástica de material neo-Hookeano de 

geometria anelar, tracionada transversalmente em relação ao seu bordo interno, a redução do 

incremento de tensão na direção da ruptura  ocorre a partir de zf = 1,00 m, para uma 

membrana onde a dimensão radial do seu bordo interno corresponde a 0,20 m. Para essa 

configuração geométrica é necessário aplicar aproximadamente 60% da tração que 

corresponde à translação transversal que leva o material à ruptura, e obtém-se cerca de 94% 

da tensão de ruptura. 

 Numa escolha visando a segurança e economia, ao considerar moderado esforço 

trativo e grande aproveitamento das tensões a que o material é submetido, de forma 

generalizada, a melhor opção converge para uma membrana estrutural anelar onde a 

translação transversal corresponde a 5 vezes ao raio do bordo interno da membrana. 

5.2 Variação da Coordenada Radial () 

 Nesta etapa da análise, considera-se a altura da coordenada transversal (z) da 

membrana tracionada zf = 0,8 m e varia-se a dimensão do bordo interno em 0,1 m <o< 0,5 m 

a fim de se observar a sua influência no comportamento da membrana. 

 Na Figura 5.6 apresenta-se a relação entre a coordenada transversal em metros, fixada 

no ensaio numérico com a variação do seu comprimento radial do bordo interno. As curvas 

apresentadas representam a configuração da membrana, em cada um dos casos apresentados.  

 Observa-se assim, que para menores valores de oa membrana está sujeita a maiores 

esforços trativos e comportamento próximo à uma reta, com menores inclinações em relação 

às membranas com valores de omais elevados. 

 Na Figura 5.7 apresenta-se o comportamento do deslocamento radial da membrana 

para diferentes valores do raio do bordo interno. Observa-se que para menores valores de 
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Figura 5.6- Variação da coordenada transversal da membrana deformada em relação a 
coordenada radial da membrana indeformada para diferentes valores de raio do bordo interno 

 

logo maiores esforços trativos, a membrana tende a deslocar-se na direção do bordo 

interno da membrana.  

 Com o decréscimo destes esforços, o comportamento do deslocamento radial 

representa a aproximação dos pontos da membrana em relação ao bordo externo, onde o 

deslocamento radial é positivo, e em = 0,5 m, todo o deslocamento radial apresenta-se  

Figura 5.7- Deslocamento radial em função da coordenada radial indeformada para diferentes 
raios do bordo interno 
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acima do deslocamento u = 0 m, representado pela linha tracejada na Figura 5.7. 

 Na Figura 5.8 apresenta-se a variação da relação de espessura de acordo com a 

coordenada radial, em metros. Observa-se que para maiores valores de raio do bordo interno o 

comportamento da variação de espessura é aproximadamente linear, e que, com o acréscimo 

de tração, ou seja, menores dimensões do bordo interno da membrana, a espessura decresce 

bruscamente nas extremidades próximas ao bordo interno, e tem comportamento mais não-

linear. 

Figura 5.8- Relação normalizada da espessura versus coordenada radial indeformada. 

 

 

 Da mesma forma da primeira etapa da análise, é razoável afirmar que as maiores 

tensões estão nas imediações do bordo interno da membrana, e que a ruptura ocorrerá nesta 

região. Em relação às tensões principais de Cauchy, em casos de membranas com menores 

valores de são esperados maiores valores de tensão. Da mesma forma obtida na primeira 

etapa da análise de resultados, os maiores valores de tensão se concentram mais próximos ao 

bordo interno da membrana. 

 Na Figura 5.9 apresentam-se as tensões de Cauchy para a variação das dimensões da 

coordenada radial do bordo interno da membrana, em metros. Observa-se na Figura 5.9 (a) 

que para menores valores de a variação da tensão se comporta de forma mais não-linear, 

enquanto para maiores valores, a não linearidade da curva diminui. 
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 Já na Figura 5.9 (b), observa-se em o mesmo comportamento em relação à não-

linearidade das tensões em membranas sujeitas a maiores esforços trativos, enquanto a 

aproximação de um comportamento linear no caso de membranas com o bordo interno de 

maiores dimensões, como em o = 0,5 m. 

 É possível observar, também, que próximo ao bordo externo da membrana, o 

comportamento das tensões é semelhante, em que este se altera ao se aproximar das 

intermediações do bordo interno. 

Figura 5.9- Distribuição das tensões principais em função da coordenada radial indeformada: 
a). ; b) 

  

(a) . (b) 

 Na Figura 5.10 é possível observar este comportamento, onde apresentam-se a relação 

das tensões de Cauchy e as tensões iniciais na membrana comparadas com a coordenada 

radial da membrana indeformada, em metros. Nota-se que as curvas apresentadas na Figura 

5.10 (a) se sobrepõem próximas ao bordo externo da membrana, e se distanciam ao longo da 

coordenada radial. Já na Figura 5.10 (b), observa-se um comportamento bastante semelhante 

de todas as curvas ao longo da direção radial da membrana, onde para maiores esforços 

trativos submetidos a membrana neste ensaio, os valores das tensões nesta direção 

representam uma extensão das curvas de tensão para menores esforços trativos. 
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Figura 5.10- Distribuição das relações normalizadas das tensões principais em função da 
variação da coordenada radial indeformada. a) b) 

  

(a) . (b) 

 Na Tabela 2 são apresentados os esforços trativos F(N) em função da variação da 

dimensão radial indeformada do bordo interno da membrana. Observa-se que para o 

incremento radial da dimensão deste bordo, o esforço trativo também aumenta, atingindo seu 

maior valor em 0 = 0,60 m. Em contrapartida, em relação às tensões nas direções de e 

o incremento não acompanha o acréscimo de tração, de forma que as maiores tensões são 

observadas para os valores mais extremos da dimensão radial do bordo interno, nas 

configurações de  = 0,10 m e = 0,60 m. Dessa forma os menores valores de tensão nas 

direções principais são observados em dimensões intermediárias, como  = 0,30 m. Observa-

se também que para dimensões radiais intermediárias deste bordo, o acréscimo de tensões 

também é menor na direção  em que é esperada a ruptura, de forma que eventuais 

acréscimos de tração não trariam significativos acréscimos desta tensão. 

 De forma que o estudo acerca do comportamento das membranas hiperelásticas são 

desenvolvidos a partir da conformação geométrica da membrana, é esperado comportamento 

semelhante para membranas definidas com dimensões proporcionais às membranas abordadas 

no presente estudo. 
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Tabela 2 - Incremento de esforços trativos e tensões principais em função da variação da 

coordenada radial indeformada 

 

Fonte: O autor 

 Assim, para o dimensionamento de uma membrana estrutural de geometria anelar, de 

material elastomérico do tipo neo-Hookeano, tracionada transversalmente a partir de seu 

bordo interno, a solução mais segura e econômica converge para uma membrana onde a 

relação das dimensões radias entre seus bordos interno e externo /R0 é de aproximadamente 

30%. De forma que o mesmo comportamento é esperado para membranas com dimensões 

proporcionais à membrana estudada, para esta relação, os valores da tensão na direção da 

ruptura apresentam suas menores magnitudes, e o acréscimo de tensão sob o acréscimo de 

tração é reduzido. 

  

  

  

(m) F (N) F/F MPa  MPa 

0,60 -3204,2 524% 2,51 - 0,29 -
0,50 -2261 340% 1,91 -24% 0,28 -5%
0,40 -1613,6 214% 1,59 -16% 0,27 -4%
0,30 -1145,7 123% 1,46 -8% 0,27 -2%
0,20 -794,27 55% 1,55 6% 0,27 1%
0,10 -513,54 - 2,33 51% 0,29 9%
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6 CONCLUSÕES 

 No trabalho apresentado, analisou-se o comportamento de uma membrana estrutural 

anelar, composta de material do tipo neo-Hookeano, utilizada como cobertura de edifícios. 

Para isso, analisou-se parametricamente a sua geometria e compararam-se os resultados 

obtidos em relação às tensões de ruptura do material obtidas na literatura. Os resultados 

numéricos foram obtidos a partir de ensaios numéricos variando-se a coordenada transversal 

deformada da membrana, assim como a coordenada radial da membrana indeformada. 

 Verificou-se nos estudos que com o aumento dos esforços trativos a que a membrana 

estrutural é submetida, esta possui conformação cada vez mais retilínea, onde os pontos da 

mesma tendem a aproximar-se do bordo externo com o acréscimo de tração. 

 A espessura da membrana também sofre alterações ao longo do acréscimo de tração 

transversal submetida a membrana indeformada, onde a espessura da membrana diminui ao 

aproximar-se do bordo interno da membrana ao longo da direção radial. Os valores das 

tensões principais de Cauchy também crescem progressivamente com o acréscimo de tração 

transversal, onde os maiores valores de tensão e  são observados nas menores 

coordenadas radiais da membrana deformada, ocorrendo a ruptura primeiramente na direção 

da tensão  

 Observou-se, também, que a membrana apresenta variações bruscas na direção de 

de acordo com o acréscimo da tração transversal, enquanto na direção apresenta tensões 

principais praticamente constantes, a medida que se aproximam das tensões de ruptura. Já 

para a variação das coordenadas radiais indeformadas, observa-se que os menores valores das 

tensões principais e são observados em o = 0,30 m. 

 Dessa forma, conclui-se que para a construção de uma membrana estrutural anelar de 

material neo-Hookeano, uma solução segura converge para uma membrana de translação 

transversal correspondente a aproximadamente 5 vezes a dimensão radial indeformada do 

bordo interno da membrana, z/o = 5, e com a dimensão radial indeformada do bordo interno 

correspondendo a 30% da dimensão radial indeformada do bordo externo, oRo = 0,30. 
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