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P. F. S. OLIVEIRA Resumo 

RESUMO 

As placas esbeltas são elementos estruturais laminares sem curvatura que apresentam uma das 

três dimensões significativamente menor do que as outras duas. São bastante comuns na 

Engenharia estando nas paredes das construções, telhados de prédios ou ainda nas demais 

lajes convencionais. Muitas das vezes como forma de incutir enrijecimento às peças, as placas 

apresentam uma ou mais dobras consecutivas. Esta técnica foi introduzida incialmente em 

telhados de galpões industriais da Europa Ocidental no século passado, visando vencer 

grandes vãos. As chamadas “folded plates” são deveras utilizadas e estudadas desde então, 

sejam em processos estáticos ou dinâmicos, ou considerando esforços de flexão ou 

compressão. Neste contexto, no presente trabalho foi estudado o comportamento estático 

linear de placas dobradas esbeltas compostas de material elástico linear quando submetidas a 

esforços de membrana obtendo-se as cargas críticas e modos de flambagem e não-linear, 

delineando o comportamento dos caminhos pós-críticos de equilíbrio. Para a solução do 

problema foi utilizado o método dos elementos finitos (MEF), com o auxílio do programa 

comercial ABAQUS®. Verificou-se a influência dos ângulos de dobra nos resultados das 

análises feitas, sobretudo sob aspecto de características geométricas consideradas para as 

placas dobradas em estudo. Observou-se que as dobras influenciaram diretamente nos valores 

de cargas críticas, mostrando-se maiores para valores de dobras intermediárias e regredindo 

quando próximos de uma angulação de 180° (configuração sem dobra).  Ainda, os caminhos 

pós-críticos tiveram comportamentos semelhantes independente da dobra, esta apenas induziu 

mais ou menos rigidez nas trajetórias não lineares das placas.  

 

Palavras-chave: Placas Dobradas. Esforços de Membrana. Cargas Críticas. Caminhos pós-

críticos. Método dos Elementos Finitos.  
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CAPÍTULO 1                                                            

INTRODUÇÃO 

As placas esbeltas são elementos estruturais caracterizados por terem duas dimensões maiores 

do que uma terceira dimensão e pela ausência de curvatura. De uso comum na engenharia em 

geral estão presentes no cotidiano nas lajes das edificações, em paredes de dry-wall e vedação 

de contêineres. Não diferentemente, as placas dobradas também conservam as mesmas 

características estruturais, entretanto, devido a presença do ângulo de dobragem, sua 

geometria é composta por no mínimo duas placas simples. Estão evidenciadas em telhados em 

dobra única ou sucessivas e são bastante utilizadas em arquitetura devido a estética que 

proporciona às edificações, como pode ser visto nas Figuras 1.1 e 1.2.  

Figura 1.1 – Telhados e Placas Dobradas 

 
Fonte: MARK KETCHUM’S, 20051 apud CUNHA, 2005. 

 

Figura 1.2 –Placas Dobradas na Arquitetura 

 
Fonte: LIMA, 2017 

 
1MARK KETCHUM’S Concrete Shell Photo Gallery. Disponível em: <http://www.ketchum.org/shellpix.html>. 

Acesso em: 26 jun. 2005.  
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A Engenharia é responsável por estudar e resolver problemas relacionadas a construção e 

modelagem de sistemas. Ainda, a Mecânica Estrutural estuda o comportamento das estruturas 

em geral, entre eles quando esta é perturbada, por exemplo, por vibrações como terremotos, 

ação dos ventos, ou até mesmo o peso de uma ou mais pessoas. Esta análise comportamental 

nem sempre é algo fácil de ser deduzido por meio de formulações teóricas, todavia, devido ao 

avanço de pesquisas, novas metodologias vêm sendo desenvolvidas para facilitar a 

compreensão destes modelos e consequentemente tem tornado mais viável o estudo de 

estruturas cada vez mais complexas. Neste contexto, o Método de Elementos Finitos (MEF) é 

uma metodologia bastante utilizada para compreensão dos mais diversos tipos de 

comportamentos de estruturas.   

O método foi desenvolvido a partir da ideia de discretização de sistemas de modo a usar 

partes de um elemento por meio de um modelo de cálculo e, a partir destes resultados, 

compreender o comportamento do todo. Diante disso, o MEF se mostra como uma alternativa 

para solucionar os problemas estruturais mais complexos, não de forma analítica, mas de 

forma aproximada, independente da condição de carregamento imposta e da forma da 

estrutura. (FILHO, 2000).  

As duas características básicas do MEF consistem na subdivisão da estrutura em pequenos 

elementos e na escolha do elemento adequado para modelar o problema físico estudado. 

Forma-se então uma malha com um número finito de pontos (pontos discretos) para 

determinadas condições e propriedades podendo descrever assim o problema por equações 

algébricas. É neste contexto que se difere do modelo contínuo, que por sua vez traz infinitos 

pontos e consequentemente, a solução para todos eles perante as equações diferenciais que 

descrevem o modelo. (SOARES, 2018). 

Quando se utiliza o MEF como ferramenta, os resultados discretos podem se tornar cada vez 

mais numerosos à medida que se aumenta discretização da malha, o que muitas das vezes não 

é algo fácil de ser obtido manualmente. O avanço das tecnologias computacionais tornou-se 

um grande aliado a estes problemas e programas comerciais como o ABAQUS® foram 

criados a partir dessas necessidades, e com o tempo tornaram-se bons meios de se obter 

resultados satisfatórios conforme os problemas a serem resolvidos passaram a apresentar cada 

vez mais variáveis.  

Logo, analisar a estabilidade de placas esbeltas sob esforços de membrana assim como outros 

elementos estruturais se faz necessária a compreensão dos fenômenos e comportamentos que 
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envolvem a perda de estabilidade que podem ser deveras trabalhosos pela metodologia 

clássica. Assim, o uso de ferramentas computacionais e metodologias alternativas como é o 

caso do MEF por meio do software ABAQUS® colaboraram ao estudo desenvolvido neste 

trabalho, trazendo eficiência às análises e resultados suficientes para a pesquisa. 

1.1. PLACAS ESBELTAS 

Considera-se como uma placa esbelta, um elemento retangular plano de comprimento a, 

largura b e altura h, onde a dimensão da altura é significativamente menor que as demais. Na 

Figura 1.3, a posição da placa está definida por um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z, 

onde x e y estão no plano médio da placa e z é medido a partir deste plano médio 

(MACHADO, 2007).  

Figura 1.3 – Placa Esbelta Retangular. 

 
Fonte: MACHADO, 2007. 

No estudo de placas simplifica-se o problema tridimensional a um problema bidimensional 

aproximado na linha o seu plano médio. A Teoria das Placas, quando considera a esbeltez, 

pode ser deduzida em termos das seguintes aproximações:  

• A espessura da placa é pequena se comparada com as outras dimensões;  

• O plano médio da placa não se alonga durante a flexão, permanece uma 

superfície neutra análoga ao eixo neutro de uma viga; 
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• Uma normal ao plano médio indeformado permanece reta, normal, e 

inextensível durante a deformação, de modo que as deformações normais e 

cisalhantes transversais possam ser desprezadas ao se derivar as relações 

cinemáticas da placa; 

• As seções planas giram durante a flexão, permanecendo normais à superfície 

neutra, de modo que as tensões e deformações sejam proporcionais à sua distância 

da superfície neutra; 

• As tensões normais transversais são pequenas quando comparadas com outras 

componentes de tensões normais, de modo que podem ser desprezadas nas relações 

tensão deformação.  

Estas aproximações são conhecidas como hipóteses de Kirchhoff (NOVOZHILOV, 

19532 apud MACHADO, 2007, p.22). 

Uma estrutura de placas dobradas consiste em uma série de placas planas rigidamente 

conectadas de modo a tornar o sistema estrutural capaz de suportar cargas fornecendo uma 

solução econômica e esteticamente agradável. (DESAI; KEWATE; HIRKANE, 2014).  

Diferencia-se das placas simples pela existência de um ângulo entre as partes que a compõe, 

como pode ser visto na Figura 1.4. 

Figura 1.4 – Estrutura de placas dobradas 

 
Fonte: GOMEZ, 2013 

 

1.2. ESTABILIDADE DAS ESTRUTURAS 

O colapso de uma estrutura pode ocorrer de várias formas diferentes, tais como: por 

esmagamento, fissuração, plastificação etc. Vê-se muito o dimensionamento das peças por 

meio do critério de resistência, entretanto, à medida que o elemento se torna mais esbelto, a 

estabilidade pode ser perdida a partir de um processo denominado flambagem que ainda pode 

 
2 NOVOZHILOV, V. V.. Foundations of the nonlinear theory of elasticity. Rochester, N. Y.: Graylock, 1953. 

233 p. 
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levar a ruína em virtude da presença de grandes deflexões laterais. Assim, para se projetar 

uma estrutura, deve-se ter atenção nos critérios de resistência e de estabilidade. 

(GONÇALVES, 1993).  

A capacidade de carga de uma dada estrutura, segundo o critério de resistência, depende 

apenas do limite de resistência do material sendo geralmente previsto analisando a estrutura 

com base em condições de equilíbrio ou equações de movimento escritas para a configuração 

não deformada da estrutura. Por outro lado, a carga para a qual o equilíbrio torna-se instável 

depende da geometria, em particular de algum parâmetro que mede a esbeltez e da rigidez da 

própria peça e é necessário que equações de equilíbrio ou movimento sejam formuladas com 

base na configuração deformada da estrutura (BAZANT; CEDOLIN, 2010).  

Ainda, à medida que o elemento se torna mais esbelto, a não-linearidade geométrica se torna 

cada vez mais importante e dá origem a vários fenômenos, como a existência de múltiplas 

configurações de equilíbrio (estáveis e instáveis) e de pontos de máximo e mínimo ao longo 

do caminho não-linear de equilíbrio, onde a estrutura pode exibir saltos dinâmicos 

(GONÇALVES,1993).  

Três critérios de Estabilidade são descritos na literatura para determinação de estabilidade 

estática um sistema elástico conservativo, sendo eles (GONÇALVES, 1993):  

• Critério estático de estabilidade, que descreve equações de equilíbrio estático para o 

sistema sujeito a pequenas perturbações verificando se as forças resultantes tendem a restaurar 

o sistema a seu estado original de equilíbrio;  

• Critério dinâmico de estabilidade, responsável por analisar se as frequências de 

vibração natural da estrutura submetida a um dado carregamento estático são reais e se o 

equilíbrio é estável. Se há uma frequência imaginária sequer, apresenta-se um estado instável. 

E se pelo menos uma das frequências naturais for nula sendo as outras reais e positivas, tem-

se um estado crítico;  

• Critério energético de estabilidade, conhecido por Princípio de Lagrange, por sua vez 

analisa comportamento do sistema estático dependendo apenas da energia potencial total do 

sistema. O Teorema de Lagrange explica que uma configuração é estável se o incremento na 

energia potencial total devido a um campo de deslocamentos adicional suficientemente 

pequeno e cinematicamente admissível é positivo. O equilíbrio é instável se o incremento é 

negativo para pelo menos uma configuração adjacente à configuração fundamental de 

equilíbrio. 



20  Análise de Estabilidade de Placas Dobradas por meio do Método de Elementos Finitos 

 

Capítulo 1 P. F. S. OLIVEIRA 

Dessa maneira, o estudo do comportamento de elementos estruturais esbeltos, como por 

exemplo placas, devem considerar os efeitos da estabilidade.  

1.3. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

O MEF quando associado a Engenharia Estrutural tem como objetivo a determinação do 

estado de tensão e de deformação de um sólido de geometria arbitrária sujeito a ações 

exteriores. Este tipo de cálculo tem a designação genérica de análise de estruturas e surge, por 

exemplo, no estudo de edifícios, pontes, barragens etc. É comum sua utilização na modelagem 

de sistemas, pois ele consiste em facilitar a análise do comportamento de uma estrutura ou o 

conjunto delas (AZEVEDO, 2003).  

Antes do aparecimento do MEF, a análise dos meios contínuos era efetuada por resolução 

direta dos sistemas de equações de derivadas parciais que regem o fenômeno, tendo em 

consideração as necessárias condições de fronteira. Para facilitar a aplicação desta técnica a 

problemas não elementares, era comum recorrer a séries de Fourier. Devido à sua 

complexidade, estes procedimentos só eram aplicáveis a meios contínuos homogêneos e de 

geometria simples (AZEVEDO, 2003). 

Com o aparecimento de estruturas cada vez mais elaboradas, os mesmos métodos limitavam 

bastante o estudo, uma vez que as análises se tornavam cada vez mais trabalhosas. Com o 

avanço computacional se propiciou o emprego do método dos elementos finitos (MEF) para 

facilitar a compreensão desses novos modelos estruturais que não se resolviam mais pelos 

procedimentos arcaicos da área.  

No MEF a estrutura estudada é dividida em pequenos subelementos, ou seja, é discretizada 

em elementos finitos, daí vem o próprio nome da metodologia adotada. Estes elementos 

podem possuir diferentes formatos como, por exemplo, triângulos ou quadrados para o caso 

bidimensional, e prismas ou quadriláteros para o caso tridimensional, sendo que a escolha 

depende do tipo de estrutura a ser analisada. Para os problemas bidimensionais, o elemento 

triangular é mais utilizado devido a sua capacidade de aproximar o contorno de estruturas 

com geometrias complexa. Os vértices de encontro desses elementos são chamados de nós ou 

pontos nodais, conforme ilustrado na Figura 1.5. 

As placas por suas características geométricas, em que se considera uma das dimensões 

menor do que as demais podem ser analisadas como um corpo plano, ou seja, para a análise 
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dela pode ser utilizada uma modelagem em malha bidimensional na superfície média. Tal 

constatação advém dos conceitos da Teoria das Placas, e do fato de poder descrever o 

problema apenas nas direções do plano x, y. 

Figura 1.5 - Malha bidimensional de elementos finitos. 

 
Fonte: SOARES, 2018. 

No MEF discretiza-se a estrutura, e a partir do trabalho com partes da mesma pretende-se 

compreender o elemento como todo. Para a utilização deste método é comum o uso de 

ferramentas computacionais, como o software ABAQUS®, que auxilia na modelagem do 

problema a ser resolvido.   

1.4. JUSTIFICATIVA 

As placas dobradas são amplamente utilizadas na Engenharia Civil principalmente na 

construção de telhados de edificações, em paredes portantes ou até em obras arquitetônicas 

monumentais etc. Os estudos encontrados nesta linha de pesquisa ainda não fornecem a total 

compreensão do comportamento relacionado a estabilidade desse tipo de estrutura. Este 

trabalho teve como intuito agregar mais conhecimento nesta área, ao analisar a estabilidade de 

placas dobradas sob esforços de membrana.  

Devido à complexidade que este tipo de análise possa apresentar, a utilização de ferramentas 

numéricas com o MEF por meio do software ABAQUS® foi a metodologia escolhida para a 

solução do problema em estudo. 

1.5. OBJETIVO GERAL 

O objetivo deste trabalho consistiu em analisar a estabilidade de placas dobradas de material 

elástico linear submetidas a esforços de membrana utilizando o MEF por meio do software 

comercial ABAQUS®. Para tal estudo foi investigada a influência dos ângulos de dobra nos 

comportamentos linear e não-linear.  
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1.6. OBJETIVO ESPECÍFICO 

O objetivo específico fundamentou-se em obter os carregamentos críticos em função do 

ângulo de dobra das placas, como também os modos de flambagem na análise linear do 

problema. Já para a análise não-linear objetivou-se o delineamento dos caminhos pós-críticos 

em função das características geométricas das placas e da angulação da dobra e, a obtenção da 

magnitude dos deslocamentos nas três direções da placa.  
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CAPÍTULO 2                                                                          

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Considera-se inicialmente uma placa retangular simplesmente apoiada nos quatro bordos, de 

lados a e b, sob esforço de membrana representado por forças uniformemente distribuídas Ny, 

ao longo dos lados y = 0 e y = a como pode ser visto na Figura 2.1 (ALMROTH; BRUSH, 

2005).   

Figura 2.1 – Placa Retangular submetida a esforços de membrana 

 
Fonte: CUNHA, 2005. 

 

Quando esta é submetida a um carregamento nos bordos, pode sofrer um fenômeno conhecido 

como flambagem, e adquirir uma configuração semelhante ao que é mostrado na Figura 2.2. 

Figura 2.2 – Placa carregada em sua configuração de flambagem 

 
Fonte: MACHADO, 2007. 
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Tal configuração que está interligada aos conceitos de estabilidade revela importantes 

características do comportamento desses elementos estruturais laminares, que são objetos de 

estudo neste capítulo.  

2.1. CONCEITOS E FUNDAMENTOS 

Quando se fala de estabilidade estrutural é preciso relacionar a trajetória (carga x 

deslocamento) cujo traçado descreve a transição de caminhos estáveis para não estáveis. É 

através desse processo que se determina a instabilidade de um corpo que pode ocorrer de 

diferentes formas, tais como, bifurcacional ou snap-trough (REIS; CAMOTIM, 2001). 

A instabilidade bifurcacional é descrita por três conceitos básicos: uma trajetória de equilíbrio 

fundamental (descrita por equilíbrio trivial – análise linear), uma trajetória de equilíbrio pós-

curvatura que não passa pela origem do sistema carga x deslocamento (análise não-linear) e 

por fim, o ponto de intersecção por onde passa as duas trajetórias e onde as configurações de 

equilíbrio passam de estáveis para instáveis. A análise de um problema deste tipo envolve 

determinar as coordenadas do ponto de bifurcação, exibir a configuração deformada da 

estrutura no modo de flambagem e propriedades da trajetória pós-curvatura (REIS; 

CAMOTIM, 2001).  

É preciso não confundir análise linear de estruturas com análise linear de estabilidade. Esta 

última, objeto de estudo neste trabalho advém do estudo da instabilidade estrutural (neste caso 

bifurcacional) quando se pretende estudar apenas a parte linear do comportamento do 

elemento estrutural, como é o caso das placas antes de atingirem a carga crítica.   

As análises lineares de estruturas baseiam-se na hipótese dos sistemas que descrevem os 

fenômenos serem composto de equações lineares pressupondo dois aspectos: linearidade 

física (descrita por relações construtivas lineares e materiais elásticos lineares) e linearidade 

geométrica (equações de equilíbrio descritas na configuração indeformada da estrutura, 

relações cinemáticas lineares e hipótese de pequenos deslocamentos). 

Entretanto, as análises lineares de estruturas não permitem estudar os fenômenos de 

instabilidade das estruturas, uma vez que estes são intrinsecamente de natureza não linear 

(REIS; CAMOTIM, 2001). 

Quando se analisa uma placa submetida a um esforço de membrana e esta apresenta uma 

curvatura, trata-se um caso de instabilidade local. A placa atinge a instabilidade para valores 
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de carga acima da crítica (e existe uma trajetória estável após curvatura). A Figura 2.3 mostra 

a configuração da placa quadrada de lado b e espessura h sob compressão uniforme.  

Figura 2.3 – Trajetórias de equilíbrio de uma placa comprimida 

 
Fonte: CAMOTIM, 2001. Modificado pela autora. 

2.2. ANÁLISE ESTABILIDADE DE PLACAS 

Almroth e Brush (1975) demonstraram em seu estudo que a Equação 2.1 representa a 

condição de equilíbrio neutro ou crítico (existência de um estado de equilíbrio adjacente) onde 

o correspondente valor crítico da carga compressiva pode ser encontrado pela integração da 

expressão e ainda, o mesmo resultado pode também ser obtido pela minimização da energia 

do sistema. 

2
4

2

w
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
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                                                                                                                   (2.1)  

Onde, 
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2 212(1 )

h
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
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−
 sendo E o módulo de elasticidade, ν o coeficiente de Poisson e w o 

deslocamento transversal da placa, h a espessura da placa, Ny é a carga aplicada e D rigidez à 

flexão do elemento. 

A deflexão da placa flambada pode ser representada, neste caso, pela dupla série 

trigonométrica expressa na Equação 2.2.  
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=                                                                                               (2.2) 
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Onde, w é o deslocamento transversal da placa, m o número de semi-ondas na direção y, n o 

número de semi-ondas na direção x, 𝑞𝑚𝑛 a amplitude modal, a o comprimento da placa e b a 

largura. 

Ainda, cada termo desta série satisfaz as condições de contorno cinemáticas 𝑤 = 0 nos quatro 

bordos, e as condições de contorno estáticas 𝑀𝑦 = 0 em 𝑥 = 0, 𝑏 e 𝑀𝑥  =  0 em 𝑦 = 0, 𝑎. 

Com isso, ao substituir a Equação 2.2 na equação 2.1 considerando soluções não triviais e 

assumindo a relação adimensional entre comprimento e largura da placa 
a

b
 = , a expressão 

que corresponde à carga crítica é dada pela Equação 2.3.  

2

2
| |cr

k D
N

b


=                                                                                                                          (2.3) 

Onde, 𝑁𝑐𝑟 é o valor de carga crítica e 

2
m

k
m





 
= + 

 
. 

Na Figura 2.4 é representada a variação de k como uma função de 𝛼 para valores 

especificados de 𝑚. Logo, são as curvas que representam os diversos modos de bifurcação e 

que permitem determinar, para cada geometria, o modo associado ao autovalor mínimo (modo 

crítico). Para as placas esses valores coincidem com 𝑚 inteiros. 

Figura 2.4 - Variação de k em função de 𝛼 

 
Fonte: CUNHA, 2005. 

A carga crítica (𝑁𝑐𝑟) está relacionada a tensão crítica (𝜎𝑐𝑟) pela Equação 2.4 onde h é a 

espessura arbitrária da placa. 

| |cr crN h=                                                                                                                           (2.4) 
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Com isso, Almorth e Brush (1975) concluíram que a tensão crítica de flambagem de uma 

placa esbelta é dada pela Equação 2.5, e está diretamente relacionada tanto às características 

geométricas do elemento estrutural quanto às características do material como o módulo de 

elasticidade e o coeficiente de Poisson.  

2 2

2 212(1 )
cr

k h

b







=

−
                                                                                                                 (2.5) 

2.3. OUTROS TRABALHOS 

As placas e outros elementos laminares são há tempos fonte de pesquisa para alguns 

estudiosos. Wrobel (1977) por exemplo, aplicou o método dos elementos finitos para análise 

do comportamento não-linear geométrico de estruturas laminares, sob ação de cargas estáticas 

e dinâmicas. Ele definiu duas linhas de pesquisa, sendo uma através de elementos 

degenerados de isoparamétricos utilizando diretamente a teoria da elasticidade tridimensional. 

A outra, derivada das equações de von Kármán para grandes deflexões de estruturas delgadas, 

sendo especificada para pequenas deformações.  

A respeito das placas dobradas, pode ser citado o trabalho de Lakshmy e Bhavikatti (1994), 

que estudaram uma otimização de projeto de coberturas de placas dobradas com calha 

simétrica com suporte simples, por meio do método aprimorado de limite de movimento da 

programação linear sequencial e técnica de minimização sem restrições sequenciais. 

Verificaram que o método é adequado para a otimização de coberturas dobradas em calha 

Já Samanta e Mukhopadhyay (1998) desenvolveram elementos finitos específicos para a 

análise estática e dinâmica de placas dobradas estudando o comportamento de dois modelos 

propostos sob o aspecto de estabilidade e vibração. Um número de exemplos foi apresentado 

para placas com número variável de ondulações e ângulos mínimos onde concluíram que 

havia aumento de rigidez tanto de membrana como à flexão conforme era aumentado o 

número de dobras. 

O início do milênio foi marcado por então novos trabalhos na linha de pesquisa de placas 

dobradas. Tan (2000) analisou o colapso de vigas esbeltas provocado por cargas distribuídas e 

peso próprio. Gotsulyak, Trotoev e Prusov (2000) fizeram a análise de influência da rigidez 

de uma dobra e das imperfeições na estabilidade existente em placas dobradas. Ainda, Lai, 

Wu, Zhu e Sun (2000) estudaram a não-linearidade geométrica de um telhado de seção “V” 
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como placa dobrada simplesmente apoiada quando introduziram um método de Galerkin sem 

elementos para a solução de vibração livre de estruturas de placas dobradas simetricamente 

laminadas. 

Ainda dentro de uma geometria “V” tem-se o trabalho de Lai e Yu (2001) que procuraram a 

solução analítica para vibração forçada de um telhado de placa dobrada simplesmente apoiada 

analisando a vibração livre de estruturas acopladas de placa/casca pelo método da matriz de 

raios de reverberação. Basearam as equações introduzidas respectivamente na teoria clássica 

da chapa fina e na teoria da casca fina de Flügge. 

Posteriormente, Lee, Wooh e Yhim (2003) investigaram o comportamento dinâmico de placas 

dobradas pela teoria de placas de terceira ordem. Özakça e Kolcu (2003) desenvolveram um 

algoritmo de baixo custo computacional, usando o método de faixas finitas, para otimizar a 

forma e espessura da seção transversal de placas dobradas com respeito a sua carga de 

flambagem cujo objetivo foi maximização da carga crítica de flambagem e minimização da 

seção transversal da placa dobrada prismática com restrições no volume e nas cargas de 

flambagem. Ainda, Bergamini e Biondini (2004) desenvolveram uma metodologia para a 

otimização de projeto de estruturas protendidas de placas dobradas sob múltiplas condições de 

carregamento, como vigas-caixão, estruturas para telhado (abóbadas) e vigas esbeltas através 

do método das faixas finitas. 

Por sua vez, Cunha (2005) estudou o comportamento crítico e pós-crítico de placas dobradas 

utilizando o software comercial ABAQUS® e analisou o uso destas placas como paredes 

portantes sob esforços de membrana em paralelo a um estudo paramétrico para determinar a 

influência dos diversos parâmetros geométricos e condições de contorno nas cargas críticas e 

modos críticos da placa dobrada. Foram determinados os caminhos pós-críticos e a influência 

dos diversos parâmetros na rigidez pós-crítica e sensibilidade a imperfeições. E por fim, 

analisou o comportamento não-linear destas placas sob flexão, fixando fenômenos de perda de 

estabilidade associados a este problema. 

Ainda na vertente da análise não linear em placas também há o estudo de Real (2007), que 

apresentou um modelo para análise não-linear geométrica de placas constituídas de um 

material elástico, linear e isotrópico, através do Método dos Elementos Finitos. A formulação 

do pesquisador incluiu os efeitos da deformação por corte, a possibilidade de ocorrerem 

grandes deslocamentos como ainda investigou a influência das condições de contorno no 

plano na resposta estática da estrutura. Para tal, aplicou o Princípio dos Trabalhos Virtuais 
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(PTV), chegando a um sistema de equações não-lineares de equilíbrio, resolvido por meio do 

Método Secante-Newton. 
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CAPÍTULO 3                                                                

MATERIAIS E MÉTODOS 

Para análise de estabilidade da placa dobrada sob o esforço de membrana no plano médio 

(linearidade e não-linearidade) foi considerada uma placa retangular, constituída de material 

isotrópico, linear e elástico com espessura fixa (h) e ângulo de dobra ( ) variando de 0º e 

180º, de comprimento (a) e largura (b). O ângulo θ oscila entre as duas partes que compõe a 

placa, como se pode ver na Figura 3.1.  Para isso utilizou-se o MEF através do programa 

comercial ABAQUS® versão estudantil 2019. 

Figura 3.1 – Placa Dobrada 

 
Fonte: CUNHA, 2005. Modificado pela autora. 

 

Foi considerado um esforço de membrana aplicado no plano da placa em apenas uma direção 

(y) nos seus dois sentidos. A outra direção não é submetida a nenhum tipo de carregamento 

como pode ser visto na Figura 3.2. Ainda, considerou-se todos os bordos apoiados. 

Figura 3.2 – Esforço de Membrana na placa Dobrada 

 
Fonte: CUNHA, 2005. Modificado pela autora. 
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3.1. MODELAGEM VIA MEF 

Para a elaboração do modelo de placa no software ABAQUS®, por meio do MEF, utilizou-se 

na biblioteca existente um elemento de casca, entretanto considerou-se uma curvatura infinita 

de modo a deixar o elemento plano. 

Para a geometria da placa utilizou-se os parâmetros geométricos de comprimento longitudinal 

(a), largura (b) variáveis para cada condição geométrica analisada e espessura fixa (h) de 10 

mm.  

O tipo de elemento foi inicialmente delimitado por 4 nós, com seis graus de liberdade por nó e 

cuja representação na linguagem do programa é representada por: 

4

:Shell (casca)

4 : Númerode nós por elemento

: Integração reduzida

type S R

S

R

=



 

As condições de apoio nos bordos restringem os deslocamentos no plano x, y e deixam livres 

o deslocamento em z e rotações em x, y e z. Tais restrições foram definidas pelo comando 

BONDARY, como podem ser conferidas nos Apêndices A e B. 

A malha da placa é definida por meio de coordenadas. Como tratou-se de uma placa dobrada 

escolheu-se o sistema de coordenadas retangulares onde primeiramente fixou-se parte desta 

placa no plano (eixos x, y) e z = 0 e a outra, que foi responsável por indicar o ângulo de dobra, 

variando no espaço (x, y e z).  

Para a primeira parte foi definido um nó inicial na origem com numeração e posição 

previamente indicadas, e então geraram-se os outros nós ao longo do comprimento e largura 

estabelecidos. Para a outra parte da placa dobrada, definiu-se inicialmente o ângulo de dobra 

(θ) e então as coordenadas dos nós foram determinadas em função deste. Foram fixadas as 

coordenadas no eixo y, e variou-se x e z de modo que o ângulo ficasse neste plano (ver 

Apêndice A). 

Posteriormente, definiu-se os elementos que compõem a malha a partir da união dos nós pré-

estabelecidos. Um exemplo de malha com esse tipo de elemento em uma placa plana é 

ilustrado na Figura 3.3. 
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Figura 3.3 – Exemplo de Malha para Placa 

 
Fonte: A autora. 

Para a definição do material elástico linear considerou-se os valores de módulo de elasticidade 

e coeficiente de Poisson respectivamente iguais a 100 N/mm2 e 0,3, os quais são arbitrários 

para um material qualquer. 

3.2. ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA PARA ANÁLISE LINEAR 

A escolha da malha a ser utilizada foi condicionada por um estudo de convergência a partir da 

obtenção das cargas críticas de flambagem de uma placa quadrada e sem dobra, submetida a 

um carregamento axial na direção y, variando o número de elementos que compõe a mesma. 

O programa obteve as cargas críticas e modos de flambagem a partir da solução de problema 

de autovalor e autovetor. 

O modelo usado para essa análise foi uma placa esbelta sem dobras cujas características são: 

a = 1000 mm, b = 1000 mm, com todos os lados apoiados sob carregamento axial de 1000 N 

em cada bordo distribuídos uniformemente nos nós da borda, variando a quantidade de 

elementos entre 50 a 920.  

Para obter os modos críticos e seus respectivos autovalores que representam os fatores de 

carga (λ), aplicou-se o comando BUCKLE, dentro do comando STEP.  

Foram feitas duas análises para cada quantidade de elementos (N) estabelecida, a primeira 

com o menor número de elementos na direção de aplicação do carregamento, e outra com 
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maior número de elementos nesta direção (y). Os resultados são explicitados nas Tabelas 3.1, 

3.2 e Figuras 3.4 e 3.5, onde λ é o autovalor obtido no ABAQUS®. 

Tabela 3.1 – Análise de Convergência 1 

N (x) N (y) N total λ Carga crítica (N/m) Diferença (%) 

5 10 50 0,38713 387,130 - 

10 10 100 0,36464 364,640 5,809 

10 20 200 0,36745 367,450 -0,771 

15 20 300 0,36403 364,030 0,931 

20 20 400 0,36285 362,850 0,324 

20 25 500 0,36284 362,840 0,003 

20 30 600 0,36284 362,840 0,000 

20 35 700 0,36283 362,830 0,003 

20 40 800 0,36283 362,830 0,000 

25 36 900 0,36229 362,290 0,149 

23 40 920 0,36246 362,460 -0,047 

Fonte: A autora. 

Figura 3.4 – Análise de Convergência 1 

 
Fonte: A autora. 

 

Tabela 3.2 – Análise de Convergência 2 

N (x) N (y) N total λ Carga crítica (N/m) Diferença (%) 

10 5 50 0,30386 303,860 - 

10 10 100 0,36464 364,640 -20,003 

20 10 200 0,36291 362,910 0,474 

20 15 300 0,36286 362,860 0,014 

20 20 400 0,36285 362,850 0,003 

25 20 500 0,36230 362,300 0,152 

30 20 600 0,36201 362,010 0,080 

35 20 700 0,36183 361,830 0,050 

40 20 800 0,36171 361,710 0,033 

36 25 900 0,36180 361,800 -0,025 

40 23 920 0,36171 361,710 0,025 

Fonte: A autora 
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Figura 3.5 – Análise de Convergência 2 

 
Fonte: A autora. 

 

Em ambos os casos é possível perceber que à medida que se aumenta o número de elementos 

totais utilizados na malha, os valores de carga críticas tendem a se estabilizar fazendo com 

que a diferença dos resultados entre as malhas seja pouco significativa. Logo, um aumento 

substancial na quantidade de elementos na malha seria desnecessário uma vez que os valores 

de carga crítica seriam próximos aos já obtidos com malhas menos refinadas. 

Ainda, analisando os dois casos tratados é perceptível que ao utilizar malhas mais refinadas a 

diferença entre as cargas críticas para um carregamento na direção com mais elementos ou 

menos torna-se desprezível, pois para tais condições as cargas estão entre 360 a 370 N/m 

Logo, procurando resultados satisfatórios com pouco tempo de processamento computacional, 

opta-se por utilizar para o modelo de placa uma malha contendo 920 elementos, conforme 

Figura 3.3, pois nesta quantidade de elementos tem-se uma variação de 0,025 % nos valores 

de carga crítica em relação à malha anterior, segundo Tabela 3.2. 

A discretização da malha em 920 elementos se mostra eficaz uma vez que o valor de λ crítico 

para a mesma situação (tanto geometria da placa quanto carregamento) no estudo de Cunha 

(2005), para uma malha de 256 elementos do tipo S8R5 se mostra com variação desprezível. 

Enquanto Cunha encontrou o valor de λ = 0,36133, neste presente trabalho foi encontrado 

λ = 0,36246 para a aplicação do carregamento na direção com menos elementos e λ = 0,36171 

para o carregamento na direção com maior número de elementos. Como os valores variam de 

menos 0,3% do de referência, pode-se afirmar que a modelagem escolhida é satisfatória para 

os resultados buscados na pesquisa. 
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Ainda dentro da análise de convergência, estudaram-se dois elementos, S4R e S4, ambos 

possuem seis graus de liberdade por nó (três deslocamentos e três rotações), entretanto o 

elemento S4R utiliza integração reduzida. Para isso, utilizou-se a malha de 920 elementos e 

obteve-se a carga crítica com essas duas malhas, que são apresentadas na Tabela 3.3. 

Tabela 3.3 – Variação de Carga Crítica para elementos S4R e S4 

N (em b) N (em a) N total Carga Crítica S4R (N/m)  Carga Crítica S4 (N/m) Diferença (%) 

40 23 920 361,710 361,760 0,014 

Fonte: A autora. 

Percebe-se que a diferença entre as cargas críticas para os dois elementos é de 0,014%, ou 

seja, valor desprezível para o tipo de análise a ser feita, e que consequentemente os valores de 

carga crítica são praticamente coincidentes. Portanto, a escolha por um elemento S4R 

representa um ganho de tempo de execução, e ainda traz resultados com precisão. Logo, o 

elemento escolhido para análise foi do tipo S4R.  

3.3. ANÁLISE NÃO LINEAR 

Para o estudo do comportamento não linear foi necessária uma nova análise das placas 

dobradas por meio do software ABAQUS®, entretanto esta procurou encontrar os caminhos 

pós-críticos de flambagem aproveitando-se a modelagem já definida anteriormente. 

Para obter o caminho pós-crítico como resultado da análise de cada placa foi determinado o 

comando STATIC no qual definiu-se o incremento para processamento do carregamento (com 

um valor mínimo e máximo de incremento a ser respeitado). Por meio do CLOAD aplicou-se 

nos bordos um esforço de membrana maior que o valor crítico de cada placa, para que a não 

linearidade pudesse ser avaliada.  

Assim como na definição de cargas distribuídas nos bordos feitas na análise linear da placa, 

nesta etapa o carregamento também foi transformado em “forças nodais equivalentes”, uma 

vez que o ABAQUS® não permite a introdução de cargas distribuídas atuantes segundo a 

superfície média do elemento finito (apenas na direção perpendicular). Ainda, para que se 

obtivesse a precisão desejada, definiu-se na codificação uma perturbação modal com a forma 

do modo crítico e um fator de escala de 1% da espessura da placa por meio do comando 

IMPERFECTION, anteriormente ao comando STEP (Ver Apêndice B).                                          
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CAPÍTULO 4                                                                  

RESULTADOS  

Para a obtenção dos resultados numéricos utilizaram-se placas de material elástico linear com 

E = 100 N/mm2,  = 0,3 e espessura h = 10 mm. As dimensões no plano da placa foram 

variadas bem como o ângulo de dobra (). Utilizaram-se placas com dimensões a = 0,5 m e 

b = 1 m ( = 0,5); a = 1 m e b = 1 m ( = 1,0) e a = 1 m e b = 0,5 m ( = 2,0) e em todos os 

casos considerou-se todos os bordos apoiados e variou-se o ângulo de dobra da placa de 0° e 

180° e foi submetido o carregamento de 1000 N em cada borda na direção y, uniformemente 

distribuídos ao longo dos nós. 

Inicialmente, realizou-se uma análise linear do problema obtendo-se as cargas críticas e os 

modos de flambagem. Posteriormente para a análise não linear, variou-se o carregamento de 

cada placa para valores acima do crítico (para cada placa tomou-se um valor diferente que 

levasse aos resultados mais próximos do comportamento esperado segundo as bibliografias 

pesquisadas) e foram obtidos os caminhos não lineares de equilíbrio verificando a influência 

do ângulo de dobra no comportamento não linear da placa. 

4.1. ANÁLISE LINEAR 

Foram analisadas as 3 configurações de relação geométrica das dimensões  = a/b ( = 0,5; 

1,0 e 2,0) variando-se o ângulo interno () entre 0° e 180°. O menor valor de carga crítica 

obtido ocorreu para a placa com θ = 0°, enquanto os maiores encontram-se em angulações 

150° e 165°, ou seja, nestas situações a placa apresenta maior rigidez à membrana, tais 

resultados estão expostos na Figura 4.1. 

Foi possível chegar a esses resultados devido ao autovalor gerado pelo ABAQUS®, obtido a 

partir da resolução de problemas de autovalores e autovetores. 
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Figura 4.1 – Ângulo de dobra x Carga crítica 

  
(a)  = 0,5 (b)  = 1,0 

  

  
(c) α =2,0 (d) α = 0,5; α = 1,0 e α = 2,0 

Fonte: A autora. 

 

É perceptível um brusco aumento, em todos os casos estudados, no valor da carga crítica ao 

inserir um ângulo de dobra na placa. Também se observou que para placas com ângulo de 

dobra entre aproximadamente 30º e 150º não há grande alteração do valor da carga crítica, 

apresentando um patamar na relação carga crítica versus ângulo de dobra. Posteriormente se 

observa que há uma queda na carga crítica quando o ângulo é aproximadamente 165° e 

posteriores a este, que mostra uma tendência ao posicionamento da placa sem dobra. 

Além disso, observa-se que com o aumento da relação geométrica, representada neste 

trabalho pelo valor de , os valores de carga crítica aumentam, porém seguem a mesma 

tendência comportamental. Verifica-se que a rigidez de membrana está ligada a geometria da 

placa. Para maiores valores de α, que indica uma configuração retangular na qual a carga atua 

na menor dimensão do elemento estrutural, os resultados de flambagem exigem um 

carregamento crítico mais elevado, que por sua vez, indica maior rigidez do elemento. 
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Os modos de flambagem das placas dobradas deste estudo para as variações entre 0° e 165° 

são mostradas na Figura 4.2, 4.3 e 4.4 para  = 0,5,  = 1,0 e  = 2,0 respectivamente. 

Figura 4.2 – Modos de flambagem para placas dobradas α = 0,5 

   

 

 

(a)  = 0o (b)  =15o (c) θ = 30° (d) θ = 45° 

 

   

(e)  = 60o (f) θ = 75° (g) θ = 90° (h) θ =105° 

 

 
  

 

(i) θ = 120° (j) θ =135  (k) θ = 150° (l) θ = 165° 

Fonte: A autora. 
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Figura 4.3 – Modos de flambagem para placas dobradas α = 1,0  

 

   

 

 

(a)  = 0o (b)  =15o (c) θ = 30° (d) θ = 45° 

  
  

(e)  = 60o (f) θ = 75° (g) θ = 90° (h) θ =105° 

 

 
    

(i) θ = 120° (j) θ =135  (k) θ = 150° (l) θ = 165° 

 

Fonte: A autora. 
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Figura 4.4 – Modos de flambagem para placas dobradas α = 2,0  

 

   

 

 

(a)  = 0o (b)  =15o (c) θ = 30° (d) θ = 45° 

  
  

(e)  = 60o (f) θ = 75° (g) θ = 90° (h) θ =105° 

 

 
 

   

(i) θ = 120° (j) θ =135  (k) θ = 150° (l) θ = 165° 

 

Fonte: A autora. 

À medida que se aumenta α, o modo de flambagem da placa adquire forma composta por 

maior número de semi-ondas. Observa-se que para cada caso estudado o modo de flambagem 
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das placas com dobras que estão presentes no patamar da curva carga crítica versus ângulo da 

dobra (30º < <150º - Figura 4.1) o número de semi-ondas em cada placa é o mesmo, ou seja, 

não há interferência do ângulo de dobra no modo de flambagem da placa. Porém, para 

maiores ângulos de dobra se percebe uma alteração desses modos críticos, como por exemplo 

na Figura 4.4 (l).  

Para as configurações de α = 0,5, α = 1,0 e α = 2,0 os resultados de cargas críticas são 

expostos na Tabela 4.1. Os valores máximos de cada caso estão em negrito. Observa-se, a 

partir da Tabela 4.1, que os valores de carga crítica são sempre crescentes com o aumento do 

ângulo da dobra até atingir esse valor máximo e posteriormente decrescem, sendo que esse 

valor máximo de carga crítica ocorre para valores de ângulos de dobra próximos nos três 

casos geométricos estudados. Esse comportamento pode auxiliar na escolha do ângulo de 

dobra em pré-projetos de placas com a utilização de análise linear. 

Tabela 4.1 – Carga crítica da placa com variação do ângulo da dobra (N/m) 

θ (em graus) α = 0,5 α = 1,0 α = 2,0 

0 506,41 241,32 349,42 

15 1264,50 1319,10 2013,30 

30 1388,70 1409,20 2670,10 

45 1417,50 1428,80 2780,50 

60 1428,60 1436,20 2820,50 

75 1434,30 1439,80 2839,70 

90 1437,70 1442,00 2850,60 

105 1440,00 1443,50 2857,80 

120 1441,80 1444,60 2863,20 

135 1443,20 1445,60 2867,80 

150 1444,30 1446,50 2872,00 

165 1415,90 1446,90 1720,60 

170 1103,40 1161,10 1350,70 

172 955,45 939,16 1150,00 

175 742,43 626,61 902,18 

178 596,31 408,99 598,58 

180 565,39 361,71 510,73 

Fonte: A autora. 
 

4.2. ANÁLISE NÃO LINEAR  

Para a análise não linear das placas dobradas foram analisadas as 3 configurações da relação 

geométrica  = a/b (α=0,5; 1,0 e 2,0), variando-se o ângulo interno da dobra () entre 0° e 

180° e utilizando como referência o nó de coordenadas (x, y, z) = (𝑏/4 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜃, 250, 𝑏/4 ∙

𝑠𝑒𝑛𝜃) onde obteve-se o deslocamento. Ainda, foi incrementando o carregamento distribuído 

P(N/m) com valores acima do crítico de cada placa. Foram selecionados os resultados 

processados do caminho pós crítico para as placas cujas dobras são 15°, 45°, 90°, 135° e 175° 
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conforme expostos nas Figuras 4.5, 4.6 e 4.7, uma vez que o comportamento das placas entre 

35° e 165° é bastante semelhante. Assim, apresentou-se os caminhos pós crítico em função do 

deslocamento transversal (na direção z) normalizado pela espessura da placa (w/h). 

Figura 4.5 – Caminhos pós-críticos α = 0,5 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 

 
Figura 4.6 – Caminhos pós-críticos α = 1,0 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 
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Figura 4.7 – Caminhos pós-críticos α = 2,0 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 

Primeiramente, é perceptível para as três configurações analisadas que o caminho linear, ou 

trivial, percorrido até o ponto de bifurcação (onde se atinge o valor crítico de carga) é 

ligeiramente inclinado em relação ao eixo vertical. Ainda, é possível perceber que as placas 

com ângulo de dobra de 175° apresentaram um caminho reduzido devido ao aumento da 

rigidez da peça em relação as outras considerações de ângulo de dobra, que impede maiores 

deslocamentos transversais. Este mesmo comportamento é gradativamente observado na 

Figura 4.7, onde o caminho da placa com  = 135° também é menor quando comparado aos 

demais casos estudados. 

Percebe-se também que, para α = 0,5 as curvas para ângulos entre 15° e 135° apresentam 

comportamentos bastante semelhantes, sobretudo para θ = 90° e θ = 135° cujas linhas são 

quase idênticas. Somente para o caso em que θ = 175° o caminho se difere um pouco, uma 

vez que esta configuração está mais próxima da placa sem dobra (θ = 180°), que na análise 

linear apresentou menor valor crítico. Logo, pode-se afirmar que há pouca influência do 

ângulo nesse comportamento qualitativo pós crítico, apesar dos valores de carga no caminho 

pós crítico serem diferentes.  

Para α = 1,0 é notável a gradativa e leve diferença dos caminhos não-lineares se comparado a 

α = 0,5, uma vez que estes são mais fechados, onde para um mesmo valor de carga 

apresentam deslocamentos menores, isto é, tornam-se cada vez mais rígidos impedindo 

maiores deslocamentos mesmo com acréscimo da carga.  
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Para os casos de α = 2,0 se observa o a mesma influência dos ângulos de dobra no caminho 

pós crítico citado anteriormente para  = 1,0. Entretanto, esta influência é brusca se 

comparadas, uma vez que a redução do deslocamento gerado pelo aumento do ângulo de 

dobra é mais significativa em  = 2,0. Para o ângulo de dobra de 175° o caminho indica 

configuração de maior ganho de deslocamento com pequenos acréscimos de carga, pois 

provavelmente se comporte de forma mais parecida com a placa de 15° conforme observado a 

partir da análise linear na Figura 4.1. 

Os casos com valores do ângulo da dobra 90° e 135°, apesar de terem uma carga crítica bem 

parecida apresentam caminhos pós crítico diferentes. Isso indica que a apesar da análise linear 

gerar valores críticos próximos, uma análise não linear acarreta resultados distintos mostrando 

a necessidade de sua consideração nas análises desse tipo de estrutura. 

Nas Figuras 4.8, 4.9 e 4.10 apresentam-se os caminhos pós crítico normalizados em relação à 

carga crítica (P/Pcr) pelo deslocamento transversal (na direção z) normalizado pela espessura 

da placa (w/h) para as três configurações geométricas estudadas. 

Figura 4.8 – P/Pcr versus w/h α = 0,5 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 
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Figura 4.9 – P/Pcr versus w/h α = 1,0 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 

 
Figura 4.10 – P/Pcr versus w/h α = 2,0 (15°, 45°, 90°, 135° e 175°)  

 
Fonte: A autora. 

Observa-se a partir dos caminhos não lineares de equilíbrio normalizados que de forma geral 

o caminho trivial de cada placa se apresenta como uma reta quase vertical, em termos de 
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começam a adquirir características de uma curva mais aberta, cuja abertura aumenta à medida 

que os valores de carga ultrapassam o crítico. Dessa forma, observa-se o ganho de 

deslocamento com um pequeno aumento de carga aplicada. 

Observa-se na Figura 4.8, que para placa cuja configuração geométrica é α=0,5, os caminhos 

não lineares de equilíbrio para todos os ângulos de dobra são idênticos e se sobrepõe, 

confirmando que nesse caso de  o ângulo de dobra não influencia qualitativamente no 

comportamento da placa. 

Observa – se na Figura 4.9, cujo α = 1,0, o mesmo comportamento no caminho trivial e pós 

crítico para a maioria dos ângulos, exceto para 175°. Neste caso, o aumento do ganho de 

deslocamento ocorre antes de atingir o valor crítico (P/Pcr = 1), indicando que a análise linear 

é menos conservadora e pode não ser tão segura. 

Por sua vez, a partir da Figura 4.10, que mostra os caminhos de equilíbrio das placas com 

configuração α = 2,0, revela que para as dobras 15°, 45° e 175° o caminho não linear também 

se inicia bem próximo ao valor da carga crítica, assim como o esperado. Entretanto, os valores 

de ângulos 90° e 135°, há pouco ganho de deslocamento no caminho pós-crítico. Isso 

significa que a análise linear para carga crítica é mais conservadora que a não linear, 

indicando certa segurança da mesma. 

Para melhor compreender o comportamento da placa ao transitar do comportamento linear 

para o não linear são apresentadas na Figura 4.11 as magnitudes das formas deslocadas para 

cada uma das três configurações da geometria da placa . Considerou-se a placa com o 

ângulo de dobra  = 90° pois é a configuração média da dobra da placa, e submetidas a um 

valor de carregamento próximo ao da carga crítica. Ressalta-se que não se verificou a 

magnitude dos deslocamentos no valor exato da carga crítica devido ao processo de análise 

ser incremental e não haver um incremento com esse valor exato.  

Figura 4.11 – Magnitude dos deslocamentos da placa com ângulo de dobra de 90° α=0,5; 1,0 e 2,0 

 

 

 

(a) α=0,5 (b) α=1,0 (c) α=2,0 

Fonte: A autora. 
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Em α = 0,5 e 1,0 é notável que a figura deslocada se assemelha a configuração adquirida pela 

placa nos modos de flambagem expostos nas Figuras 4.2 e 4.3, ou seja, os deslocamentos são 

maiores no centro da placa do que nas bordas, e estes ainda acompanham as ondulações 

presentes na placa quando flambada. Isso não se pode afirmar a respeito da placa quando 

α = 2,0, que apresenta os deslocamentos gradualmente distribuídos ao longo da placa 

dobrada. Tal característica pode ser justificada pela maior rigidez geométrica que a placa 

apresenta, uma vez que tem maiores dimensões e maior α = a/b. Além disso, confirma-se que 

o comportamento das placas obtido a partir da análise linear pode se diferenciar do obtido em 

uma análise não linear, sendo-a necessária nesse tipo de estruturas. 

Os deslocamentos no plano da placa, direções x(u) e y(v), foram analisados apenas para as 

placas de dobra 90° das três configurações geométricas (α = 0,5, 1,0 e 2,0). Dessa maneira, 

apresenta-se o comportamento do caminho pós crítico da carga aplicada sobre valor da carga 

crítica (P/Pcr) pelos deslocamentos no plano da placa u e v normalizado pela espessura da 

placa, respectivamente nas Figuras 4.12 e 4.13. 

Figura 4.12 – P/Pcr versus u/h para 90° α = 0,5; 1,0 e 2,0 

 
Fonte: A autora. 
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 Figura 4.13 – P/Pcr versus v/h para 90° (direção y do plano) α =  0,5; 1,0 e 2,0 

 
Fonte: A autora. 

Analisando-se a Figura 4.12, percebe-se que o comportamento do deslocamento u é 

semelhante ao deslocamento transversal w observado anteriormente, ou seja, há um caminho 

linear quase vertical ao eixo da carga e quando o carregamento atinge o valor crítico P/Pcr = 1 

há um grande aumento de deslocamento sem acréscimo de carga. 

Quando se observa a Figura 4.13 o comportamento não se repete, uma vez que é possível 

perceber a irregularidade do gráfico para pequenos valores de deslocamentos. Este 

comportamento pode estar relacionado ao fato de que as cargas dos bordos da placa são 

aplicadas neste sentido produzindo assim, um comportamento diferente quando comparada as 

outras direções, pois o ponto de análise de deslocamento move-se nos dois sentidos de 

aplicação da carga até se estabilizar. 
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CAPÍTULO 5                                                                               

CONCLUSÃO 

As estruturas de placas dobradas são conjuntos de placas planas inclinadas em diferentes 

direções e unidas ao longo de suas bordas longitudinais. Comuns em construções desde a 

década de 1920 na Alemanha e bastante popular na Rússia e nos Estados Unidos durante a 

década de 1930 em telhados de armazéns industriais e edifícios públicos, são também objeto 

de estudo de muitos pesquisadores. 

Neste trabalho examinou-se a estabilidade de placas dobradas de material elástico linear e 

isotrópico simplesmente apoiadas e submetidas a um esforço de membrana em dois de seus 

bordos variando-se o ângulo de dobra das mesmas e verificando a influência deste no 

comportamento. Inicialmente fez-se a análise linear obtendo-se os valores do carregamento 

crítico e os modos de flambagem das placas. Também foi desenvolvida a análise não-linear 

obtendo os caminhos não lineares de equilíbrio das placas. Todas as análises foram feitas 

através do programa comercial ABAQUS® versão estudantil, no regime elástico.  

A escolha do elemento de casca S4R e a quantidade de 920 elementos na modelagem da placa 

mostrou-se bastante satisfatória uma vez que os resultados obtidos para as análises estavam 

bem próximos ao esperado pelas bibliografias pesquisadas, tanto na análise linear quanto não-

linear.   

A análise linear revelou importantes características das placas dobradas submetidas a esforços 

de membrana. Primeiramente, percebeu-se que a dobra influencia enrijecendo o elemento 

estrutural linear, uma vez que este passa a suportar esforços maiores. Além disso, a abertura 

da dobra também é determinante no ganho de rigidez, pois angulações muito grandes ou 

muito pequenas se mostraram menos eficazes do que aberturas próximas de 90°.  

Os modos de flambagem apontaram a existência de uma simetria das ondulações adquiridas 

pela placa em relação ao eixo onde a dobra ocorre, ou seja, em cada parte da placa que 

compõe a dobra há a mesma quantidade de semi-ondas (m), quando elas estão submetidas ao 

esforço de membrana. Ainda em relação a esta característica, a quantidade total de ondas 

varia quando se muda a relação geométrica da placa (neste trabalho 𝛼), revelando que 
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conforme aumenta-se o valor de α, aumenta-se também m.  Não se mostrou válida entretanto, 

para valores de ângulo de dobra maiores que 165° para relação geométrica α maiores.  

A partir da análise não-linear observou-se que as curvas obtidas são bastante fiéis ao que a 

bibliografia sugeriu a respeito do caminho de equilíbrio de elementos estruturais laminares, 

como é o caso das placas estudadas. Foi percebido também que os caminhos pós-críticos 

quase sempre começam depois da placa atingir o carregamento crítico, validando a acurácia 

da análise linear para esse tipo de elemento estrutural. Ainda, constatou-se que os ângulos 

interferem pouco na trajetória não-linear, contribuindo apenas para que alguns caminhos 

apresentem mais rigidez que outros (com maior ou menor ganho de deslocamento para o 

mesmo incremento de carregamento) e no deslocamento da placa, pois algumas angulações 

processaram deslocamentos menores que outros. 

Ao se analisar a magnitude dos deslocamentos notou-se que estes se concentram mais 

significativamente nas regiões centrais da placa do que na região de dobra e bordos, como era 

esperado devido a proximidade dos apoios. Além disso, onde ocorrem as ondulações do 

processo flambagem, são exatamente onde se verificam os maiores deslocamentos da placa. 

O estudo do caminho pós-crítico da carga em função dos deslocamentos do plano da placa 

(𝑥, 𝑦) apontou que na direção de aplicação da carregamento o comportamento da curva é 

irregular, uma vez que o nó fixado para a análise está movimentando nos dois sentidos de 

aplicação da carga até atingir um equilíbrio. Já na outra direção o comportamento é bem 

parecido com a análise do deslocamento transversal (𝑧).  
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APÊNDICE 

APÊNDICE A – Arquivo INP código da placa de 50 elementos 

*HEADING 

**---------------Definição dos nós dos vértices 

*NODE 

1,0,0,0 

6,1000,0,0 

61,0,1000,0 

66,1000,1000,0 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para regiões e C.C. 

*NGEN,NSET=EDG3 

1,61,6 

*NGEN,NSET=EDG4 

6,66,6 

**---------------Definição dos nós entre regiões 

*NFILL 

EDG3,EDG4,5,1 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para C.C. 

*NGEN,NSET=EDG1 

1,6,1 

*NGEN,NSET=EDG2 

61,66,1 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para aplicação das cargas 

*NGEN,NSET=EDG1-1 

1,6,5 

*NGEN,NSET=EDG1-2 

2,5,1 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG2-1 

61,66,5 

*NGEN,NSET=EDG2-2 

62,65,1 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG3-1 

1,61,60 

*NGEN,NSET=EDG3-2 

7,55,6 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG4-1 

6,66,60 

*NGEN,NSET=EDG4-2 

12,60,6 

**---------------Definição do tipo de elemento 

*ELEMENT,TYPE=S4R,ELSET=um 

1,1,2,8,7 

**---------------Definição da Malha 

*ELGEN,ELSET=EALL 



56  Análise de Estabilidade de Placas Dobradas por meio do Método de Elementos Finitos 

 

Apêndice P. F. S. OLIVEIRA 

1,5,1,1,10,6,5 

**---------------Definição da Superfície 

*SURFACE,NAME=EALL,TYPE=ELEMENT 

EALL, SNEG 

**--------------Definição do material-Módulo de Elasticidade e Coeficiente de Poisson 

*MATERIAL ,NAME=PLATE 

*ELASTIC 

100,.3 

**---------------Definição da espessura e número de pontos de integração a serem usados 

*SHELL SECTION ,MATERIAL=PLATE,ELSET=EALL 

10,3 

**---------------Condições de Contorno 

*BOUNDARY 

EDG1,3 

EDG1,5 

EDG2,3 

EDG2,5 

EDG3,3 

EDG3,4 

EDG3,6 

EDG4,3 

EDG4,4 

EDG4,6 

**---------------Modos de flambagem desejados 

*STEP 

*BUCKLE 

5, 

*MODAL FILE 

**---------------Aplicação de cargas (em cada bordo a carga aplicada é de 1000kN) 

*CLOAD 

EDG1-1,2,100 

EDG1-2,2,200 

EDG2-1,2,-100 

EDG2-2,2,-200 

**---------------Gera o .fil usado no arquivo das imperfeições 

*NODE FILE 

u 

*END STEP 
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APÊNDICE B – Arquivo INP código da placa dobrada 15° caminho não linear 

*HEADING 

**---------------Definição dos nós dos vértices 

*NODE 

1,0,0,0 

21,500,0,0 

484,0,1000,0 

504,500,1000,0 

20001,482.96291,0,129.40952 

20484,482.96291,1000,129.40952 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para regiões e C.C. 

*NGEN,NSET=EDG3 

1,484,21 

*NGEN,NSET=EDG4 

21,504,21 

*NGEN,NSET=EDG5 

20001,20484,21 

**---------------Definição dos nós entre regiões 

*NFILL 

EDG3,EDG4,20,1 

*NFILL 

EDG3,EDG5,20,1000 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para C.C. 

*NGEN,NSET=EDG1 

1,21,1 

*NGEN,NSET=EDG2 

484,504,1 

*NGEN,NSET=EDG5-nós internos 

20022,20463,21 

*NGEN,NSET=EDG6 

1001,20001,1000 

*NGEN,NSET=EDG7 

1484,20484,1000 

**---------------Definição dos conjuntos de nós para aplicação das cargas 

*NGEN,NSET=EDG1-1 

1,21,20 

*NGEN,NSET=EDG1-2 

2,20,1 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG2-1 

484,504,20 

*NGEN,NSET=EDG2-2 

485,503,1 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG3-1 

1,484,483 

*NGEN,NSET=EDG3-2 

22,463,21 

**--------------- 
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*NGEN,NSET=EDG4-1 

21,504,483 

*NGEN,NSET=EDG4-2 

42,483,21 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG5-1 

20001,20484,483 

*NGEN,NSET=EDG5-2 

20022,20463,21 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG6-1 

1,20001,20000 

*NGEN,NSET=EDG6-2 

1001,19001,1000 

**--------------- 

*NGEN,NSET=EDG7-1 

484,20484,20000 

*NGEN,NSET=EDG7-2 

1484,19484,1000 

**---------------Definição do tipo de elemento 

*ELEMENT,TYPE=S4R,ELSET=um 

1,1,2,23,22 

*ELEMENT,TYPE=S4R,ELSET=dois 

461,1,22,1022,1001 

**---------------Definição da Malha 

*ELGEN,ELSET=EALL1 

1,20,1,1,23,21,20 

*ELGEN,ELSET=EALL2 

461,20,1000,1,23,21,20 

**---------------Definição da Superfície 

*SURFACE,NAME=EALL1,TYPE=ELEMENT 

EALL1, SNEG 

*SURFACE,NAME=EALL2,TYPE=ELEMENT 

EALL2, SNEG 

**--------------Definição do material-Módulo de Elasticidade e Coeficiente de Poisson 

*MATERIAL ,NAME=PLATE 

*ELASTIC 

100,.3 

**---------------Definição da espessura e número de pontos de integração a serem usados 

*SHELL SECTION ,MATERIAL=PLATE,ELSET=EALL1 

10,3 

*SHELL SECTION ,MATERIAL=PLATE,ELSET=EALL2 

10,3 

*TRANSFORM,NSET=EDG5-nós internos 

0.9659,0.,0.2588, 0,1.,0. 

*TRANSFORM,NSET=EDG6 

0.9659,0.,0.2588, 0,1.,0. 

*TRANSFORM,NSET=EDG7 

0.9659,0.,0.2588, 0,1.,0. 

**---------------Condições de Contorno 
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*BOUNDARY 

EDG1,3 

EDG1,5 

EDG2,3 

EDG2,5 

EDG4,3 

EDG4,4 

EDG4,6 

EDG5,3 

EDG5,4 

EDG5,6 

EDG6,3 

EDG6,5 

EDG7,3 

EDG7,5 

**---------------Aplicação da imperfeição no modo desejado e o fator de escala 

*imperfection, file=PlacaInclinada920-15grausBUCKLE,step=1 

1,0.01 

**---------------Aplicação de cargas (em cada bordo a carga aplicada é de 2000kN) 

*STEP,Name=step1,NLGEOM,INC=1000 

*STATIC 

0.01,,,0.015 

*CLOAD 

EDG1-1,2,25 

EDG1-2,2,50 

EDG2-1,2,-25 

EDG2-2,2,-50 

EDG6-1,2,25 

EDG6-2,2,50 

EDG7-1,2,-25 

EDG7-2,2,-50 

*END STEP 

 


