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Revista da Olimpíada - IME - UFG, no 14, 2019

Apresentação

Caro Leitor,

A Revista Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás é uma publi-
cação anual do Instituto de Matemática e Estatística da UFG e tem como
principal público alvo, professores e estudantes do ensino fundamental e
médio. Tem como meta ser um veículo de: difusão cultural, integração
Universidade/Escola, espaço de criação e reflexão crítica sobre a ciência
Matemática.

Esperamos que, na leitura dos artigos e problemas propostos e re-
solvidos, o leitor faça anotações complementares, amplie seus conheci-
mentos nas bibliografias citadas e principalmente, seja capaz de difundir
oralmente e com naturalidade o conteúdo assimilado transmitindo-o a
seus colegas, amigos, pais, filhos, etc. Também gostaríamos de rece-
ber sugestões e problemas que serão submetidos a análise para possível
publicação.

Acreditamos que o domínio da ciência, em particular da matemática,
e o seu bom uso são fundamentais para o desenvolvimento da humanidade
e nossa atenção para este fato é que todos possam apreciar, aqui, a
riqueza da matemática e sejam agentes transformadores para elevarmos
a cultura matemática no nosso Estado e no nosso País.

Goiânia, 21 de novembro de 2019
Os Editores.
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Julia Hall Bowman Robinson (1919-1985)
foi uma matemática americana conhecida pelo seu
trabalho em problemas de decisão e no 10◦ problema
de Hilbert.

Robinson nasceu em St. Louis, Missouri (EUA),
filha de Ralph Bowers Bowman e Helen (Hall) Bow-
man, e irmã da popularizadora matemática e bió-
grafa Constance Reid. A família se mudou para o
Arizona e depois para San Diego, onde Julia fre-
quentou a San Diego High. Entrou na San Diego

State University, em 1936, e se transferiu para a University of Califor-
nia, Berkeley, em 1939. Formou-se em 1940 e recebeu o seu Ph.D. em
1948, sob a orientação de Alfred Tarski, com uma tese sobre “Defini-
bilidade e problemas de decisão em aritmética".1 Em 1975, tornou-se
professora titular em Berkeley.

O décimo problema de Hilbert indaga sobre a existência de um al-
goritmo que determine, em uma quantidade finita de passos, se uma
equação diofantina tem alguma solução em números inteiros. Uma série
de resultados desenvolvidos nas décadas de 1940 a 1970 por Robinson,
Martin Davis, Hilary Putnam e Yuri Matiyasevich resolveu esse problema
de forma negativa; isto é, eles mostraram que esse algoritmo não pode
existir.

Honrarias: eleita em 1975 para a United States National Academy
of Sciences (primeira matemática eleita); Noether Lecture, 1982; Ma-
cArthur Fellowship, 1983; presidente da American Mathemetical Society,
1983-1984 (primeira mulher presidente); membro da American Academy
of Arts and Sciences, 1985; o Julia Robinson Festival, patrocinado pelo
American Institute of Mathematics (2013-presente) e pelo Mathematical
Sciences Research Institute (2007-2013), foi nomeado em sua homena-
gem.

Para saber mais sobre a vida de Julia Robinson, assista Julia Robin-
son and Hilbert’s Tenth Problem (2008), dirigido e produzido por George
Csicsery.

1No original, Definability and Decision Problems in Arithmetic.
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Classificados na XXVII OMEG - 2018

Nível 1 (6o e 7o anos do Ensino Fundamental)

Medalha de Ouro

? Giovanni Castro Dourado Pinozi/Studium

? Valentina Fernandes Cintra/Colégio WRJ

? Davi Abreu da Silveira/Colégio Agostiniano N.S. de Fátima

Medalha de Prata

? Arthur José Silva Rios Dias/Colégio Atual

? Pedro de Oliveira Freitas/Colégio Marista

? Tarcísio Oliveira Quintino/Colégio N. Senhora do Bom Conselho

? Frederico Schmaltz/Escola Interamérica

? Ana Clara Mohn Bizimoto/Escola Crescer

Medalha de Bronze

? Ian Vasconcelos Lotufo/Colégio Lassale

? Bernardo Freitas de Faria/Escola Crescer

? João Victor Borges Bastos/Prevest Sul

? Rodrigo Mendonça Helou/Colégio WRJ

? Sofia Pyloridis Lustosa/Colégio Integrado - Unidade Areião

? Arthur Carmo/Educandário Vila Boa

Menção Honrosa

? Mariana Rodrigues P. França/Educandário Vila Boa
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? Eusébio de Abreu Carvalho Filho/Colégio Razão

? Pedro Paulo M. Godinho/Colégio Marista

? Vitor de Oliveira Cezário/Escola Crescer

? Ygor Dias Aguiar/Escola Interamérica

? Olavo Antônio R. Pimenta/Colégio Auxilium

? Eber Chediak Lima/Instituto Presbiteriano de Educação

? Yago Lima Coqueiro/Colégio Delos

? Marcela Dias Nazareth/Centro Educacional Omni

Nível 2 (8o e 9o anos do Ensino Fundamental)

Medalha de Ouro

? Jonatan de Lima Santos/Escola M. Pastor Albino G. Boaventura

? Bruno de Moraes Dumont/Colégio WRJ

? Rui Andrade Carvalho Nunes/Colégio WRJ

Medalha de Prata

? Larissa Lemos Afonso/Colégio Integrado - Unidade Areião

? Luis Guilherme Silveira de Oliveira/Colégio WRJ

? Gael Medeiros Melo/Prevest Sul

? Izadora Caiado Oliveira/Colégio WRJ - Goiânia

? Nathalia Cirqueira Moura/CPMG - Unidade José Carrilho
? Miguel Lima/Colégio Integrado Jaó

Medalha de Bronze

? Geovana Vilas Boas do Prado/Colégio Agostiniano N. S. de Fátima

? Rodrigo Brom Gomes dos Santos/Educandário Vila Boa

? Pedro Porto de Carvalho Nunes/Colégio WRJ

? Fernando Angélico de Souza/Centro Educacional SESC Cidadania
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? Beatriz Fernandes dos Santos/Centro E. SESC Cidadania

? Felipe Ferreira Aprigio/Colégio Olimpo

Menção Honrosa

? Paulo Roberto de Almeida/Escola M. Pastor Albino G. Boaventura

? Geovanna Bispo Almeida/Instituto Presbiteriano de Educação

? Vitor Pinheiro Nunes/Colégio WRJ

? Felipe Stanley Kroebel Sousa/Colégio Integrado Jaó

? Leandro Vaz Ramos de Andrade/Escola Interamérica

? Lucas Lima Siade/Escola Crescer

? Carlos Eduardo O. De Sousa/Escola M. Izabel de Matos Ribeiro

? Geovanna Augusto Silva/Colégio Prevest - Centro

Nível 3 (Ensino Médio)

Medalha de Ouro

? Vinicius de Alcântara Névoa/Colégio Arena

? Mateus Marques/Colégio Simbios

Medalha de Prata

? Gustavo Passinato Neves/Instituto F. de Goiás - Câmpus Goiânia

? João Vitor Borges Guimarães/Colégio Arena

? Ghatlin Rayner Alves Pereira/Colégio Arena

? Luiz Gustavo Santos de Souza/Colégio Protágoras

Medalha de Bronze

? Beatriz Marques Cavalcante/IFG - Câmpus Goiânia

? Felipe Reis Spirandelli/Colégio Arena

? Luis Henrique Zuin Ruiz/Colégio Olimpo
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? Luísa Viana Marchese/Colégio Agostiniano N. Senhora de Fátima

? Ana Luiza Félix de Souza/Colégio Visão

? Carlos Márcio de Oliveira e Silva Filho/Colégio Visão

? Guilherme de Jesus Guedes Dantas/Colégio Dinâmico

Menção Honrosa

? Pedro Zamecki Andrade/Colégio Visão

? André Felipe de Oliveira Fonseca/Colégio Integrado Jaó

? Carlos Henrique Lopes Vitoriano/Colégio Olimpo

? Artur Gabina Baltazar Vieira/Colégio Santo Agostinho
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Resolução Comentada das Provas da XXVII
OMEG

Valdivino Vargas Junior, Rogerio de Queiroz Chaves,
Rosane Gomes Pereira, Tiago Moreira Vargas,

Ana Paula Chaves, Francisco Bruno de Lima Holanda,
Kamila da Silva Andrade.

Resumo. Neste artigo apresentamos uma resolução comentada das ques-
tões da OMEG de 2018. Incorporamos, na medida do possível, ideias e
argumentos apresentados por estudantes que participaram da olimpíada,
fazendo menção a seus nomes. Sugerimos que, antes de simplesmente ler
as soluções, o leitor encare o desafio de resolver os problemas e desfrute
da sensação de conquista e de amadurecimento que esta atividade pode
proporcionar. Por isso, todos os problemas são apresentados primeiro e,
separadamente ao final, as soluções e comentários.

1. Provas da XXVII OMEG

Nível 1

Problema 1: Valentina tem algumas maçãs e cestas. Se ela coloca
duas maçãs em cada cesta, sobram quatro maçãs. Se ela deixa uma das
cestas vazia, consegue distribuir exatamente cinco maçãs para cada uma
das demais cestas. Quantas maçãs e quantas cestas Valentina tem?

Problema 2: Em um certo sistema de criptografia de texto, cada
letra é substituída por um símbolo distinto. Sabe-se que os quatro trios
de símbolos a seguir,

©�� N©� �⊗4 4⊗ N

correspondem à codificação, por esse sistema, das palavras “CAL”, “ECO”,
“LAR” e “REU”, não necessariamente nessa ordem. Ou seja, não se sabe
qual trio corresponde a qual palavra.
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Com base nessas informações, decodifique o código a seguir.

��⊗ N⊗��NN ◦�

Problema 3: A figura a seguir representa um quadrado ABCD com
ĀB = 4cm. Em cada lado do quadrado marcam-se três pontos, igual-
mente espaçados, dividindo o lado em quatro partes iguais. Escolhendo-
se um desses três pontos em cada um dos lados, obtém-se um quadrilátero
como o que foi destacado na figura, por exemplo.

(a) Qual é a área do quadrilátero sombreado na figura?

(b) Considerando-se a área de cada quadrilátero que pode ser formado
dessa maneira, qual é a menor área possível? Qual é a área má-
xima?

Problema 4: Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo
e Ronaldo estão usando bonés que têm a parte de cima branca ou preta
e a parte de baixo é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver
a cor dos bonés dos outros, mas não pode ver a cor do seu próprio boné.
Diante disso, fizeram os comentários a seguir.

Arnaldo: Eu vejo três bonés pretos e um branco.
Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.
Cernaldo: Eu vejo um preto e três brancos.
Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 5: Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas,
ou dominós, e cada dominó é um retângulo dividido em duas “casas”
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quadradas, com um número de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominó só pode tocar outro dominó se as casas que
se tocam tiverem o mesmo número.

Joana está brincando com um jogo de dominós e deseja montar uma
configuração com quatro dominós, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuração de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuração da direita é espilicute e a da esquerda, não.

Quantas são as configurações espilicutes possíveis?

Nível 2

Problema 1: Júnior numerou todas as páginas de seu caderno, con-
secutivamente, começando com “1” na primeira página, “2” na segunda
etc.

Considerando-se que, para isso, foram necessários 852 algarismos,
quantas páginas tem o caderno?

Problema 2:
Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram um campeonato

no qual cada time jogou uma única vez com cada um dos demais times.
Nesse campeonato, cada vitória vale 3 pontos, cada empate vale 1 ponto
e a equipe derrotada não pontua. Ao final, três times ficaram em pri-
meiro lugar, com 17 pontos cada, e os outros cinco ficaram em segundo
lugar. Sabendo-se que houve exatamente 13 empates nas partidas desse
campeonato, responda:

(a) Cada um dos times que ficaram empatados em segundo lugar fez
quantos pontos?

(b) Construa um exemplo de possíveis resultados das partidas que
cumpram as condições descritas no enunciado acima (Você pode,



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 8

por exemplo, chamar os times de A, B, C etc. e indicar apenas
quem ganha de quem e quem empata com quem).

Problema 3: No interior de um quadrado ABCD são escolhidos
dois pontos, E e F , de modo que AE = FC = 7 cm, EF = 2 cm e
∠AEF = ∠EFC = 90◦.

(a) Demonstre que AECF é um paralelogramo (quadrilátero com os
lados opostos iguais e paralelos).

(b) Determine a área do quadrado.

Problema 4: Identifique todos os números inteiros positivos, n, tais
que n2 + 20n+ 11 é um quadrado perfeito.

Problema 5: Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas,
ou dominós, e cada dominó é um retângulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um número de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominó só pode tocar outro dominó se as casas que
se tocam tiverem o mesmo número.

Joana está brincando com um jogo de dominós e deseja montar uma
configuração com quatro dominós, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuração de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuração da direita é espilicute e a da esquerda, não.

Quantas são as configurações espilicutes possíveis?

Nível 3

Problema 1:
Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo es-

tão usando bonés que têm a parte de cima branca ou preta e a parte de
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baixo é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver a cor dos
bonés dos outros, mas não pode ver a cor do seu próprio boné. Diante
disso, fizeram os comentários a seguir.

Arnaldo: Eu vejo três bonés pretos e um branco.
Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.
Cernaldo: Eu vejo um preto e três brancos.
Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 2: Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas,
ou dominós, e cada dominó é um retângulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um número de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominó só pode tocar outro dominó se as casas que
se tocam tiverem o mesmo número.

Joana está brincando com um jogo de dominós e deseja montar uma
configuração com quatro dominós, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuração de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuração da direita é espilicute e a da esquerda, não. Quantas

são as configurações espilicutes possíveis?

Problema 3: Suponha que os números inteiros de 1 a 2018 tenham
sido agrupados em 1009 pares {ai, bi}, com 1 ≤ i ≤ 1009, de maneira
que, para todo i, a diferença |ai−bi| é igual a 1 ou 6. Mostre que a soma

|a1 − b1| + |a2 − b2| + · · · + |a1009 − b1009|

é um número que termina em 9.

Problema 4: Seja ABCD um quadrilátero inscrito em uma circunfe-
rência e tal que o ângulo CB̂D tem o dobro da medida de AB̂D. Seja P
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a intersecção de CD com a bissetriz de CB̂D. Sejam M e N os pontos
de intersecção de AC com BD e BP , respectivamente. Mostre que

AM

AN
+

CP

CD
= 1.

Problema 5: Um estudante encontrou uma caixa contendo um grande
número de bolas brancas idênticas. Desafiado a fazer uma estimativa da
quantidade de bolas que há na caixa sem usar instrumentos de medi-
ção, o estudante utilizou a seguinte estratégia: retirou 10 bolas da caixa,
marcou-as com tinta e devolveu-as à caixa, misturando bem com as de-
mais. Em seguida ele retirou, de uma vez e de maneira aleatória, 20 bolas
da caixa e constatou que exatamente duas delas eram das bolas que ele
havia marcado. Nessas condições, denotando-se por n a quantidade total
de bolas inicialmente na caixa,

(a) Calcule, como uma função de n, a probabilidade de que, ao sor-
tear as 20 bolas, o estudante obtivesse exatamente duas das bolas
marcadas (observe que não é necessário desenvolver os fatoriais).

(b) Para qual valor de n essa probabilidade é máxima?
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2. Resolução comentada

Nível 1

1. Valentina tem algumas maçãs e cestas. Se ela... (baseado nas solu-
ções apresentadas por Ian Vasconcelos, João Victor Borges Bastos, Olavo
Antônio R. Pimenta, Rodrigo Mendonça e Sofia Pyloridis)

Digamos quem é a quantidade de maçãs e c é a quantidade de cestas.
Temos

• Colocando duas maçãs em cada cesta, sobram quatro maçãs. Isto
significa que

m = 2c+ 4.

• Deixando uma das cestas vazia, consegue-se distribuir exatamente
cinco maçãs para cada uma das demais cestas. Isto significa que

m = 5(c− 1).

Assim, devemos ter 2c + 4 = 5(c − 1) e, consequentemente, c = 3 e
m = 5(3− 1) = 10.

2. Em um certo sistema de criptografia de texto, cada letra ... (baseado
nas soluções apresentadas por Ana Clara Mohn Bizinoto, Eusébio de
Abreu Carvalho Filho , Marcela Dias Nazareth, Pedro Paulo M. Godinho
e Yago Lima Coqueiro)

Observando as posições em que cada letra aparece nas palavras ‘CAL",
“ECO", “LAR"e “REU", notamos que a letra A é a única que se repete
duas vezes na posição do meio, o que só ocorre com o símbolo ⊗. Sabendo
disso, também notamos que a letra L é a única que se repete à direita
e à esquerda de A,o que só ocorre com o símbolo 4. Portanto, sabendo
que A = ⊗ e que L= 4, conseguimos C= � e R= N. Usando essas duas
últimas informações, substituimos nos dois primeiros trios para obter E
= ◦, O = � e U= �.

Assim, a expressão

��⊗ N⊗��NN ◦�

é decodificada para
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O C A R A C O R R E U.

3. A figura a seguir representa um quadrado ABCD com... (baseado
nas soluções apresentadas por Arthur José Silva Rios Dias, Frederico
Schmaltz, Giovanni Castro Dourado Pinzi, Tarcísio Oliveira Quintino e
Valentina Fernandes Cintra)

(a) A área do quadrado ABCD é 42 = 16 cm2. A área do qua-
drilátero sombreado será igual à área do quadrado ABCD diminuída
das áreas de dois triângulos retângulos de catetos 1 cm e 3 cm, ou seja
2 × 1×3

2 = 3 cm2, da área de um triângulo retângulo de catetos 3 cm e
2 cm, isto é 3×2

2 = 3 cm2 e da área de um triângulo retângulo de catetos
2 cm e 1 cm, isto é, 2×1

2 = 1 cm2. Logo, a área do quadrilátero sombre-
ado é 16 cm2 − 3 cm2 − 3 cm2 − 1 cm2 = 9 cm2.

(b) Cada diagonal do quadrilátero em questão conecta pontos em
lados opostos do quadrado e divide o quadrilátero em dois triângulos.
Descontadas as simetrias, há apenas quatro possíveis configurações para
uma diagonal:

(1) Conectando o centro de um lado ao centro do lado oposto,

(2) Conectando o centro de um lado a um ponto não central do lado
oposto,

(3) Conectando dois pontos não centrais dos lados por uma reta per-
pendicular a esses lados (e paralela aos demais),

(4) Conectando dois pontos não centrais dos lados por uma reta não
perpendicular a esses lados.

Considerando-se a parte do quadrilátero que é o triângulo formado
de um dos lados de uma diagonal, quanto mais afastado dessa diagonal
o terceiro vértice estiver, maior será a área do triângulo e vice-versa (a
base do triângulo é a diagonal e a altura é a distância do outro vértice à
diagonal).

Nos casos (1) e (4), acima, como a diagonal é paralela aos lados rema-
nescentes do quadrado, as várias possibilidades para os demais vértices
do quadrilátero resultam em triângulos com mesma área. Calculando
a área das partes que ficam fora do quadrilátero, por exemplo, que são
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triângulos retângulos, obtém-se 8 em todos esses casos e, como a área do
quadrado é 16, a do quadrilátero tem que ser 8.

O caso (2) corresponde, na figura do exemplo dado na questão, à di-
agonal que parte do centro de um dos lados verticais. A figura também
é um exemplo de quadrilátero de área máxima com esta configuração,
visto que os outros dois vértices estão o mais distantes possível dessa
diagonal. Nesse caso, como visto no item (a), a área é 9 cm2. Para
se obter a área mínima nesta configuração, basta trocar os vértices que
estão nos lados horizontais do quadrado da figura pelos que ficam mais
próximos da diagonal que não os contém. Calculando as áreas dos tri-
ângulos retângulos que ficam de fora do quadrilátero, obtém-se para o
quadrilátero, uma área mínima de 8, nesta configuração.

Por fim, aplica-se o mesmo raciocínio ao caso (4), exemplificado na
figura dada na questão pela diagonal que conecta os lados horizontais
do quadrado. Fixada esta diagonal, a área do quadrilátero será máxima
quando ficarem de fora quatro triângulos retângulos 1x3, o que resulta
em um quadrilátero de 10 cm2. Por outro lado, para se obter área mínima
com esta diagonal, os lados do quadrilátero ficam paralelos às diagonais
do quadrado, deixando de fora dois triângulos retângulos 1x1 e dois 3x3,
e o quadrilátero fica com 6 cm2.

Comparando-se todas essas possibilidades, conclui-se que a área má-
xima para o quadrilátero é de 10 cm2 e a mínima de 6 cm2.
4. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estão ... (baseado nas soluções apresentadas por Arthur Carmo, Davi
Abreu da Silveira Igor Dias Aguiar, Mariana Rodrigues P. França e Vitor
de Oliveira Cezário)

Inicialmente, note que cada pessoa enxerga os bonés dos amigos mas
não enxerga o próprio boné, logo ele enxerga 4 dos 5 bonés. Suponha
que Arnaldo esteja falando a verdade, i.e., que ele esteja de boné preto.
Desta forma, temos um conjunto com 4 bonés pretos (4 verdades) e
1 boné branco (1 mentira). Isto é uma contradição pois deveríamos ter
Bernaldo e Cernaldo mentido, já que disseram que existe mais que 1 boné
branco. Portanto, Arnaldo está mentindo, logo está de boné branco.

Suponha que Bernaldo esteja dizendo a verdade, então está de boné
preto e todos os outros de bonés brancos. Isto significa que cada colega
vê 1 boné preto e 3 bonés brancos, logo Cernaldo deveria estar dizendo a
verdade resultando em outra contradição. Portanto, Bernardo também
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está mentindo e está de boné branco.
Agora, se Cernaldo está dizendo a verdade, então ele está de boné

preto e, pela fala de Dernaldo, este deve estar de boné branco. Restando
o boné preto para Ronaldo.

Se Ceraldo está mentindo, então ele está de boné branco, daí Der-
naldo também está mentindo e deve estar de boné branco. Para decidir
a cor do boné de Ronaldo devemos analisar as falas dos colegas. Se
Ronaldo está de boné branco, então teríamos 5 bonés brancos e isto
implicaria que Bernaldo está dizendo a verdade, o que não é possível.
Assim, Ronaldo está de boné preto e isto significa que Arnaldo está di-
zendo a verdade, o que também não é possível. Portanto, esta opção não
pode ocorrer. Segue que Ceraldo está dizendo a verdade.

Assim concluímos que:

• Arnaldo mentiu ⇒ Arnaldo está usando boné branco;

• Bernaldo mentiu ⇒ Bernaldo está usando boné branco;

• Cernaldo disse a verdade ⇒ Cernaldo está usando boné preto,
Dernaldo está de boné branco e Ronaldo está de boné preto.

5. Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas...

Existem dois casos: quando se utiliza uma peça dupla e quando não
se utiliza. Veja ainda que é impossível colocar duas peças duplas em
uma mesma configuração, pois isso implicaria em utilizar duas peças
repetidas. Assim,

(1) Com uma peça dupla: tem-se 7 × 6 × 5 formas de colocar os três
primeiros dominós. O quarto dominó será determinado pelos an-
teriores. Tem-se ainda 4 posições diferentes para a peça dupla.
Assim, tem-se 7× 6× 5× 4 = 840 possibilidades nesse caso.

(2) Sem peça dupla: tem-se 21 peças que não são duplas. Cada uma
pode ser colocada de 2 formas. A peça a sua esquerda e sua direita
podem ser colocadas de 5 e 4 maneiras (pois não pode-se repe-
tir dominós). Assim, tem-se um total de 21 × 2 × 5 × 4 = 840
possibilidades nesse caso.

Logo, tem-se um total de 1.680 configurações.



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 15

Nível 2

1. Júnior numerou todas as páginas de seu caderno, consecutivamente...

Note que para escrever as páginas de 1 até 9 são gastos 9 algarismos.
De forma análoga, são gastos (99− 9)× 2 = 180 algarismos numerando
páginas com dois algarismos. Como ele gastou 852 algarismos no total,
segue que foram gastos 663 algarismos nas páginas cuja numeração tem 3
algarismos. No total foram escritos 663

3 = 221 números de 3 algarismos.
Logo, o caderno de Júnior tem 99 + 221 = 320 páginas.

2. Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram... (baseado na
solução apresentada por Rodrigo Brom Gomes dos Santos)

(a) Observe que o máximo de pontos que um time poderia conseguir
é 21, dado que cada um joga 7 vezes. Como A,B e C ficaram com 17
pontos, isso se dá porque pederam 4 pontos, dos 21 disputados. A única
maneira de isso acontecer é cada time A,B e C, ter obtido dois empates,
pois os pontos perdidos são da forma 2E + 3D, com E a quantidade
de empates e D a quantidade de derrotas. Também observe que tais
empates ocorreram entre eles mesmos, pois caso contrário, por exemplo,
suponha que A empatou com algum time que não estava entre os três
primeiros. Isso quer dizer, que A ganhou ou perdeu de B ou C, o que
não pode ocorrer pois nenhum dos três primeiros obteve derrota. Por-
tanto, todos os demais times, que ficaram empatados em segundo lugar,
perderam para A,B e C, e nessas derrotas perderam 9 pontos disputa-
dos, e, como todos tivemos 13 empates no total, 3 deles entre A, B e
C, sobram 10 empates para os demais, que é exatamente a quantidade
de jogos restantes, os outros 5 times empataram entre si, o que nos dá 4
pontos para cada um.

(b) Sejam A,B,D,E, F,G e H os oito times que disputaram o cam-
peonato. Suponha que A,B e C tenham ocupado o primeiro lugar, e
D,E, F,G e H tenham ocupado o segundo lugar. Para cumprir as con-
dições descritas no enunciado, os times A,B e C devem ter 5 vitórias
e 2 empates cada um. Os demais times devem empatar 4 vezes cada.
Um exemplo de resultados do campeonato pode ser descrito na tabela a
seguir.
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Jogo 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14
Time 1 A A A A A A A B B B B B B C
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Time 2 B C D E F G H C D E F G H D

Jogo 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Time 1 C C C C D D D D E E E F F G
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Time 2 E F G H E F G H F G H G H H

3. No interior de um quadrado ABCD são escolhidos dois pontos...
(baseado nas soluções apresentadas por Bruno de Moraes Dumont, Jo-
natan de Lima Santos, Larissa Lemos Afonso e Luís Guilherme Silveira
de Oliveira)

(a) Note que 4AEF ≡ 4EFC pelo caso cateto-hipotenusa. Por-
tanto, AF = EC e ∠CEF = ∠EFA. Portanto, AECF é um paralelo-
gramo.

(b) De (a) segue que as diagonais AC e EF de AECF cortam-se
mutuamente ao meio. Seja M o ponto de encontro dessas diagonais.
Veja que MF = 1. Pelo teorema de Pitágoras aplicado no 4MFC,
temos que

(CM)2 = 72 + 12 = 50⇒ CM =
√

50.

Como AC = 2.CM , então AC = 2
√

50. Agora seja l a medida do lado
do quadrado ABCD. Usando o teorema de Pitágoras no 4ABC, temos
que

(AC)2 = l2 + l2 ⇒ 200 = 2l2 ⇒ l2 = 100.

Assim, a área do quadrado ABCD é l2 = 100.
4. Identifique todos os números inteiros positivos... (baseado nas solu-
ções apresentadas por Jonatan de Lima Santos e Larissa Lemos Afonso)
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Escreva

n2 + 20n+ 11 = m2

(n+ 10)2 − 100 + 11 = m2

(n+ 10)2 = m2 + 89 (1.1)

Agora, faça n+ 10 = k em (1.1)

k2 −m2 = 89

(k −m)(k +m) = 89 (1.2)

O número 89 é primo. Logo, tem-se as seguintes relações:{
k −m = 1
k +m = 89

ou
{
k −m = 89
k +m = 1

Assim, k = 45 e m = 44. Portanto, (n + 10)2 = 442 + 89 = 2.025.
Por fim, conclui-se que n = 35.

5. Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas...

Ver resolução do problema 5 do nível 1.

Nível 3

1. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estão ...

Ver resolução do problema 4 do nível 1.

2. Um jogo de dominós consiste de 28 peças distintas...

Ver resolução do problema 5 do nível 1.

3. Suponha que os números inteiros de 1 a 2018 tenham sido agrupa-
dos...

Primeiro, note que |ai−bi| = 1 ou 6, nos dá que todos deixam resto 1
quando divididos por 5, ou seja, |ai−bi| = 5ki+1, para todo i. Portanto,
se denotamos a soma por S, temos

S = 5(k1 + k2 + . . .+ k1009) + 1009︸︷︷︸
=5×201+4

= 5K + 4 .
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Isto é, S deixa resto 4 quando dividido por 5. Também observe que a
diferença |ai − bi| e a soma ai + bi têm a mesma paridade, o que nos dá
S com a mesma paridade da soma

a1 + b1 + a2 + b2+ . . .+ a1009 + b1009 =

= 1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 2017 + 2018 = 1009× 2019

= 2.037.171.

Portanto, S é da forma 2L+ 1, donde

2L+ 1 = 5K + 4⇒ 2L = 5K + 3⇒
K deve ser ímpar para que 5K + 3 seja par.

Assim, K = 2k+ 1, e conseguimos S = 5(2k+ 1) + 4 = 10k+ 9, que nos
dá o desejado.

4. Seja ABCD um quadrilátero inscrito em uma circunferência e tal que
o ângulo... (baseado na solução apresentada por Vinicius de Alcântara
Névoa.)

Considere o triângulo ABN . Trace a reta paralela r a bissetriz BM
passando pelo ponto N . Prolongue o segmento AB até este interceptar a
reta r no ponto D. O triângulo formado BDN é isósceles e BD = BN .
Aplicando o teorema de Tales sobre o triângulo ADN , obtém-se

AB

BD
=
AM

MN

Daí, conclui-se que
AB

BN
=
AM

MN
. (1.3)
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Repita a construção para o triângulo QBC. Trace a reta s paralela a
bissetriz BP , passando pelo ponto C. Prolongue o segmento QB até este
interceptar a reta s no ponto E. O triângulo formado BEC é isósceles
e BC = BE. Aplicando o teorema de Tales sobre o triângulo QEC,
obtém-se

QB

BE
=
QP

PC
.

Logo,
QB

BC
=
QP

PC
. (1.4)

Como tem-se ângulos inscritos no círculo que abrem o mesmo arco
então conclui-se que os triângulos ABN e QBC são semelhantes. Logo,

AB

BN
=
BQ

BC
(1.5)

Das igualdades (1.3) , (1.4) e (1.5) conclui-se que

AM

MN
=
QP

PC

Como QC = QP + PC e AN = AM +MN então

AN −AM
AM

=
QC −QP

QP

AN

AM
=
QC

QP
⇐⇒ AM

AN
=
QP

QC
.

Por fim,
AM

AN
=
QC − CP

QC
= 1− CP

QC
.

5. Um estudante encontrou uma caixa contendo um grande número de
bolas brancas...

(a) Primeiro observe que n ≥ 28. De fato, como 10 bolas foram
marcadas no início e após a extração aleatória de 20 apareceram apenas
2 marcadas segue que 8 marcadas não apareceram na extração. Para
calcular a probabilidade requerida, usaremos a definição clássica de pro-

babilidade. Note que há
(
n

20

)
modos possíveis de extrair 20 bolas da
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caixa. Para se retirar 20 bolas, duas delas marcadas, devem ser captura-

das 2 das bolas marcadas com tinta, o que pode ser feito de
(

10

2

)
modos

e 18 bolas das n − 10 não marcadas com tinta, o que pode ser feito de(
n− 10

18

)
modos. Assim, se p(n) é a probabilidade requerida:

p(n) =

(
10

2

)(
n− 10

18

)
(
n

20

) para n = 28, 29, · · · .

(b) Note que
p(n+ 1)

p(n)
=
n2 − 28n+ 171

n2 − 26n− 27
.

Como n é número inteiro e n ≥ 28 segue que
p(n+ 1)

p(n)
> 1 se e somente se n < 99.

Analogamente,
p(n+ 1)

p(n)
< 1 se e somente se n > 99.

Por fim, note que
p(100)

p(99)
= 1. Logo, essa probabilidade é máxima para

n = 99 ou n = 100.
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Equações do terceiro grau e dobraduras de
Beloch

Ronaldo Garcia e Kaye Silva

Resumo. Neste trabalho, discutiremos o conceito matemático de dobra-
duras generalizadas e de Beloch, que consistem na operação de realizar
uma única dobradura de papel ao longo de uma reta (eixo), levando dois
pontos dados sobre duas retas também dadas. Aplicamos esta conceitu-
ação para resolver equações cúbicas pelo método de Lill e estabelecemos
uma relação biunívoca entre o número de raízes reais, o número de retas
duplamente tangentes a um par de parábolas, e o número de dobraduras
generalizadas de uma configuração associada ao polígono de Lill.

1.1 Introdução

Margherita Piazzola Beloch (1879-1976) foi uma matemática italiana
que se interessou por problemas clássicos da Geometria e suas relações
com Álgebra. No intuito de entender melhor alguns desses problemas,
entre os quais, resolver equações algébricas cúbicas, ela introduziu uma
operação matemática que hoje é conhecida como dobradura de Beloch.
Nas referências [3], [4], [6], [7], [8] e [9], o leitor encontrará vários traba-
lhos relacionados a esse tema.

Neste trabalho, descrevemos esse conceito matemático de dobradura
e analisamos suas propriedades básicas, relacionando-o com o problema,
também geométrico, de retas tangentes comuns a duas parábolas dadas.
Várias das situações aqui abordadas podem ser realizadas com dobradura
de papel (origami). Veja [1] para um teoria axiomática de origami e
construções geométricas usando dobraduras de papel.

Na seção 1.2, introduzimos o conceito de quadrado de Beloch e o
método de Lill para resolução de equações algébricas. Na seção 1.3, defi-
nimos o conceito de dobradura de Beloch. Na seção 1.4, introduzimos o
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conceito de dobradura generalizada e de parábolas. Na seção 1.5, analisa-
mos a existência de dobraduras generalizadas. Na seção 1.6, analisamos
a existência de dobraduras de Beloch. Na seção 1.7, provaremos a exis-
tência de quadrados de Beloch e usamos as dobraduras generalizadas e
de Beloch para resolver equações polinomiais de grau 3. E, na seção 1.8,
abordamos o problema de largura de faixas entre duas parábolas.

1.2 Preliminares

Nesta seção iremos introduzir o conceito de dobradura generalizada
e resolver algumas equações algébricas.

Problema 1. Considere uma folha de papel (transparente) e marque,
com relação a um sistema de coordenadas cartesianas, os pontos P1 =
(0, a) e P2 = (1, 2a), e esboce as retas r1, definida por y = 0, e r2,
definida por y = x. Determinar uma reta r de modo que, ao dobrar o
papel ao longo de r, o ponto P1 é levado em um ponto P ′1 na reta r1 e o
ponto P2 é levado em P ′2 na reta r2.

Solução: Inicialmente, por inspeção, observamos que quando a = −1
uma solução é o eixo definido por y = −1

2 . Quando a = 0, P1 ∈ r1 ∩ r2,
P2 ∈ r1 e as três soluções são definidas por x = 1

2 , y = −(
√

2 + 1)x e
y = (

√
2 − 1)x. A dobradura ao longo do eixo y produz P ′1 ∈ r1 ∩ r2 e

P ′2 ∈ r1. Analise este caso especial, o qual de fato não é uma solução.
Quando a = 1

2 , temos três soluções definidas pelas retas y = −x, y =
3x − 2 e y = x. Essas três retas são tangentes à parábola y = x2 + 1

4 .
Para a = 2.3, temos apenas uma solução, conforme esboçado na Fig. 1.1.
A reta (eixo da dobradura) é tangente a duas parábolas. Convidamos o
leitor a analisar o problema para vários valores de a.
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e(Beloch)

r1(y = 0)
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P ′1
P ′2
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P ′1
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r2(y = x)

r1(y = 0)

e(Beloch)

P ′2

P2

P2
P2

P2

Figura 1.1: Vários tipos de dobraduras.

Problema 2. Considere no quadrado unitário [0, 1] × [0, 1] os pontos
P1 = (0, 0), P2 = (0, 13). Encontre uma reta r, de modo que, ao dobrar
o papel ao longo de r, o ponto P1 é levado em um ponto P ′1 na reta r1,
definida por x = 1, e o ponto P2 é levado em P ′2 na reta r2, definida por
y = 2

3 .
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r1(y = 2
3)

P1

P2

P ′1 = (1, 1
3√2+1

)

P ′2

r2(x = 1)r

( 1
1+ 3√2

, 0) (1 + 3
√

2, 0)

Figura 1.2: Dobradura e inversão para o cálculo de 3
√

2.

Solução: O eixo é definido por:

y = −(
3
√

2 + 1)x+
1

3
( 2

1
3 + 2 +

1

2
2−

1
3 ).

Além disso, temos:

P ′1 =
1

3
(

3
√

2 + 1, 2), P ′2 = (0,
1

3
√

2 + 1
).

Portanto, para calcular 3
√

2, devemos calcular o inverso de 1/( 3
√

2+1)
que mostramos na Fig. 1.2 (direita), fazendo a inversão desse ponto em
relação ao círculo unitário. Observamos que na Fig. 1.2 as escalas são
diferentes.

Veja [8] para o cálculo de 3
√

2 usando a configuração formada pelos
pontos P1 = (−1, 0), P2 = (0,−2) e retas r1(x = 1) e r2(y = 2). A
intersecção do eixo de dobradura com o eixo y é o ponto (0, 3

√
2).

Para resolver equações cúbicas, Beloch utilizou o método de M. Lill
(1830-1900) (veja [5]), um engenheiro militar austríaco, para encontrar
raízes de equações polinomiais.

O método pode ser descrito da seguinte forma (consideramos aqui
apenas o caso cúbico): considere a equação polinomial p(x) = a0x

3 +
a1x

2 + a2x + a3 = 0. Associamos ao polinômio p um polígono planar
OA0A1A2A3, onde O é a origem do plano cartesiano, e cujas arestas
são verticais ou horizontais. A primeira aresta será o segmento horizon-
tal OA0 com |OA0| = |a0|. A segunda aresta A0A1 será vertical com
|A0A1| = |a1| e o ângulo de 90◦, determinado com o segmento OA0, será
no sentido horário (anti-horário) se a0a1 ≥ 0 (a0a1 ≤ 0). A terceira
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aresta A1A2 será horizontal com |A1A2| = |a2| e o ângulo de 90◦, deter-
minado com o segmento A0A1, será no sentido horário (anti-horário) se
a1a2 ≥ 0 (a1a2 ≤ 0). A terceira e última aresta A2A3 será vertical com
|A2A3| = |a3| e o ângulo de 90◦, determinado com o segmento A1A2,
será no sentido horário (anti-horário) se a2a3 ≥ 0 (a2a3 ≤ 0).

Nessa situação, dizemos que a orientação é horária. Podemos também
definir o polígono de Lill considerando a orientação oposta à definida
acima. Veja Fig. 1.3.

4x3 + 5x2 + 3x+ 3 4x3 + 5x2 + 3x+ 3

0 A0

A00A1A2

A3

A3

A2 A1

0 A0

A1

A2

A3

0 A0

A1

A2

A3

3x3 + 4x2 − 3x− 2 3x3 + 4x2 − 3x− 2

Figura 1.3: Poligonais de Lill. Orientações horária e anti-horária.

Associado o polígono OA0A1A2A3 ao polinômio p, associamos agora
um segundo polígono OB0B1B2 (B0, B1, B2 variáveis) da seguinte forma:
considere as retas que partem da origem e intersectam a reta contendo o
segmento A0A1. Seja B0 o ponto de intersecção. Agora, considere a reta
que passa em B0 e é ortogonal ao segmento OB0, e seja B1 o ponto de



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 26

intersecção dessa reta com a reta contendo o segmento A1A2. Por fim,
considere a reta que passa em B1 e é ortogonal ao segmento B0B1, e seja
B2 o ponto de intersecção dessa reta com a reta contendo A2A3. Veja
Fig. 1.4.

0 A0

A1A2

A3 = B2

A00

A3 = B2

A2

A1

B0

B1

B0

B1

Figura 1.4: Poligonais de Lill OA0A1A2A3 e OB0B1B2.

Observamos que a poligonal OB0B1B2 é também uma poligonal
de Lill de um polinômio de segundo grau. As raízes desse polinômio
são também raízes do polinômio original que deu origem à poligonal
OA0A1A2A3, [9].

4x3 + 4x2 + 3x+ 3 = 04x3 + 3x2 + 2x+ 1 = 0 x3 + 3x2 − 2x+ 1 = 0

Figura 1.5: Soluções de equações pelo método gráfico de Lill, conside-
rando a orientação anti-horária.
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O A0

B3 = A4

B0

B1

B2

O
A0

A3 = B2

B0

B1

O = A1 A0

B0

B′0

x2 − 1 = 0 2x3 − 3 = 0 x4 − 2 = 0

Figura 1.6: Soluções de equações pelo método gráfico de Lill.

x3 − 2 = 0

x2 + 3x+ 2 = 0 x2 + 3x− 2 = 0

x3 + 3x2 + 4x+ 2 = 0

Figura 1.7: Soluções de equações pelo método gráfico de Lill.

A relação entre as poligonais de Lill e a existência de raízes de equa-
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ções polinomiais está dada no seguinte teorema (Veja as Figuras 1.5, 1.6
e 1.7).

Teorema 1.2.1. Seja θ o ângulo entre o segmento OA0 e o segmento
OB0 com orientação horária. Para toda escolha de B0, na qual B2 = A3,
temos que − tan θ é uma raiz de p.

Demonstração. Considere o polinômio p(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0.
Supondo ai > 0, as poligonais de Lill 0A0A1A2A3 e OB0B1B2 são como
esboçadas na Fig. 1.8 (esquerda).

0 A0

A1 A2

A3 = B2

B0

B1

a3

a2

−a1
a0

0
A0

A1
A2

A3 = B2 B0

B1

θ
a3

a0

a2

a1

θ

θ

θ

θ

θ

Figura 1.8: Poligonal de Lill para uma equação cúbica.

Considerando os triângulos retângulos A3A2B1, B1A1B0 e B0A00,
temos: | A0B0 |= a3 tan θ, | A1B0 |= a2 − a3 tan θ, | A1B1 |= (a2 −
a3 tan θ) tan θ), | A2B1 |= a1−(a2−a3 tan θ) tan θ = a0/ tan θ. Portanto,

tan θ (a1 − (a2 − a3 tan θ) tan θ) = a0.

Logo,

a3(− tan θ)3 + a2(− tan θ)2 + a1(− tan θ) + a0 = 0.

Assim, concluímos que p(− tan θ) = 0.
Resolveremos mais um caso e confiaremos ao leitor analisar os demais.

Suponha, agora, que a3 > 0, a2 > 0, a0 > 0 e a1 < 0. Observe da Fig.
1.8 (direita) que |A0B0| = a3 tan θ, |A1B0| = a3 tan θ − a2, |A1B1| =
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|A1B0| tan θ = (a3 tan θ−a2) tan θ, |A2B1| = (a3 tan θ−a2) tan θ+a1 =
a0/ tan θ. Logo,

tan θ((a3 tan θ − a2) tan θ + a1) = a0.

Portanto,

a3(− tan θ)3 + a2(− tan θ)2 + a1(− tan θ) + a0 = 0.

Beloch utilizou de suas dobraduras no trabalho [2] para demonstrar
que sempre é possível escolher B0 no Teorema 1.2.1, de modo a obter
B2 = A3. De fato, Beloch introduziu um objeto, que hoje é conhecido
como quadrado de Beloch.

Definição 1. Dados dois pontos, P1, P2, e duas retas, r1, r2, um qua-
drado de Beloch é um quadrado com vértices X,Y,W e Z, tais que X e
Y pertencem a r1 e r2, respectivamente. Além disso, P1 pertence à reta
contendo X e Z, e P2 pertence à reta contendo Y e W .

P1

P ′1

P2

P ′2

r1

r2

r′1

r′2
X

Y

W

Z

e(Beloch)

Figura 1.9: Construção do quadrado de Beloch.

Beloch demonstrou, em seus trabalhos, que a existência de dobra-
duras implicava na existência do quadrado de Beloch. É sabido que,
nos problemas em que Beloch trabalhava, a existência da dobradura que
leva o seu nome sempre existia [7], no entanto, podemos formular uma
pergunta matemática válida e bastante interessante: para quais configu-
rações de pontos e retas existe uma dobradura de Beloch?
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Observação 1.2.2. O método de Lill pode ser generalizado para equa-
ções polinomiais da forma: p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0.

Associamos uma poligonal OA0A1 . . . An seguindo o mesmo procedimento
explicado acima no caso de grau 3. Uma raiz real (se existir) é obtida
construindo uma poligonal OB0B1 . . . Bn−1 com Bn−1 = An, sendo cada
vértice Bi pertencendo à reta definida pelos vértices Ai e Ai+1. Os seg-
mentos Bi−1Bi e BiBi+1 são ortogonais.

1.3 Dobraduras de Beloch

Daremos, agora, a definição formal do conceito de dobradura de Be-
loch. Para isso, precisamos definir a noção de reflexão no plano, de um
ponto com respeito a uma reta.

Definição 2. Sejam P um ponto e r uma reta contidos em um mesmo
plano. A reflexão de P em relação à reta r é o ponto P ′ que satisfaz: o
segmento PP ′ é ortogonal à reta r, e essa, por sua vez, bissecta PP ′ em
duas partes iguais.

Problema 3. Considere o plano cartesiano e suponha que P = (u, v) e
r possui equação Ax+By + C = 0. Demonstre que P ′ = (u′, v′), onde:

u′ =
(B2 −A2)u− 2ABv − 2AC

A2 +B2
= u− 2A(Au+Bv + C)

A2 +B2
,

v′ =
(A2 −B2)v − 2ABu− 2BC

A2 +B2
= v − 2B(Au+Bv + C)

A2 +B2
.

Para facilitar a notação, associamos ao par de pontos {P1, P2} e de
retas {r1, r2} a quádrupla C = {P1, P2, r1, r2}, que chamaremos simples-
mente de configuração.

Definição 3. Uma dobradura de Beloch associada à configuração C é
uma reta r, segundo a qual P1 e P2 estão em um mesmo semiplano,
determinado por r. Além disso, é possível refletir P1 e P2 em relação a
r, de modo que P ′1 ∈ r1 e P ′2 ∈ r2 (Fig. 1.10).
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P1
P2

r1

r2

e(Beloch)

P ′1
P ′2

r

P1

P ′1

P ′2

P2

r1

r2

e(Beloch)
r

Figura 1.10: Dobraduras de Beloch, retas transversais e paralelas.

Para quais configurações C existe uma dobradura de Beloch? Em qual
situação a dobradura é única? Para responder a essas questões, vamos
analisar um problema um pouco mais geral. Consideramos a seguinte
definição:

Definição 4. Uma dobradura generalizada associada a uma configuração
C = {P1, P2, r1, r2} é uma reta r, segundo a qual temos: P ′1 ∈ r1 e
P ′2 ∈ r2.
Observação 1.3.1. Na definição 4 existe uma preferência de ordem. O
ponto P1 é levado no ponto P ′1 pertencente à reta r1, e P2 é levado na reta
r2 no ponto P ′2 , i.e., P ′1 ∈ r1 e P ′2 ∈ r2. Podemos considerar dobraduras
permitindo P ′1 ∈ r2 e P ′2 ∈ r1.

Observamos que toda dobradura de Beloch é generalizada. Entre-
tanto, como veremos posteriormente, nem toda dobradura generalizada
é de Beloch. A diferença dos dois conceitos é caracterizada pela condição
dos pontos P1 e P2 estarem ou não no mesmo semiplano, definido pelo
eixo da dobradura (reta r). Do ponto de vista prático, a dobradura de
Beloch existe quando podemos realizá-la fazendo uma única dobradura
de papel. A priori, não é tão imediato decidir se a mesma existirá para
uma dada configuração de pontos e retas.
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1.4 Dobraduras generalizadas e parábolas

Considere a seguinte construção geométrica: dados um ponto P e
uma reta s, contidos em um mesmo plano, suponha que P /∈ s. Se
Q ∈ s, para determinarmos uma reta r, segundo a qual P é refletido em
Q, ou seja, P ′ = Q, é suficiente considerar a reta r que bissecta em duas
partes iguais o segmento PQ e é ortogonal a PQ (observe que essa reta
é única). Ao variarmos Q, a reta r variará, e, se desenharmos todas as
retas obtidas, veremos a silhueta de uma figura. Que figura é essa?

Problema 4. Pegue uma folha de papel retangular, de preferência trans-
parente, e marque um ponto no centro dela. Fixe uma das arestas da
folha, e, para cada ponto dessa aresta, dobre a folha de modo a levar o
ponto da aresta no ponto marcado no centro. Marque o ponto em cima
da dobra, e que está no segmento de reta ligando o ponto da aresta ao
ponto do centro (veja Figura 1.12). Realize esse procedimento para vários
pontos da aresta fixada.

i) Qual figura os pontos marcados sobre as dobras parecem descrever?

ii) Qual figura as dobras parecem descrever?

Figura 1.11: Dobradura de papel em relação a uma reta.

Figura 1.12: Dobraduras generalizadas e de Beloch para retas r1 e r2
paralelas

Definição 5. Dados um ponto P e uma reta s, contidos em uma mesmo
plano, com P /∈ s. Uma parábola com foco P e reta diretriz s é o lu-
gar geométrico dos pontos do plano, que estão a uma mesma distância
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do ponto P e da reta s. Dizemos que uma reta no plano é tangente à
parábola, se ela intersecta a parábola em apenas um ponto.

Problema 5. Considere o plano cartesiano e suponha que F = (f1, f2)
com f2 6= 0 e s é a reta com equação y = 0. Demonstre que a parábola
com foco F e reta diretriz s possui equação cartesiana dada por:

y =
1

2f2
(x− f1)2 +

f2
2
.

Passemos à reposta da última pergunta formulada no Problema 4: o
lugar geométrico será uma parábola com foco F e reta diretriz s! De fato,
como rotações e translações no plano preservam distâncias, podemos
supor, sem perda de generalidade, que (em coordenadas cartesianas)
F = (0, f2) com f2 6= 0 e s possui equação y = 0. Segue do Problema 5
que a equação cartesiana da parábola é dada por:

y =
1

2f2
x2 +

f2
2
. (1.1)

Problema 6. Demonstre que a reta ax + y = c é tangente à parábola
1.1 se, e somente se,

a2 = 1− 2c

f2
.

Além disso, a tangência ocorre no ponto de coordenadas(
−af2,

f2
2

(a2 + 1)

)
. (1.2)

Seja Q = (x0, 0) e note que as coordenadas do ponto médio do seg-
mento PQ são dadas por: (

x0
2
,
f2
2

)
.

Escolha a ∈ R, de tal modo que −af2 = x0. Segue do Problema 6 que
a reta tangente à parábola 1.1 no ponto de coordenadas definidas pela
equação (1.2) é dada por:

y = −ax+
f2
2

(1− a2).

Se x = x0/2, então y = f2/2, onde a reta tangente cruza o segmento
PQ em seu ponto médio. Além disso, é fácil ver que a reta tangente é
ortogonal ao segmento PQ. Temos, então, os seguintes resultados.
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Lema 1.4.1. Dados um ponto F e uma reta s contidos em um plano,
com F /∈ s. Seja Γ a parábola com foco F e reta diretriz s. Uma reta s′

é tangente à parábola Γ se, e somente se, s′ é uma reta segundo a qual
F é refletido em F ′ ∈ s. Veja Fig. 1.13.

s

s′

s′′

F

P F ′F ′′

Γ

Figura 1.13: Retas passando por P e tangentes a parábola Γ.

Demonstração. Exercício.

Lema 1.4.2. Nas condições do Lema 1.4.1, sejam P ′ ∈ s′ ∩ Γ, P ′′ =
s′′ ∩ Γ e (P ′ + P ′′)/2 o ponto médio da corda [P ′, P ′′]. A reta r(P, s),
passando por P e (P ′+P ′′)/2, é ortogonal à reta diretriz s. Veja Figura
1.14.
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s

F

P

r(P, s)

F ′F ′′

P ′+P ′′

2
P ′′

P ′

s′
s′′

Figura 1.14: Reta por P e ponto médio da corda determinada pelos dois
pontos de tangência é ortogonal a diretriz s de Γ.

Demonstração. Exercício.

Lema 1.4.3. Seja C uma configuração com P1 ∈ r1 e P2 /∈ r2. Então,
existe uma dobradura generalizada se, e somente se, a parábola com foco
P2 e reta diretriz r2 possui uma reta tangente, que seja ortogonal a r1.

Demonstração. Exercício. Analise os casos em que r1 ∩ r2 é um ponto
(interseção transversal), r1//r2 (retas paralelas) e r1 = r2 (retas coinci-
dentes).

Como consequência imediata do Lema 1.4.1, temos:

Teorema 1.4.4. Seja C uma configuração e suponha que P1 /∈ r1 e
P2 /∈ r2. Então, existe uma dobradura generalizada se, e somente se, as
parábolas definidas por P1 (foco) e r1 (reta diretriz), respectivamente, P2

e r2, possuem reta tangente em comum.

1.5 Existência de dobraduras generalizadas

Nesta seção, estudaremos para quais configurações existem e quantas
são as dobraduras generalizadas. Segue do Teorema 1.4.4 que este estudo
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pode ser realizado, equivalentemente, estudando-se quais retas no plano
são tangentes a duas parábolas dadas. Na verdade, é possível dizer
a quantidade de retas tangentes a duas parábolas, sabendo-se apenas
a quantidade de pontos em que elas se intersectam. Portanto, nosso
resultado será enunciado em termos dessas intersecções. Mas, antes de
enunciá-lo, convidamos o leitor a pensar no seguinte problema:

Problema 7.

i) Demonstre que duas parábolas se intersectam em, no máximo, qua-
tro pontos.

ii) Demonstre que duas parábolas se intersectam em, no máximo, dois
pontos, se suas retas diretrizes são paralelas.

iii) Dê exemplos, mostrando que os cinco casos são possíveis, i.e., in-
tersecções com 0, 1, 2, 3 e 4 pontos.

Agora, podemos enunciar os nossos teoremas.

Teorema 1.5.1. Sejam C uma configuração com P1 /∈ r1, P2 /∈ r2 e
P1,P2 as parábolas com focos P1, P2 e retas diretrizes r1, r2, respectiva-
mente. Suponha que r1 é paralela a r2, então, (Fig. 1.15):

i) Se P1∩P2 = ∅ e as concavidades das parábolas são em uma mesma
direção, não existe dobradura generalizada.

ii) Se P1 ∩ P2 = ∅ e as concavidades das parábolas são em direções
opostas, existem somente duas dobraduras generalizadas.

iii) Se P1 ∩P2 contém um único ponto, existe somente uma dobradura
generalizada.

iv) Se P1∩P2 contém dois pontos e as concavidades das parábolas são
em uma mesma direção, existem somente duas dobraduras genera-
lizadas.

v) Se P1∩P2 contém dois pontos e as concavidades das parábolas são
em direções opostas, não existe dobradura generalizada.
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Figura 1.15: Dobraduras generalizadas e de Beloch para retas r1 e r2
paralelas

Teorema 1.5.2. Sejam C uma configuração com P1 /∈ r1, P2 /∈ r2 e
P1,P2 as parábolas com focos P1, P2 e retas diretrizes r1, r2, respectiva-
mente.

Suponha que r1 e r2 são transversais. Então:

i) Se P1∩P2 contém dois pontos, então existe somente uma dobradura
generalizada.

ii) Se P1∩P2 contém um único ponto ou três pontos, existem somente
duas dobraduras generalizadas.

iii) Se P1 ∩ P2 = ∅ ou contém quatro pontos, existem somente três
dobraduras generalizadas.
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P1 P2

r2

r1

P2P1

r2

r1

P2

P1

r2

r1

P2P1

r2

P2

P1

r1

r2

Figura 1.16: Dobraduras generalizadas.

Problema 8. Demonstre que se C é uma configuração com P1 ∈ r1 e
P2 /∈ r2, então, existe uma dobradura generalizada.

Começamos com a demonstração do Teorema 1.5.1. Ela será con-
sequência do estudo do sinal de dois discriminantes de polinômios de
grau 2. Com efeito, como rotações e translações preservam distâncias,
podemos admitir, sem perder a generalidade, que em coordenadas car-
tesianas P1 = (0, f2) e r1 há equação y = 0, enquanto P2 = (F1, F2) e r2
há equação y = t, onde t ∈ R e t 6= 0. As condições P1 /∈ r1, P2 /∈ r2
significam que f2 6= 0 e F2 6= t. Seja D(P1, P2) a distância entre os
pontos P1 e P2, ou seja,

D(P1, P2) =
√
F 2
1 + (F2 − f2)2.

Defina o discriminante das intersecções

∆I =
D(P1, P2)

2 − t2

f2(F2 − t)
. (1.3)

Com essas notações, temos o seguinte lema que diz respeito às intersec-
ções entre P1 e P2:
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Lema 1.5.3. Suponha que F2 6= f2 + t, então:

1) P1 ∩ P2 = ∅ se, e somente se, ∆I < 0.

2) P1 ∩ P2 possui um único ponto se, e somente se, ∆I = 0.

3) P1 ∩ P2 possui 2 pontos se, e somente se, ∆I > 0.

No caso em que F2 = f2 + t, temos:

i) P1 ∩ P2 = ∅ se, e somente se, F1 = 0.

ii) P1 ∩ P2 possui um único ponto se, e somente se, F1 6= 0.

Demonstração. Do Problema 5, temos que as equações cartesianas das
parábolas P1 e P2 são dadas, respectivamente, por:

y =
x2

2f2
+
f2
2
, (1.4)

e

y =
(x− F1)

2

2(F2 − t)
+
F2 + t

2
. (1.5)

Igualando (1.4) com (1.5), obtemos uma equação que será do segundo
grau caso F2 6= f2+t, e cujo discriminante será dado por ∆I , o que prova
os itens 1), 2) e 3).

Caso F2 = f2 + t, então, a equação obtida será:

F1x

F2 − t
− t− F 2

1

2(F2 − t)
= 0, (1.6)

e possuirá solução se, e somente se, F1 6= 0.

O próximo lema nos dá uma relação entre os focos, retas diretrizes
da parábolas e suas retas tangentes em comum.

Lema 1.5.4. A reta de equação y = kx+m será tangente às parábolas
P1 e P2 se, e somente se,

D(P1, P2) ≥ |t|.

Além disso, se F2 6= f2 + t, então,
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i) Se D(P1, P2) = |t|, existe um única reta tangente em comum.

ii) Se D(P1, P2) > |t|, existem apenas duas retas tangentes em comum.

E se F2 = f2 + t, existe uma única reta tangente se, e somente se,
D(P1, P2) > |t|.

Demonstração. De fato, igualando as equações da reta com as das pa-
rábolas, obtemos duas equações do segundo grau, cujos discriminantes
devem ser iguais a zero. O cálculo dos discriminantes nos dá:

−f2 + f2k
2 + 2m

f2
= 0, (1.7)

e
−F2 + 2F1k + F2k

2 + 2m− t− k2t
F2 − t

= 0. (1.8)

Isolando m em (1.7) e substituindo em (1.8), obtemos:

(F2 − f2 − t)k2 + 2F1k − F2 + f2 − t
F2 − t

= 0. (1.9)

Se F2 6= f2+t, então, (1.9) terá solução se, e somente se, seu discrimi-
nante for maior ou igual a zero. O cálculo do discriminante mostra que
isso é equivalente aD(P1, P2) ≥ |t| e a quantidade de soluções dependerá,
com certeza, se a desigualdade for estrita ou não.

Mas, se acontecer de F2 = f2 + t, então, (1.9) terá solução se, e
somente se, F1 6= 0, o que equivale a dizer que D(P1, P2) = |k|. Note
que, nesse caso, a solução será única, pois basta resolver uma equação
linear.

Observação 1.5.5. Observem de (1.4) e (1.5) que o sinal e o módulo
dos números F2−t, f2 determinam a direção e a abertura da concavidade
das parábolas. Desse modo, as condições F2 6= f2+t ou F2 = f2+t dizem
respeito a se as parábolas têm uma mesma concavidade ou não, e qual a
abertura dessas concavidades.

Dividiremos a demonstração do Teorema 1.5.1 em algumas proposi-
ções. Começamos com o caso em que as parábolas não se intersectam.

Proposição 1.5.6. Seja C uma configuração com r1 e r2 paralelas ao
eixo x. Então,
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i) Se P1∩P2 = ∅ e as concavidades das parábolas são em uma mesma
direção, então, não existe dobradura generalizada.

ii) Se P1 ∩ P2 = ∅ e as concavidades das parábolas são em direções
opostas, existem somente duas dobraduras generalizadas.

Demonstração. De fato, se P1 ∩P2 = ∅, então, segue do Lema 1.5.3 que
temos dois casos:

Caso 1: F2 6= f2 + t e ∆I < 0:

De (1.3), temos queD(P1, P2)
2−t2 < 0 e f2(F2−t) > 0 ouD(P1, P2)

2−
t2 > 0 e f2(F2 − t) < 0. Segue do Lema 1.5.4 que, por uma lado, se o
primeiro par de desigualdades ocorre, não existem retas tangentes. Além
disso, a desigualdade f2(F2 − t) > 0 significa que as concavidades estão
voltadas a uma mesma direção. Por outro lado, se o segundo par de
desigualdades ocorre, existem duas retas tangentes em comum e a desi-
gualdade f2(F2 − t) < 0 significa que as concavidades estão voltadas a
direções opostas.

Caso 2: F2 = f2 + t e F1 = 0:

Nesse caso, temos que:

D(P1, P2)
2 − t2 = 0.

Do Lema 1.5.4, temos que não existem retas tangentes em comum. Além
disso, a igualdade F2 = f2+t significa que as concavidades estão voltadas
a uma mesma direção.

Agora, consideramos o caso em que as parábolas se intersectam em
um único ponto.

Proposição 1.5.7. Seja C uma configuração com r1 e r2 paralelas ao
eixo x. Se P1 ∩ P2 contém um único ponto, então, existe somente uma
dobradura generalizada.

Demonstração. Com efeito, se P1∩P2 contém um único ponto, segue do
Lema 1.5.3 que temos dois casos:

Caso 1: F2 6= f2 + t e ∆I = 0:
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Nesse caso, temos que:

D(P1, P2)
2 − t2 = 0.

Segue do Lema 1.5.4 que existe uma única reta tangente em comum.

Caso 2: F2 = f2 + t e F1 6= 0:

Como F1 6= 0, então D(P1, P2)
2 − t2 = F 2

1 > 0, logo D(P1, P2) > |t|.
Portanto, do Lema 1.5.4 existe uma única reta tangente em comum.

Agora, o último caso, a saber, as parábolas se intersectam em dois
pontos.

Proposição 1.5.8. Seja C uma configuração com r1 e r2 paralelas ao
eixo x.

i) Se P1∩P2 contém dois pontos e as concavidades das parábolas são
em uma mesma direção, então, existem somente duas dobraduras
generalizadas.

ii) Se P1∩P2 contém dois pontos e as concavidades das parábolas são
em direções opostas, não existe dobradura generalizada.

Demonstração. Como P1 ∩P2 contém dois pontos, segue do Lema 1.5.3
que F2 6= f2 + t e ∆I > 0. De (1.3), temos dois casos:

Caso 1: D(P1, P2)
2 − t2 > 0 e f2(F2 − t) > 0:

Nesse caso, temos do Lema 1.5.4 que existem exatamente duas retas
tangentes em comum.

D(P1, P2)
2 − t2 = 0.

Segue do Lema 1.5.4 que existe uma única reta tangente em comum.
Além disso, a desigualdade f2(F2 − t) > 0 significa que as concavidades
estão voltadas a uma mesma direção.

Caso 2: D(P1, P2)
2 − t2 < 0 e f2(F2 − t) < 0:

Do Lema 1.5.4, não existem retas tangentes em comum. Além disso,
a desigualdade f2(F2−t) < 0 significa que as concavidades estão voltadas
a uma mesma direção.
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A demonstração do Teorema 1.5.1 é consequência das proposições
1.5.6, 1.5.7 e 1.5.8. A demonstração do Teorema 1.5.2 é bem mais envol-
vida e nós a omitiremos.

1.6 Existência de dobraduras de Beloch

Nesta seção, estudaremos para quais tipos de configurações existem
dobraduras de Beloch.

Teorema 1.6.1. Seja C uma configuração com P1 /∈ r1, P2 /∈ r2 e P1,P2,
as parábolas com focos P1, P2, e retas diretrizes r1, r2, respectivamente.
Suponha que r1 é paralela a r2. Então, as únicas configurações para as
quais existem dobraduras de Beloch são:

i) Se P1∩P2 contém dois pontos e as concavidades das parábolas são
em uma mesma direção, então, existem duas dobraduras de Beloch.

ii) Se P1∩P2 contém um único ponto e as concavidades das parábolas
são em uma mesma direção, existe uma única dobradura de Beloch.

Demonstração. Com efeito, o Teorema 1.5.1 classifica todos os casos em
que existem dobraduras generalizadas. Como toda dobradura de Beloch
é generalizada, é suficiente analisar os casos do Teorema 1.5.1, em que os
pontos P1 e P2 estão em um mesmo semiplano determinado pelas retas
tangentes.

Ora, uma análise do Teorema 1.5.1 nos mostra que P1 ∩ P2 contém
dois pontos ou P1 ∩ P2 contém um único ponto. Esses são os únicos
casos em que as retas tangentes, comuns às duas parábolas, deixam-nas
no mesmo semiplano determinado pelas retas. Consequentemente, os
focos das parábolas, que são os pontos P1, P2, também estão no mesmo
semiplano determinado pelas retas. Do Teorema 1.4.4, concluímos que
as retas tangentes são dobraduras de Beloch.

Figs. 1.17 e 1.18 contêm, de maneira genérica, todos as configurações
onde é possível obter dobraduras de Beloch, quando r1 é paralela a r2.
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r1

r2

e(Beloch)
P1

P2

P ′1

P ′2

Figura 1.17: Apenas uma dobradura de Beloch.

r1

r2

e1(Beloch)e2(Beloch)

P1

P ′1P ′′1

P ′′2 P ′2

P2

Figura 1.18: Duas dobraduras de Beloch.

Teorema 1.6.2. Seja C uma configuração com P1 /∈ r1, P2 /∈ r2 e P1,P2
as parábolas com focos P1, P2 e retas diretrizes r1, r2, respectivamente.
Suponha que r1 e r2 são transversais, então, as únicas configurações para
as quais existem dobraduras de Beloch são (Fig. 1.20):

i) Se P1∩P2 contém quatro pontos, então existem três dobraduras de
Beloch.

ii) Se P1∩P2 contém exatamente três pontos, existem duas dobraduras
de Beloch.

iii) Se P1 ∩P2 contém até dois pontos, existe uma única dobradura de
Beloch.
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P1

P2

r1

e1(Beloch)

e2(Beloch)

e3(Beloch)
r2

P ′1 P ′′1

P ′′′1

P ′′′2

P ′′2

P ′2

Figura 1.19: Três dobraduras de Beloch.

P1 P2

r2

r1

P2P1

r2

r1

P2

P1

r2

r1

P2P1

r2

P2

P1

r1

r2

Figura 1.20: Dobraduras de Beloch.

Demonstração. Usando o Teorema 1.5.2 a demonstração, segue o mesmo
raciocínio da prova do Teorema 1.6.1.



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 46

r1

r2

P1

P2

P ′1
P ′′1

P ′′′1

e1(Beloch)
e2(Beloch)

e3(Beloch)
P ′′′2

P ′′2

P ′2

Figura 1.21: Três dobraduras de Beloch.

Como não demonstramos o Teorema 1.5.2, finalizamos essa seção
tentando convencer o leitor, de maneira geométrica, que, no caso trans-
versal, sempre existe pelo menos uma dobradura de Beloch. Veja Fig.
1.22.

Com efeito, quando as retas r1, r2 são transversais, existe uma reta
r com a propriedade de que, ao ser transladada em uma direção fixada,
nunca intersecta as parábolas. Logo, ao transladá-la na direção oposta,
chegará um primeiro momento em que a reta será tangente a pelo menos
uma das parábolas. Se for tangente às duas, problema resolvido; caso
contrário, a rotacionamos na direção em que ela fica mais próxima da
segunda parábola. Fazemos isso até ela tangenciar a segunda parábola.
Obtemos, dessa maneira, uma reta tangente às duas parábolas e com a
propriedade de que as parábolas, e, consequentemente, seus focos, estão
em um mesmo lado da reta. Logo, essa reta é uma dobradura de Beloch.
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P1 P2

r2

r1

e(Beloch)

P2

P1

r2

r1

P2

P1

r1

r2

e(Beloch)e1(Beloch)

Figura 1.22: Existência de dobraduras generalizadas e de Beloch: análise
geométrica.

Para matematizarmos o problema, introduzimos a noção de eixo da
parábola: o eixo da parábola é a reta ortogonal à diretriz, e que passa
pelo foco da parábola.

O problema que queremos resolver é o seguinte: dadas duas parábolas
no plano, existe uma reta rk, de equação ax + by = c + k, tal que, ou
rk não intersecta as parábolas para todo k ≤ 0, ou rk não intersecta as
parábolas para todo k ≥ 0. Chamemos a condição anterior de condição
de não intersecção (mesmo no caso em que existe apenas uma parábola).
Começamos com um lema.

Lema 1.6.3. Seja P uma parábola. Existem a, b, c ∈ R, tais que rk
satisfaz a condição de não intersecção se, e somente se, rk é transversal
ao eixo da parábola.

Demonstração. Com efeito, como nosso problema é invariante por rota-
ções e translações, podemos supor que o eixo da nossa parábola seja o
eixo y. Segue que a equação da parábola é dada por:

y =
1

2f2
x2 +

f2
2
,

onde F = (0, f2) é o foco e f2 > 0. Observe que, nessas condições,
uma reta com equação ax+ by = c é transversal ao eixo y se, e somente
se, b 6= 0. Ora, se b = 0, então, a reta terá equação x = c/a. Nesse
caso, é fácil ver que qualquer reta paralela ao eixo intersecta a parábola
exatamente em um ponto.

Podemos então supor que b 6= 0. Para que a reta ax+by = c intersecte
a parábola, é necessário e suficiente que o discriminante da equação do
segundo grau, que se obtém ao substituir o y de uma equação no y da
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outra, seja negativo. O sinal do discriminante é determinado de maneira
única através do sinal de:

− 2bc+ f2(a
2 − b2). (1.10)

Como b 6= 0, o lema está provado.

Observação 1.6.4. Segue da demonstração do Lema 1.6.3, em particu-
lar, da Expressão (1.10), que, no caso do eixo da parábola ser o eixo y,
existe c ∈ R, tal que a reta ax − y = c + k satisfaz a condição de não
intersecção com k ≤ 0.

Observação 1.6.5. Também segue da demonstração do Lema 1.6.3, em
particular, da Expressão (1.10), que, na condição de não intersecção,
podemos sempre garantir que k ≤ 0. De fato, basta escolher os sinais de
a e b convenientemente.

Voltamos, pois, ao nosso problema com duas parábolas. Como ele é
invariante por translações e rotações, podemos sempre supor que o eixo
da primeira parábola coincide com o eixo y.

Proposição 1.6.6. Sejam P1 e P2 duas parábolas com retas diretrizes
transversais. Então, existe uma reta rk satisfazendo a condição de não
intersecção.

Demonstração. Podemos supor P1 possuindo reta diretriz o eixo y, foco
F1 = (f1, y0) com f1 > 0. Analogamente, podemos supor P2 possuindo
diretriz o eixo x, foco F2 = (x0, f2) com f2 > 0. Sabemos do Lema 1.6.3 e
da Observação 1.6.5, que existem a, c0 ∈ R, tais que a reta ax−y = c0+k,
cruzando o terceiro quadrante, não intersecta P2 para todo k ≤ 0. Da
Observação 1.6.4, concluímos que existe c ≤ c0, tal que rk satisfaz a
condição de não intersecção para o par de parábolas P1 e P2.

1.7 Quadrado de Beloch, Método de Lill e Soluções de
Equações Cúbicas

Nesta seção, provaremos a existência de quadrados de Beloch e usa-
remos as dobraduras de Beloch para resolver equações polinomiais de
grau 3. Relembramos, aqui, a definição de quadrado de Beloch.
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Definição 6. Um quadrado de Beloch associado a uma configuração C
é um quadrado com vértices X,Y,W e Z, tais que X e Y pertencem a
r1 e r2, respectivamente. Além disso, P1 pertence à reta contendo X e
Z, e P2 pertence à reta contendo Y e W (Fig. 1.23).

P1

P ′1

P2

P ′2

r1

r2

r′1

r′2
X

Y

W

Z

e(Beloch)

Figura 1.23: Quadrado de Beloch.

Para enunciar o resultado, precisamos da seguinte notação: seja r′1 a
reta que é paralela a r1, não contém o ponto P1, e cuja distância a r1 é
igual à distância de r1 ao ponto P1. De modo análogo, construímos r′2.

Teorema 1.7.1. Se a configuração {P1, P2, r
′
1, r
′
2} possui dobradura de

Beloch, então, existe um segmento de reta XY , tal que X ∈ r1, Y ∈ r2
e P1X,P2Y são ortogonais ao segmento XY . Veja Fig. 1.24.
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P1

P ′1

P2

P ′2

r1

r2

r′1

r′2

X

Y

e(Beloch)

Figura 1.24: Quadrado de Beloch.

Demonstração. De fato, seja s uma dobradura de Beloch, ou seja, uma
reta segundo a qual P1 e P2 estão em um mesmo semiplano determinado
por s. Também é possível refletir P1 e P2 em relação a s, de modo que
P ′1 ∈ r′1 e P ′2 ∈ r′2 sejam X,Y os pontos médio dos segmentos P1P

′
1, P2P

′
2,

respectivamente. Segue das definições de r′1, r′2 que X ∈ r1 e Y ∈ r2.
Além disso, da definição de reflexão, obtemos que os segmentos AX e
BY são ortogonais ao segmento XY .

Do Teorema 1.7.1, é imediato concluir que:

Corolário 1.7.2. Se a configuração {P1, P2, r
′
1, r
′
2} possui dobradura de

Beloch, então, existe um quadrado de Beloch associado à configuração C.

Problema 9. Mostre que os Teorema 1.7.1 e Corolário 1.7.2 continuam
válidos, se trocarmos dobraduras de Beloch por dobraduras generalizadas.

Problema 10. Prove que as dobraduras generalizadas associadas à con-
figuração {P1, P2, r

′
1, r
′
2} do Teorema 1.7.1 estão em correspondência biu-

nívoca com os segmentos associados XY , com X ∈ r1 e Y ∈ r2.

Problema 11. Seja XY o segmento associado à configuração {P1, P2,
r′1, r

′
2}. Prove que os pontos P1, P2 estão em um mesmo lado determi-

nado pela reta que contém o segmento XY se, e somente se, a dobradura
que dá origem ao segmento for uma dobradura de Beloch.
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Passamos, neste ponto, ao método de Lill. Relembramos aqui os con-
ceitos envolvidos e o teorema principal: considere a equação polinomial
p(x) = a0x

3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0. Associamos ao polinômio p um polí-

gono planar OA0A1A2A3, onde O é a origem do plano cartesiano, e cujas
arestas são verticais ou horizontais. A primeira aresta será o segmento
horizontal OA0 com |OA0| = |a0|. A segunda aresta A0A1 será vertical
com |A0A1| = |a1| e o ângulo de 90◦, determinado com o segmento OA0,
será no sentido horário (anti-horário) se a0a1 ≥ 0 (a0a1 ≤ 0). A terceira
aresta A1A2 será horizontal com |A1A2| = |a2| e o ângulo de 90◦, deter-
minado com o segmento A0A1, será no sentido horário (anti-horário) se
a1a2 ≥ 0 (a1a2 ≤ 0). A terceira e última aresta A2A3 será vertical com
|A2A3| = |a3| e o ângulo de 90◦, determinado com o segmento A1A2,
será no sentido horário (anti-horário) se a2a3 ≥ 0 (a2a3 ≤ 0). Veja a
figura 1.8.

Associado o polígono OA0A1A2A3 ao polinômio p, associamos agora
um segundo polígono OB0B1B2 (B0, B1, B2 variáveis) da seguinte forma:
considere as retas que partem da origem e intersectam a reta contendo o
segmento A0A1. Seja B0 o ponto de intersecção. Agora, considere a reta
que passa em B0 e é ortogonal ao segmento OB0, e seja B1 o ponto de
intersecção dessa reta com a reta contendo o segmento A1A2. Por fim,
considere a reta que passa em B1 e é ortogonal ao segmento B0B1, e seja
B2 o ponto de intersecção dessa reta com a reta contendo A2A3.

Lembramos do Teorema 1.2.1 que, se existir θ com B2 = A3, então,
− tan θ será raiz do polinômio p. Portanto, se quisermos resolver a equa-
ção p(x) = 0, precisamos provar a existência de θ. Antes, fixemos uma
notação: se todos os coeficientes de p são não-nulos, seja a configuração
C̃, tal que P1 = O, P2 = A3, r1 a reta que contém o segmento A0A1 e r2
a reta que contém o segmento A1A2.

Teorema 1.7.3. Para cada dobradura generalizada, associada à confi-
guração C̃, existe um θ, tal que B2 = A3.

Demonstração. Considere o caso em que todos os coeficientes de p são
não-nulos. Observe das definições que P1 6= P2 e r1 são ortogonais a r2.
Segue dos Teorema 1.7.1, do Problema 9 e do Problema 10 que, para
cada dobradura generalizada, existe um segmento de reta XY , tal que
X ∈ r1, Y ∈ r2 e P1X,P2Y são ortogonais ao segmento XY .

Escolha θ, de modo que o segmento OB0 esteja contido na reta que
contém o segmento OX. Segue que B0 = X e B1 = Y . Além disso, como
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B1B2 é ortogonal a XY , então, B1B2 deve estar contido na mesma reta
que contém o segmento Y A3, logo, B2 = A3. Deixamos ao leitor a prova
do caso geral.

Na verdade, uma análise do Teorema 1.7.3 nos garante que:

Teorema 1.7.4. Um número real x0 é uma raiz de p se, e somente se,
existe uma dobradura generalizada associada à configuração C̃, cujo θ
associado satisfaz − tan θ = x0.

Teorema 1.7.5. Considere uma equação cúbica p3(x) = a3x
3 + a2x

2 +
a1x+ a0 = 0.

i) A equação p3(x) = 0 possui três raízes reais simples, se e somente
se, a configuração dos pontos A0 e A3 e retas r′1 (paralela ao seg-
mento A0A1) e r′2 (paralela ao segmento A2A3), como no Teorema
1.7.1, possui três dobraduras.

ii) A equação p3(x) = 0 possui somente uma raiz real simples quando
a configuração acima possui apenas uma dobradura.

Demonstração. Para analisar as dobraduras, usaremos o critério de retas
duplamente tangentes às parábolas associadas à configuração. A pará-
bola com foco A0 e reta diretriz r′1 é dada por:

x =
1

4

4 a3
2 − y2

a3
.

Analogamente, a parábola com foco A3 e reta diretriz r′2 é dada por:

y =
1

4

x2

a0
+

1

2

(a1 − a3)x
a0

− 1

4

4 a0 a2 − (a1 − a3)2

a0
.

A intersecção entre as parábolas é definida pelos zeros da equação quár-
tica:

q4(y) = y4 − 8a1a3y
2 + 64a23a0y − 16a23(4a0a2 − a21) = 0.

O discriminante dessa equação é um múltiplo positivo (16777216a63a
2
0)

de
δ = −27a20a

2
3 + 2a2a0(9a1a3 − 2a22)− a21(4a1a3 − a22).
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O discriminante da cúbica q3(x) = a3x
3+a2x

2+a1x+a0 é exatamente
igual a δ.

Quando δ > 0, q4(y) = 0 possui quatro raízes reais ou quatro raízes
complexas, e q3(x) = 0 possui três reais simples. Quando δ < 0, q4(y) =
0 possui duas raízes reais e duas raízes complexas, e q3(x) = 0 possui uma
raiz real simples e duas complexas conjugadas. Pelos Teoremas 1.5.2 e
1.7.1, segue o resultado. Para resultados sobre discriminantes, sugerimos
[10].

Observação 1.7.6. A teoria de eliminação de variáveis para sistemas
de equações polinomiais é bastante útil pra obter informações sobre a
natureza das soluções do sistema, sem ter que resolvê-lo explicitamente.
É uma informação, a priori. Por exemplo, uma equação do segundo grau
ax2+bx+c = 0 possui duas soluções reais se, e somente se, b2−4ac > 0.

Na Fig. 1.25, ilustramos o método de Lill para polinômios com três
raízes reais. A poligonal vermelha, que nunca intersecta os segmento
A0A1 e A1A2, é obtida através da dobradura de Beloch. As outras
poligonais vermelhas, que intersectam pelo menos um dos segmentos
A0A1 e A1A2, são obtidas através da dobradura generalizada (veja o
Problema 11).

0 A0

A1 A2

A3

0 A0

A1 A2

A3

2x3 + 3x2 − 6x+ 1 = 0

4x3 − 5x2 − 7x+ 2 = 0

Figura 1.25: Método de Lill com três raízes reais.
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Observação 1.7.7. Para uma discussão sobre a determinação de raízes
complexas, usando a poligonal de Lill, veja [9].

Finalizamos a seção com o método de Lill para equações de grau 2.

Proposição 1.7.8. Considere uma equação do segundo grau definida
por p(x) = ax2 + bx+ c = 0 com coeficientes reais. Considere o polígono
de Lill OA0A1A2 associado à equação. Considere o círculo Γ centrado
no ponto C0 = (O +A2)/2 e passando pela origem O.
i) Se o círculo Γ intersecta a reta definida pelos pontos A1 e A2 nos
pontos B1 e B′1, então tan θ1 = ε1

|A0B1|
|OA0| e tan θ′1 = ε′1

|A0B′
1|

|OA0| são as
raízes de p(x) = 0. Os sinais de ε1 e ε′1 são definidos pelo ângulo entre
os vetores OA0 e OB1, e OA0 e OB′1.
ii) Se a intersecção descrita no item i) for vazia, as raízes são complexas.

Demonstração. Descreveremos em detalhes o caso ax2 − bx − c = 0,
supondo a, b, c > 0. A poligonal de Lill possui vértices O = (0, 0),
A0 = (a, 0), A1 = (a,−b) e A2 = (a + c,−b). O círculo com centro em
1
2(a+ c,−b) e passando por (0, 0) possui equação:

(x− a+ c

2
)2 + (y +

b

2
)2 = (

a+ c

2
)2 + (

b

2
)2.

A intersecção desse círculo com a reta x = a é definida pela equação
do segundo grau:

y2 + by − ac = 0.

Logo, as raízes são:
y1 = 1

2(−b +
√
b2 + 4ac) > 0 e y′1 = −1

2(b +
√
b2 + 4ac) < 0. Os

pontos de intersecção são B1 = (a, y1) e B′1 = (a, y′1).
Logo,

tan θ1 =− y1
a

=
1

2a
(b−

√
b2 + 4ac) < 0,

tan θ′1 =− y′1
a

=
1

2a
(b+

√
b2 + 4ac) > 0.

Portanto, temos duas raízes reais, uma positiva e outra negativa.
Para a equação ax2 + bx + c = 0, supondo a, b, c > 0, temos que

a poligonal de Lill é definida pelos vértices 0 = (0, 0), A0 = (a, 0),
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A1 = (a, b), A2 = (a−c, b). Prosseguindo como no caso anterior, obtemos
as interseções:

y1 =
1

2
(b+

√
b2 − 4ac) > 0, y′1 =

1

2
(b−

√
b2 − 4ac) > 0.

.
Portanto, quando b2 − 4ac > 0, as raízes são reais e dadas por:

tan θ1 =− y1
a

= − 1

2a
(b+

√
b2 − 4ac) < 0,

tan θ′1 =− y′1
a

= − 1

2a
(b−

√
b2 − 4ac) < 0.

Os demais casos confiamos ao leitor.

Alguns exemplos numéricos são ilustrados na Fig. 1.26.

A0O

A1
A2

O

O

A0

A0

A0A1

A1

A2

A2

4x2 − 3x− 3 = 0 x2 − 3x+ 2 = 0x2 + 5x+ 5 = 0

B1

B′1

B′1 B′1

B1 B1
Γ

Γ Γ

Figura 1.26: Soluções de equações do segundo grau. A poligonal de Lill
está esboçada com a orientação anti-horária.

Observação 1.7.9. Não é adequado discutir as raízes de uma equação
do segundo grau usando as dobraduras de Beloch.

1.8 Estimativas para a largura de faixas

Consideramos duas parábolas Γ1 e Γ2 no plano e suponhamos que
sejam disjuntas. A região do plano delimitada por duas retas paralelas
r1 e r2, sendo r1 tangente a Γ1 e r2 tangente a Γ2 é chamada de faixa ,
associada ao par de parábolas. A largura da faixa é definida como sendo
a distância d(r1, r2) entre as retas paralelas. Veja Fig. 1.27.



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 56

r1
r2

Γ1

Γ2

Figura 1.27: Faixa entre duas parábolas Γ1 e Γ2.

Claramente, quando d(r1, r2) = 0, as duas parábolas possuem uma
tangência em comum.

Iremos supor que as parábolas sejam disjuntas da faixa. Convidamos
o leitor a examinar os casos em que essa hipótese não é verificada. Veja
Fig. 1.28.

Γ1

Γ2

Figura 1.28: Faixa entre duas parábolas Γ1 e Γ2 com parábolas intersec-
tando a faixa.

Nosso objetivo será estimar a largura máxima das faixas associadas
ao par de parábolas disjuntas.

Proposição 1.8.1. Considere duas parábolas disjuntas.
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i) Se as retas diretrizes são transversais, então existem faixas disjun-
tas das parábolas.

ii) Se as retas diretrizes são paralelas e as concavidades das parábo-
las estão em direções opostas, então existem faixas disjuntas das
parábolas.

Demonstração. Confiamos ao leitor. Considere o lugar geométrico defi-
nido pelos centros dos círculos bitangentes a Γ1 e Γ2. Por continuidade,
existe um círculo C(p0, r0) de raio mínimo com p1 = C(p0, r0) ∩ Γ1 e
p2 = C(p0, r0)∩Γ2. As retas tangentes a Γ1 no ponto p1 e a Γ2 no ponto
p2 definem a faixa afirmada.

Proposição 1.8.2. Considere a parábola Γ1, definida pela equação y =
x2

2a+ a
2 , e a parábola Γ2, definida pela equação x = y2

2b + b
2 . Suponha a > 0,

b > 0 e a 6= b. Então, existe uma faixa de largura máxima disjunta das
parábolas.

Demonstração. Confiamos ao leitor se convencer de que, quando a 6= b,
as parábolas são disjuntas. Vamos supor a > b > 0.

Dado um ponto p0 = (x0, y0) ∈ Γ1, a reta tangente a Γ1, passando
por esse ponto é y−y0 = ax0(x−0). Como y0 =

x20
2a + a

2 , a reta tangente
r1 é dada por:

y =
x0
a
x+

a2 − x20
2a

.

A família de retas paralelas é dada por:

y =
x0
a
x+

a2 − x20
2a

+m.

Fazendo a interseção de uma reta da família acima com Γ2 e impondo
a condição de tangência, obtemos:

m =
(a2 − x20)(b− x0)

2ax0
.

Assim, determinamos a reta r2, tangente a Γ2, que tem equação dada
por:
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y =
x0
a
x+

b(a2 − x20)
2ax0

.

Portanto,

d(p0, r2) = D(x0) =
|(a2 − x20)(b− x0)|
2|x0|

√
(a2 + x20)

.

A função D possui um único ponto de máximo no intervalo [b, a].
Essa parte não é elementar e noções de cálculo diferencial são exigidas
para tornar o argumento rigoroso. Por completeza, para os leitores que
possuem conhecimento de cálculo diferencial, afirmamos que o ponto de
máximo é definido pela raiz x0 ∈ (b, a) da seguinte equação polinomial:

a4b+ 3a2bx20 − 3a2x30 − x50 = a2b(a2 + 3x20)− x30(3a2 + x20) = 0.

A equação acima é equivalente a D′(x0) = 0, e o ponto de máximo é
caracterizado por D′(x0) = 0 e D′′(x0) < 0.

1.9 Conclusão

Neste trabalho, consideramos uma construção geométrica denomi-
nada dobradura generalizada/ de Beloch e o método poligonal de Lill
para resolução de equações algébricas. No Teorema 1.7.5, estabelecemos
uma correspondência biunívoca entre o número de raízes reais de uma
cúbica e o número de dobraduras generalizadas. A dobradura de Beloch
é baseada no princípio de dobraduras de papel e origami.

Essa construção possui generalização natural em dimensão 3. Ou
seja, dados dois pontos P1 e P2 e duas retas r1 e r2 em R3, a questão
é determinar um eixo E , tal que a reflexão de P1 (respectivamente P2

) em relação a E seja um ponto em r1 (respectivamente em r2). Outra
construção natural é considerar pares de pontos e círculos no plano e
definir a configuração circular C = {P1, P2, C1, C2}, formada pelos pares
de pontos {P1, P2} e de círculos {C1, C2}. Uma dobradura associada à
configuração C é uma reta r, segundo a qual P1 e P2 estão em um mesmo
semiplano determinado por r. Também é possível refletir P1 sobre C1

(ou C2) e C2 sobre C2 (ou C1). Esses assuntos serão desenvolvidos em
trabalhos futuros.
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Contanto Algarismos

Eudes Antonio Costa e Ronaldo Antonio dos Santos

Resumo. A busca por padrões na Matemática e em muitas outras ciências
constitui uma importante ferramenta de descoberta e desenvolvimento.
Inúmeros são os exemplos do fascínio e quase obsessão que muitos mate-
máticos experimentaram na busca por padrões ao longo da história. O
Matemático S. Ramanujan1 disse certa vez: “EXISTEM PADRÕES EM
TUDO". Com esse espírito, apresentamos e estudamos propriedades de
uma sequência um tanto quanto incomum, a sequência que conta algaris-
mos. De modo um pouco mais preciso, definimos uma sequência restrita
ao intervalo real [0, 1] cujos elementos são obtidos a partir do registro da
quantidade de algarismos do elemento anterior. A partir dessa definição
algumas propriedades são estudadas.

1.1 Introdução

Em matemática a busca por padrões é uma constante e tais des-
cobertas constituem um importante combustível no desenvolvimento da
ciência. Por outro lado, várias são as brincadeiras que exploram padrões.
Em muitas delas o participante é desafiado a descobrir um determinado
padrão e, com isso, identificar o próximo elemento de uma sequência2.
Assim iniciamos esse trabalho com um desafio a você leitor. Nas sequên-
cias abaixo descubra o padrão e, com isso, determine o próximo elemento.
Considere as sequências

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . . (1.1)

2, 10, 12, 16, 17, 18, 19, . . . (1.2)
1Matemático indiano 1887- 1920, contribuiu em especial à partição de números.
2Números ou elementos dispostos em ordem.
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00, 11, 22, 33, ... (1.3)

Qual é o padrão? Qual é o próximo elemento em cada uma das
sequências? Tente encontrar!

Não é difícil notar que na Sequência (1.1) trata-se dos números primos
em ordem crescente. Assim o próximo elemento é 19. Na Sequência (1.2)
são apenas os números naturais que começam com a letra “D”. Portanto
o próximo elemento é 200. Um pouco diferente, os símbolos na Sequência
(1.3) são formados por números naturais justapostos com seus reflexos.
Portanto, o próximo elemento é 44.

Carvalho [1, 1997] afirma que é senso comum as pessoas pensarem
que a matemática é constituída apenas por “fórmulas” sem significado.
Para quebrar esse ponto de vista sobre a matemática, ela destaca a ne-
cessidade de percebermos alguns “padrões numéricos”. Observarmos que,
“em determinados momentos, o que parece uma simples brincadeira ou
um jogo pode nos conduzir a conclusões e aplicações importantes,” pois
várias são as brincadeiras (ou jogos) que exploram de padrões.

Vamos a uma sequência um pouquinho diferente. Consideremos a
seguinte situação (brincadeira) em uma escola, durante o horário de in-
tervalo. Pedro propõe o seguinte desafio a João:

_ João, vou escrever no quadro quatro termos de uma sequencia,
obedecendo um certo padrão. Seu desafio é adivinhar qual é o próximo
termo. Lá vai

52321423, 1132231415, 4122231415, 3132132415, . . . (1.4)

Após alguns minutos aguardando a resposta de João, Pedro dá mais uma
dica.

_ Façamos o seguinte, vou lhe dizer qual é o quinto termo e você me
diz o sexto. O quinto número é 3122331415.

Bom, o intervalo acabou e João não descobriu qual é o sexto termo
dessa sequência. Você já descobriu? Descubra qual o próximo elemento
da sequência.

A sequência (1.4) é um desafio que fizemos várias vezes para alunos no
ensino fundamental ou médio, e poucos foram os alunos que perceberam
o padrão e determinaram o sexto elemento, que a propósito é 3122331415,
o mesmo que o quinto elemento.



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 63

Vejamos mais um caso. A sequência (1.5) abaixo têm o mesmo “pa-
drão” (lei de formação) que a sequência (1.4).

30897503, 202315171819, 10412215171819, 1061221415171819, . . .
(1.5)

O quinto elemento da sequência (1.5) é 107122141516171819, e o
sexto elemento é 108122141516271819. Sem mais delongas, vamos expli-
car como são obtidos os termos das sequências (1.4) e (1.5).

Na sequência (1.4) observe que o primeiro elemento é o número
52321423 e nele temos 1 algarismo 1, 3 algarismos 2, 2 algarismos 3,
1 algarismo 4 e 1 algarismo 5. E assim formamos o termo seguinte:
1132231415. Neste novo número temos, 4 algarismos 1, 2 algarismos
2, 2 algarismos 3, 1 algarismo 4 e 1 algarismo 5, obtendo o elemento
4122231415. Portanto o termo seguinte é obtido pela registro (leitura) da
quantidade que cada algarismo (em ordem crescente) aparece no termo
anterior. Agora fica fácil determinar os elementos seguintes das sequên-
cias (1.4) ou (1.5).

Se iniciamos a brincadeira com outro número, digamos 31121314,
obtemos a sequência

31121314, 41122314, 31221324, 21322314, 21322314, . . . (1.6)

Observe que nas sequências (1.4) e (1.6) obtemos um termo (um
número) que não vai mais alterar (um ponto fixo). Será que o mesmo
ocorre na sequência (1.5)? Escrevamos mais termos da sequência (1.5)

30897530, 202315171819, 1041221315171819, 107122131415171819,

108122131415271819, 107132131415172819, 107122231415271819,

106142131415271819, 10712213241517161819, 10813213141516271819,

10812223141516172819, 10714213141516172819, 10812213241516271819,

10714213141516172819, 10812213241516271819, . . .

Neste trabalho procuramos responder questões como essa proposta
acima, identificando propriedades da aplicação que conta (lê e registra)
a quantidade de algarismos (em ordem crescente) que aparece em um
dado número (termo inicial).
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1.2 Definição da aplicação “contar” algarismos

Com o objetivo de usar alguns resultado conhecidos e facilitar a vi-
sualização destas sequências, faremos sua representação no intervalo real
(0, 1). Para isso, os números (termos) da sequência serão precedidos de
0, . Assim, a sequência proposta por Pedro ((1.4)) fica na forma:

0, 52321423; 0, 1132231415; 0, 4122231415; 0, 3132132415; . . .

Denotaremos por ϕ a aplicação que leva um elemento da sequência ao
próximo. Logo,

ϕ(0, 52321423) = 0, 1132231415;

ϕ(ϕ(0, 52321423)) = ϕ(0, 1132231415) = 0, 4122231415;

ϕ(ϕ(ϕ(0, 52321423))) = ϕ(ϕ(0, 1132231415)) = ϕ(0, 4122231415)

= 0, 3132132415;

. . .

e assim por diante. De modo geral, para os números racionais no intervalo
(0, 1) com representação decimal finita, podemos definir a função ϕ como
segue;

Definição 1. Dado um número x ∈ (0, 1) com representação decimal
x = 0, x1x2x3 · · ·xn e xn 6= 0. Sejam 0 ≤ xi1 < xi2 < ... < xik ≤ 9 os
algarismos distintos que aparecem em x e pij > 0, j = 1...k, o número de
vezes que um algarismo xij aparece na representação decimal do número
x. Definimos

ϕ(x) = 0, pi1xi1pi2xi2 . . . pikxik .

Observação 1. O domínio de ϕ é o conjunto de todos os números
x ∈ (0, 1) com representação decimal finita. Segue que a função ϕ
está definida em subconjunto denso do intervalo [0, 1]. É fácil ver que a
função ϕ não é sobrejetora, por exemplo, não existe x ∈ (0, 1) tal que
ϕ(x) = 0, 1.

As propriedades aqui apresentadas do número x do domínio da função
ϕ são relacionadas à sua parte decimal.

Exemplo 1. Dado o número x = 0, 52321423 temos que, p1 = 1, p2 = 3,
p3 = 2, p4 = 1 e p5 = 1, assim ϕ(0, 52321423) = 0, 1132231415.
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Ainda da Definição 1, temos que

ϕ(0, 52321423) = 0, 1132231415;

ϕ(0, 1132231415) = 0, 4122231415;

ϕ(0, 4122231415) = 0, 3132132415;

ϕ(0, 3132132415) = 0, 3122331415;

ϕ(0, 3122331415) = 0, 3122331415

. . .

Observe que, nesse exemplo, utilizamos um processo iterativo. Isto
é,

ϕ(0, 52321423) = 0, 1132231415;

ϕ2(0, 52321423) = ϕ(ϕ(0, 52321423)) = 0, 4122231415;

ϕ3(0, 52321423) = ϕ(ϕ2(0, 52321423)) = 0, 3132132415;

ϕ4(0, 52321423) = ϕ(ϕ3(0, 52321423)) = 0, 3122331415;

ϕ5(0, 52321423) = ϕ(ϕ4(0, 52321423)) = 0, 3122331415

. . .

Definição 2. Dado um número x no domínio da função ϕ, temos que
ϕ(x) também pertence ao domínio da função ϕ, assim chamaremos de ór-
bita de x a sequência (ϕn(x))n≥0, com ϕ0(x) = x e ϕn(x) = ϕ(ϕn−1(x))
para n ≥ 1.

Por exemplo a sequência: 0, 52321423; 0, 1132231415; 0, 4122231415;
0, 3132132415; 0, 3122331415; 0, 3122331415; . . . é órbita do número
x = 0, 52321423.

Ainda no Exemplo 1, temos que o número x = 0, 52321423 possui 8
algarismos, sendo 5 distintos. Como vimos temos p1 = 1, p2 = 3, p3 = 2,
p4 = 1 e p5 = 1 e mais,

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1 + 3 + 2 + 1 + 1 = 8.

Segue que

Proposição 1. Dado um número x, no domínio da função ϕ, com n
algarismos, temos que

pi1 + pi2 + · · ·+ pik = n ,

sendo pij a quantidade de vezes que o algarismo xij aparece em x.
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O resultado segue direto da definição, tendo em vista que o número
x possui n algarismos na representação decimal e que pi1 é quantidade
de vezes que o algarismo xi1 aparece, pi2 é quantidade de vezes que
o algarismo xi2 aparece,..., e assim sucessivamente. Donde obtemos o
resultado.

Novamente no Exemplo 1, o número x = 0, 52321423 possui 8 al-
garismos, sendo 5 distintos. Veja que ϕ(0, 52321423) = 0, 1132231415
possui 10 algarismos.

Proposição 2. Dado um número x, no domínio da função ϕ, com n
algarismos. Admita que x tenha em sua representação decimal k algaris-
mos distintos, com k ≤ n, então ϕ(x) possui no mínimo 2k algarismos.

Demonstração. Como o número x possui n algarismos, seja x1, x2, . . . , xk
os k algarismos distintos em sua representação decimal finita com k ≤ n.
A quantidade de vezes que cada algarismo xi aparece na representação
decimal do número é pi > 0, como o número de algarismos de pi é maior
ou igual a 1 e xk 6= 0. Segue da definição que

ϕ(x) = 0, p1x1p2x2 . . . pkxk

e, portanto, o número de algarismos de ϕ(x) é no mínimo 2k.

Exemplo 2. Considere o número x = 0, 204, com 3 algarismos distintos,
temos que p0 = 1, p2 = 1 e p4 = 1. Veja que

ϕ(x) = ϕ(0, 204) = 0, 101214

possui 6 algarismos. Enquanto que o número y = 0, 111111111112 possui
2 algarismos distintos, x1 = x2 = · · · = x11 = 1 e x12 = 2. Assim
ϕ(y) = ϕ(0, 111111111112) = 0, 11112 possui 5 algarismos.

Segue do Exemplo 2 e da Proposição 2 que

Proposição 3. Dado um número x, no domínio da função ϕ, com n
algarismos distintos então ϕ(x) possui 2n algarismos.

Demonstração. Como o número x tem todos os n (x1, x2, . . . , xn)
algarismos distintos em sua representação decimal finita. A quantidade
de vezes que cada algarismo aparece na representação é 1(uma). Segue
da Definição que

ϕ(x) = 1x11x2 . . . 1xn.

Portanto ϕ(x) possui 2n algarismos.
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1.3 Permutação dos algarismos no número x

Uma importante particularidade aparece para os casos em que os
números não contém o algarismo zero na sua parte decimal. Para esses
números a função ϕ não se altera se trocamos os algarismos de posição.
Por exemplo, ϕ(0, 23432) = 0, 222314 = ϕ(0, 22334). Isso ocorre porque
os números 0, 23432 e 0, 22334 possuem os mesmos algarismos e suas
respectivas quantidades.

Para formalizar essa ideia, seja Sn = Sym({1, 2, . . . , n}) o grupo de
permutações do conjunto {1, 2, . . . , n} e x um número com n algarismos
não nulos. Um elemento σ de Sn age no número x = 0, x1x2 . . . xn,
(xi ∈ {1, . . . , 9}) de maneira natural, mudando a posição do algarismo
xj pela ação da permutação σ, ou seja,

σ(x) = 0, xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n).

Exemplo 3. Seja S3 = Sym({1, 2, 3}) e σ = (123) ∈ S3, isto é, σ(1) = 2,
σ(2) = 3 e σ(3) = 1. Considere x = 0, 758, veja que x é um número da
forma x = 0, x1x2x3, assim σ(x) = 0, 587, pois

σ(x) = 0, xσ(1)xσ(2)xσ(3) = 0, x2x3x1 .

Logo temos que

ϕ (σ(x)) = ϕ(0, 587) = 0, 151718 = ϕ(0, 758) = ϕ(x).

Enquanto que para y = 0, 012, temos que σ(y) = 0, 12. Assim

ϕ (σ(y)) = ϕ(0, 12) = 0, 1112 6= 0, 101112 = ϕ(0, 012) = ϕ(y) .

E mais, a função ϕ não é injetora, visto que, 0, 758 6= 0, 587, no entanto
temos ϕ(0, 758) = ϕ(0, 587).

De um modo geral temos que

Proposição 4. Seja x um número com n algarismos não nulos no do-
mínio da função ϕ. Se σ ∈ Sn então ϕ(x) = ϕ(σ(x)).

Demonstração. O número x possui n algarismos. O elemento σ atua em
x permutando os algarismos, mas não altera as quantidades, logo

ϕ(σ(x)) = ϕ(x).
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1.4 Caracterização de pontos especiais

Alguns números, no domínio da função ϕ, tem propriedades especiais.
O número 0, 22, por exemplo, tem a propriedade de que ϕ(0, 22) = 0, 22.
Faremos nessa seção uma breve caracterização de alguns desses números
especiais.

Definição 3. Sejam D ⊂ R um subconjunto não vazio e f : D → D
uma aplicação. Um ponto x ∈ D é chamado de:

1. fixo se f(x) = x .

2. eventualmente fixo se x não é fixo, mas existe m ∈ N∗ tal que,
fm(x) é ponto fixo de f .

3. periódico de ordem m se fm(x) = x, f i(x) 6= x e fm+i(x) =
f i(x) para i = 1, . . . ,m− 1.

4. eventualmente periódico de ordem m se x não é periódico,
mas existe n ∈ N tal que fn(x) é periódico de ordem m.

Observação 2. Não existem pontos fixos com apenas um algarismo, ou
seja, caso tenhamos o número x com representação decimal finita 0, x1
(x1 ∈ {1, . . . , 9}). Então o número x não é ponto fixo, pois ϕ(x) 6= x,
visto que de acordo com a Proposição 3, ϕ(x) tem dois algarismos na
parte decimal.

De um modo geral, segue facilmente da Proposição 3 que

Proposição 5. Seja x um número, no domínio da função ϕ, com n
algarismos distintos. Então x não é ponto fixo.

Demonstração. Basta observar que o número de algarismo de ϕ(x) é
2n.

Exemplo 4. São exemplos de pontos fixos os números 0, 22 e 0, 31123314,
pois, ϕ(0, 22) = 0, 22 e ϕ(0, 31123314) = 0, 31123314.

Exemplo 5. O número (ponto) x = 0, 10714213141516172819 é perió-
dico de ordem 2. Pois,

ϕ(0, 10714213141516172819) = 0, 10812213241516271819 e

ϕ2(0, 10714213141516172819) = 0, 10714213141516172819.
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Exemplo 6. Retomando a sequência (1.6) temos que

ϕ(0, 31121314) = 0, 41122314,

ϕ2(0, 31121314) = 0, 31221324,

ϕ3(0, 31121314) = 0, 21322314,

ϕ4(0, 31121314) = 0, 21322314,

. . .

assim para todo m ≥ 3 temos que ϕm(0, 31121314) = 0, 21322314, ou
seja, o elemento x = 0, 31121314 é um ponto eventualmente fixo da
aplicação ϕ.

Proposição 6. Não existem pontos fixos com representação decimal fi-
nita na forma x = 0, 0x1 · · ·xn para x1, · · · , xn ∈ {1, . . . , 9}, ou seja, o
primeiro algarimo depois da vírgula não pode ser o 0.

Demonstração. Admita que o primeiro algarismo após a vírgula é o 0,
assim teríamos que a quantidade que o 0 aparece é p0 ≥ 1 6= 0, e assim
ϕ(x) 6= x.

Exemplo 7. Embora alguns exemplos anteriores mostraram apenas
casos de pontos fixos com número par de algarismos, também exis-
tem pontos fixos com número ímpar de algarismos, por exemplo x =
0, 1011112131415161718 ou x = 0, 1111213141516171819.

Exemplo 8. Observe que se x é fixo então qualquer permutação σ(x),
que não seja a identidade, é eventualmente fixo. Dado o número (ponto)
0, 31123314, existe uma permutação σ ∈ S8 tal que y = σ(0, 31123314) =
0, 11123334 e ϕ(y) = x é um ponto fixo, pois, ϕ2(y) = x.

De modo geral, temos a seguinte Proposição.

Proposição 7. Seja x um ponto no domínio do ϕ com n algarismos não
nulos. Se ϕn(x) = σ(x), σ uma permutação em Sn, então ϕ(x) é ponto
periódico com ordem menor ou igual a n. Em particular, para n = 1, se
x 6= ϕ(x) = σ(x) então ϕ(x) é um ponto fixo.

Demonstração. Segue que ϕn(ϕ(x)) = ϕ(ϕn(x)) = ϕ(σ(x)) = ϕ(x) .

Proposição 8. Existe um número finito de pontos fixos. Mais ainda,
não existem pontos fixos com mais de 100 algarismos.
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Demonstração. Seja x = 0, x1x2 · · ·xn um ponto fixo de ϕ com n alga-
rismos, segue da Proposição 6 que x1 6= 0. Consideraremos x = 10nx,
isto é, o número inteiro x = x1x2 · · ·xn. Observe inicialmente que
10n−1 < x . Temos que a imagem de x pela função ϕ é da forma
ϕ(x) = 0, p1xi1p2xi2 · · · pkxik para os k algarismos distintos do número
x, com pj > 0 e xij ∈ {0, 1, · · · , 9} para todo j = 1, · · · , k . Temos ainda
que p1 + p2 + . . .+ pk = n e denotaremos por m o número de algarismos
do número n, veja que o número de algarismos de pj é menor ou igual a
m, o número de algarismos de n. Assim o número de algarismos de ϕ(x)
é menor que 10m+ 10. Portanto, ϕ(x) = 10nϕ(x) < 1010m+11. Como x
é um ponto fixo, segue que 10n−1 < x = ϕ(x) < 1010m+11. Implica que
n−1 < 10m+11 ou n < 10m+12. Por outro lado, sendo m o número de
algarismos de n, temos que 10m−1 ≤ n e segue que 10m−1 < 10m + 12.
Donde obtemos que m ≤ 2

1.4.1 Determinando pontos fixos

Os resultados anteriores nos mostraram a finitude do conjunto de
pontos fixos e a impossibilidade de certos pontos serem fixos. Alguns
exemplos foram apresentados, mas nenhuma discussão feita sobre o modo
como os exemplos de pontos fixos foram obtidos. Nessa seção apresen-
tamos um estudo inicial sobre pontos fixos da função ϕ.

Dado um número x = 0, x1x2x3 · · ·xn, no domínio da função ϕ e
xn 6= 0. Segue da Definição 1 que

ϕ(x) = 0, pi1xi1pi2xi2 . . . pikxik .

A Proposição 1 nos diz que

pi1 + pi2 + ...+ pik = n.

Sendo n o número de algarismos de x e k o número de algarismos
distintos, nosso trabalho inicial é estudar as partições de n. Embora já
tenhamos apresentado exemplo de ponto fixo com número ímpar de ele-
mentos, isso apenas ocorre quando algum pij tem mais de um algarismo,
isto é, quando aparece no número x mais de uma dezena do mesmo
algarismo. Sendo assim, não teremos pontos fixos para n = 1, 3, 5, 7, 9.

No caso em que n = 2 temos duas possibilidade de partições: 1+1
ou 2. Na primeira opção, teríamos dois algarismos diferentes no número,
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neste caso a imagem teria quatro algarismos e o número não poderia ser
um ponto fixo. Na segunda opção temos um algarismo duas vezes, ou
seja, a quantidade p1 = 2, segue que o número 0, 22 é o único ponto fixo
com dois algarismos.

Vamos estudar o caso em que n = 4. As partições de 4 são: 1+1+1+
1, 1+1+2, 1+3, 2+2 e 4. No entanto, as partições 1+1+1+1, 1+1+2,
e 4 não conduzirão a pontos fixos, pois a imagem, pela ϕ, desses números
terá, 8, 6 e 2 algorismos, respectivamente. Resta analisar as partições
1 + 3 e 2 + 2.

Considere um número da forma 0, p1x1p2x2, sendo p1, p2 uma das
configurações acima com x1 6= x2, ou seja, em ambos os casos são
utilizados dois algarismos distintos. Para a partição 1 + 3, temos que
{p1, p2} ⊂ {1, 3} e {x1, x2} ⊂ {1, 3}. Caso contrário, teríamos mais que
2 algarismos distintos e em virtude da Proposição 2 a imagem pela fun-
ção teria mais de 4 algarismos. Assim nossas alternativas se reduzem à:
0, 1113; 0, 1133; 0, 3113 ou 0, 3331. Uma verificação direta mostra que
não se tratam de pontos fixos.

Para a partição 2+2, temos que, p1 = p2 = 2. Como são usados dois
algarismos distintos, nosso número terá a forma 0, 2x12x2, com x1 e x2
distintos. Como só podemos utilizar dois algarismos, teremos 0, 222x2
ou 0, 2x122. Veja que

ϕ(0, 222x2) = 0, 321x2 6= 0, 222x2,

ϕ(0, 2x122) = 0, 321x1 6= 0, 2x122.

nos dois casos, a imagem pela função ϕ(x) 6= x, portanto, não serão
pontos fixos.

Concluímos que não existe ponto fixo com com quatro algarismos.
Para n = 6 temos as seguintes partições;; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

1 + 1 + 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 3, 1 + 1 + 4, 1 + 5, 6, 1 + 1 + 2 + 2, 1 + 2 + 3,
3+3, 2+2+2 e 2+4. Como estamos interessados em pontos fixos com 6
algarismos, podemos descartar várias dessas configurações. As partições
que tem possibilidades de se tornarem as quantidades que os algarismos
aparecem no número são; 1 + 1 + 4, 2 + 2 + 2 e 1 + 3 + 2. Lembramos que
os números que aparecem na decomposição de n são as quantidades de
algarismos utilizadas, mas eles também farão parte da imagem. Sendo
assim, denotando por x1, x2, e x3 os algarismos utilizados, temos que;
{1, 4} ⊂ {x1, x2, x3}, {2} ⊂ {x1, x2, x3} e {1, 2, 3} ⊂ {x1, x2, x3},
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nos casos acima. Dessas, podemos descartar a partição 2 + 2 + 2, pois o
algarismo 2 aparece, pelo menos, três vezes. A partição 1+1+4 também é
descartada, pois o algarismo 1 aparece duas vezes. O mesmo ocorre com a
partição 1+3+2 que também é descartada, pois {1, 2, 3} ⊂ {x1, x2, x3}
e, com isso, cada um dos algarismos aparecerá duas vezes na imagem. A
conclusão é que também não teremos pontos fixos com 6 algarismos.

A medida que aumentamos o número de algarismos a dificuldade
também cresce. Vejamos, como último exemplo, o caso em que n = 8.

O número será da forma 0, p1x1p2x2p3x3p4x4. Com p1 + p2 + p3 +
p4 = 8 e p1, p2, p3, p4 ∈ {x1, x2, x3, x4}, pois, em caso contrário teríamos
mais de quatro algarismos distintos no número. Considerando apenas as
partições de 8 em quatro, para representar as quantidades que cada um
dos quatro algarismos distintos aparecem no número x, temos: 1 + 1 +
1 + 5; 1 + 1 + 2 + 4; 1 + 1 + 3 + 3; 1 + 2 + 2 + 3 e 2 + 2 + 2 + 2.

A primeira dessas partições é descartada pois, o algarismo 1 já apa-
rece 3 vezes e tendo em vista as quantidades deverá aparecer 5 vezes.
Com isso o 5 já aparece 2 vezes, o que não é possível na partição. A
última também, pois o algarismo 2 aparecerá 4 vezes na imagem.

Temos que estudar as partições: 1 + 1 + 2 + 4; 1 + 1 + 3 + 3 e
1 + 2 + 2 + 3. Na partição 1 + 1 + 2 + 4, os algarismos distintos serão
{1, 2, 4, y}, sendo y ∈ {0, 3, 5, 6, ..., 9}. O número pode ser da forma
0, p0yp21p32p44; 0, p11p22p3yp44 ou 0, p11p22p44pky. Concluímos que
não teremos pontos fixos nesse formato.

Se p4 = 1 então uma das outras quantidades pi deve ser 4. Mas nas
posições restantes é impossível acomodar tantos elementos. Se, por outro
lado, p4 6= 1, outro algarismo quatro deve aparecer e a mesma restrição.

Na partição 1+1+3+3, o algarismo 1 já aparece duas vezes. Tendo
em vista a configuração, deve aparecer três vezes. O mesmo ocorre com
algarismo 3. Outros dois algarismos distintos devem aparecer uma vez
cada. Sendo assim, os pontos fixos serão da forma: 0, 31331x1y.

Na partição 1 + 2 + 2 + 3, o algarismo 2 já aparece duas vezes. Se
o algarismo 2 aparecer três vezes, o três aparecerá duas. O algarismo 1
também deve aparecer uma ou duas vezes. Nesse caso duas, pois a ima-
gem do 11 é o 21. Mais um algarismo, diferente de 1, 2 e 3 também deve
aparecer no número. Assim, os pontos fixos serão da forma: 0, 2132231y.

Se, por outro lado, o algarismo 2 aparecer duas vezes no nosso nú-
mero, outro algarismo também deverá aparecer duas vezes e, o algarismo
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dois aparecerá na imagem mais de duas vezes. Portanto, esse caso não
leva a pontos fixos.

Embora trabalhoso, outros pontos fixos podem ser obtidos seguindo
os passos acima. No entanto, um algoritmo mais direto seria muito bem
vindo.

1.4.2 Pontos relativamente fixos ou periódicos

Nas seções anteriores apresentamos alguns resultados relacionados
aos pontos fixos e periódicos. Vimos exemplos de pontos relativamente
fixos e pontos relativamente periódicos. Mas seriam todos os pontos do
domínio relativamente fixos ou periódicos? A resposta está no resultado
a seguir.

Proposição 9. Para todo número x no domínio da função ϕ a sequência
ϕn(x) converge para um ponto fixo ou periódico. Em outras palavras, todo
ponto x do domínio da ϕ é relativamente fixo ou periódico.

Como na prova da finitude dos pontos fixos, consideraremos o número
formado pelos algarismos decimais, isto é, x = 0, x1x2...xn denotaremos
por x1x2...xn, com xn 6= 0. Vamos supor que x1 6= 0, caso isso não seja
verdade o mesmo raciocínio se aplicaria a partir de x2. Dessa forma,
permutando os índices se necessário, podemos considerar que x possui n
algarismos não nulos. Denotaremos por m o número de algarismos de n.
Isso significa que o número de algarismos de x é maior ou igual a 10m−1.
A imagem de x pela função ϕ terá menos que 11m+11 algarismos. Sendo
assim, ao aplicar a função ϕ, o número de algarismos diminuirá enquanto
m ≥ 3. Se m ≤ 2, a imagem de x terá menos que 11 × 2 + 11 = 33
algarismos. Portanto, existe k0 ≥ 1 tal que phik(x) tem menos de 33
algarismos para todo k ≥ k0. Pelo princípio da casa dos pombos, teremos
um ponto fixo ou periódico.

1.5 Conclusão

Os padrões estão em todas as partes, aparecem em muitas situações,
sejam elas matemáticas ou não matemáticas. Isso justifica o motivo pelo
qual os padrões são perseguidos nas ciências em geral. Mas isso não se dá
por mero preciosismo, por simples diversão, a constatação da existência
de padrões possibilita fazer previsões sobre um determinado fenômeno,
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seja ele físico, biológico, químico, matemático etc. Determinar a peri-
odicidade de um evento astronômico ou a frequência de uma epidemia
são conhecimentos de grande importância para a sociedade em geral.
Embora nem sempre tão aplicável, o berço para a busca de padrões é,
certamente, a matemática. Esperamos que a leitura desse trabalho con-
tribua para aguçar sua curiosidade na busca por padrões pois, mesmo
na sequência que conta algarismos, muitas perguntas ainda podem ser
feitas e respondidas.
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O Quarteto Fantástico:
Euler, Fermat, Wilson e Chinês dos Restos

Ana Paula Chaves

Resumo. Teoria dos Números é um dos tópicos obrigatórios em toda
Olimpíada de Matemática e, entre os temas mais abordados dessa área
está a aritmética modular. O estudo das congruências módulo m mostra-
se bastante eficiente para resolver diversos problemas olímpicos, especial-
mente por meio de quatro dos teoremas mais clássicos da teoria em ques-
tão, quais sejam: de Euler, Fermat, Wilson e Chinês dos Restos. Neste
trabalho, daremos as ferramentas necessárias para a boa compreensão de
resultados, aplicações dos mesmos na solução de diversos problemas de
olimpíadas nacionais e internacionais, além de outros, propostos para o
leitor.

1.1 Introdução

Um dos tópicos mais fundamentais da Teoria Elementar dos Números
é, sem dúvidas, a divisão euclidiana. Dizemos que um inteiro a é múltiplo
de um outro inteiro b, se existir n ∈ Z, tal que a = nb. Por exemplo, 15
é múltiplo de 5, enquanto 7 não é múltiplo de 3. No mesmo sentido, se
existe um inteiro n, tal que nb = a, então, dizemos que b é um divisor
(ou fator) de a. Assim, 5 é divisor de 15, enquanto 3 não é divisor de 7.
Se b é um divisor de a, então, a é múltiplo de b, e dizemos que “b divide
a”, cuja notação é “b | a”. Caso contrário, dizemos que “b não divide a”
e denotamos isso por “b - a”.

Contudo, como vimos acima, nem sempre é possível efetuar essa di-
visão sem deixar vestígios. Na grande maioria das vezes, somos deixados
com algum resto após a divisão, como, por exemplo, quando dividindo
10 por 3, obtemos resto 1, enquanto 3 cópias de 3 se encaixam perfei-
tamente no 9. Esse resto é encontrado através do famoso algoritmo da
divisão de Euclides, que descrevemos abaixo.
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Teorema 1 (Divisão Euclidiana). Dados dois inteiros, a e b, com b > 0,
existe um único par de inteiros p e q, tais que:

a = qb+ r,

com 0 ≤ r < b (r = 0⇔ b | a). Dizemos que q é o quociente e r o resto
da divisão de a por b.

O elemento denotado no Teorema 1 por resto é o personagem princi-
pal da aritmética modular, ou congruência.

Definição 4. Sejam a, b ∈ Z e m ∈ N. Dizemos que a é congruente a
b módulo m, e escrevemos a ≡ b (mod m) sempre que a e b deixam o
mesmo resto na divisão por m.

Por exemplo, 5 ≡ 3 (mod 2) e 48 ≡ −7 (mod 5), pois 5 e 3 deixam
resto 1 quando divididos por 2, e 48 e −7 deixam resto 3 quando divididos
por 5.

Observação 3. É importante frisar que termos a ≡ b (mod m) não
implica que b é o resto da divisão de a por m, mas apenas que a e b
deixam o mesmo resto quando divididos por m.

Algumas das propriedades mais básicas da aritmética modular, que
vamos utilizar diversas vezes nos problemas discutidos, são:

i. Quando divididos por m, cada inteiro possui um único resto no
conjunto {0, 1, 2, . . . ,m − 1}. Cada um desses restos é dito uma
classe de resíduos módulo m;

ii. a ≡ b (mod m) é equivalente a m | a− b, ou seja, m divide a− b;

iii. Se a ≡ b (mod m) e p ≡ q (mod m), então, a± p ≡ b± q (mod m);

iv. Se a ≡ b (mod m) e p ≡ q (mod m), então, ap ≡ bq (mod m).

Apesar de as propriedades acima serem de grande utilidade, mui-
tas vezes não são suficientes para resolver problemas mais avançados de
Teoria dos Números. Para isso, é recorrente o uso de quatro dos teore-
mas mais elementares e importantes da aritmética modular, que são: de
Euler, Fermat, Wilson e Chinês dos restos.
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Este trabalho está organizado da seguinte forma: em cada seção,
daremos os pré-requisitos para o bom entendimento de cada um dos
teoremas citados, bem como a demonstração dos mesmos (deixando uma
referência para a demonstração do último), acompanhada de problemas
resolvidos e propostos, retirados de várias olimpíadas.

1.2 Euler

Dado n ∈ N, denotamos por φ(n) a quantidade de números, entre
1 e n, que são coprimos com n, ou seja, aqueles cujo máximo divisor
comum com n é 1. Essa função é conhecida por função totiente de Euler
ou apenas função φ de Euler.

Exemplo 9. Calcule φ(6), φ(11) e φ(18).

Solução: Como os únicos números coprimos com 6, menores que ele,
são 1 e 5, temos φ(6) = 2. Nos coprimos com 11, temos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 e 10, o que nos dá φ(11) = 10. Para 18, os coprimos são 1, 5, 7,
11, 13 e 17, onde φ(18) = 6.

Exemplo 10. Dado p um número primo e n um inteiro positivo, calcule
φ(pn).

Solução: Primeiro, note que entre 1 e p existem exatamente p − 1
coprimos com p, já que não há múltiplos de p nesse intervalo, e isso nos
dá φ(p) = p − 1. Para φ(pn), observe que entre 1 e pn os únicos que
não são coprimos com p são os seus múltiplos, i.e. os números p, 2p, . . . ,
(pn−1)p, nos dando pn−1 números. Assim, φ(pn) = pn − pn−1.

Como você deve imaginar, calcular a função φ para valores “gran-
des"de n, verificando manualmente quais dos seus antecessores são co-
primos com o mesmo, não é nada prático. No sentido de facilitar essa
conta, vamos mostrar uma propriedade essencial da função φ: sua mul-
tiplicatividade.

Teorema 2. Sejam m,n ∈ N, tais que mdc(m,n) = 1, então, φ(mn) =
φ(m)φ(n).

Demonstração. Disponha os inteiros de 1 até mn em m linhas e n colu-
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nas, como abaixo:

1 2 · · · n
n+ 1 n+ 2 · · · 2n

...
...

...
...

n(m− 1) + 1 n(m− 1) + 2 · · · mn

Existem φ(mn) números coprimos com mn na tabela acima, e como
mdc(m,n) = 1, temos mdc(a,mn) = 1 ⇔ mdc(a,m) = 1 e mdc(a, n) =
1. Vejamos em quais colunas devemos procurar esses coprimos. Primeiro,
note que se 1 ≤ i ≤ n é tal que mdc(i, n) = d > 1, então, todos os
elementos da i−ésima coluna também não serão coprimos com n, pois
(ki+n, i) = (n, i), e não são coprimos com mn. Assim, os coprimos com
mn estarão nas φ(n) colunas cujos primeiros elementos são coprimos com
n.

Agora, tome uma dessas colunas, digamos, a i-ésima coluna, tal que
mdc(i, n) = 1. Os elementos dessa são da forma kn + i, com 0 ≤ k ≤
m − 1, em que temos m números que deixam restos distintos quando
divididos porm, i.e. Entre eles, temos φ(m) coprimos comm (lembre que
mdc(a,m) = mdc(r,m), para r o resto da divisão de a porm). Portanto,
em cada uma das φ(n) colunas selecionadas, temos φ(m) coprimos comm
e n, sendo que, pelo princípio multiplicativo, temos φ(mn) = φ(m)φ(n).

Exemplo 11. Encontre uma fórmula para φ(n), se a decomposição de
n em fatores primos é dada por pa11 p

a2
2 · · · p

ak
k .

Solução: Pelo Teorema 2, temos:

φ(n) = φ(pa11 )φ(pa22 ) · · ·φ(pakk )

Ex. 2.2
=

k∏
i=1

pai−1i (pi − 1).

Também podemos utilizar a seguinte fórmula, que não precisa das



Revista da Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 79

potências ai’s, mas apenas dos primos que dividem n:

φ(n) =

k∏
i=1

paii

(
1− 1

p1

)

= n
k∏
i=1

(
1− 1

p1

)
. (1.1)

Agora, estamos preparados para enunciar e demonstrar o Teorema
de Euler, também conhecido como Teorema de Euler-Fermat.

Teorema 3 (Euler). Sejam a e n inteiros positivos, relativamente pri-
mos. Então,

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Demonstração. Denote porm1,m2, . . . ,mφ(n) o conjunto de números en-
tre 1 e n, que são coprimos com n. Agora, considere am1, am2, . . . , amφ(n).
Vamos mostrar que, módulo n, esses dois conjuntos são iguais a menos
de ordem. Com efeito, primeiro, note que ami também é coprimo com
n, sendo que seu resto na divisão por n também o é, e assim ∃ j, com
1 ≤ j ≤ φ(n), tal que ami ≡ mj (mod n). Então, basta-nos mostrar
que os ami’s são incongruentes dois-a-dois para que a afirmação esteja
demonstrada. Supondo que ami ≡ aml (mod n), temos:

ami ≡ aml (mod n)⇒ n|a(mi −ml)

⇒ n | mi −ml.

Mas, como −n + 1 < mi − ml < n − 1, o único múltiplo de n
nesse intervalo é o zero, de maneira que mi = ml. Com essa afirmação,
mostramos que, para cada i, ∃! j, tal que ami ≡ mj (mod n). Agora,
multiplicando todas as congruências, obtemos:

aφ(n)m1 · · ·mφ(n) ≡ m1 · · ·mφ(n) (mod n),

e como mdc(m1 · · ·mφ(n), n) = 1, conseguimos o desejado: aφ(n) ≡ 1
(mod n).

Esse resultado nos permite simplificar o trabalho que temos ao calcu-
lar os resíduos de potências grandes, como veremos em alguns exemplos
a seguir.
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Exemplo 12. Mostre que existem infinitos números da forma 20 . . . 09
que são múltiplos de 2009.

Solução: Primeiro, note que o problema equivale a mostrar que
existem infinitos k ∈ N, tais que 2 · 10k + 9 é múltiplo de 2009, isto é:

2 · 10k + 9 ≡ 0 (mod 2009)

2 · 10k + 9 ≡ 2009 (mod 2009)

2 · 10k ≡ 2000 (mod 2009)

10k ≡ 103 (mod 2009) (1.2)
10k−3 ≡ 1 (mod 2009), (1.3)

onde todos os passos dados são reversíveis, e as congruências (1.2) e (1.3)
são válidas, já que (2, 2009) = (1000, 2009) = 1. Assim, traduzimos o
nosso problema em encontrar infinitos k ∈ N que satisfaçam (1.3). Por
outro lado, usando o nosso Teorema 3, como (10, 2009) = 1, sabemos
que:

10φ(2009) ≡ 1 (mod 2009)

⇒ 10t·φ(2009) ≡ 1 (mod 2009),

para todo t ∈ N. Assim, basta tomarmos k = k(t) = t · φ(2009) + 3 para
termos (1.3) para infinitos k(t) ∈ N.

Exemplo 13. Encontre o resto de 52019 + 191986 quando dividido por 9.

Solução: Temos que φ(9) = 6, e como 5 e 19 são coprimos com 9,
podemos usar o Teorema de Euler para conseguir:

52019 + 191986 = (56)33653 + (196)331

≡ 53 + 1 (mod 9)

⇒ 52019 + 191986 ≡ 0 (mod 9).

Exemplo 14 (AIME 1992). Encontre a soma de todos os números raci-
onais, menores que 10, cujo denominador é 30, quando escritos de forma
irredutível.

Solução: Entre 0 e 1, temos exatamente oito frações irredutíveis,
cujo denominador é 30:

1

30
,

7

30
,
11

30
,
13

30
,
17

30
,
19

30
,
23

30
e

29

30
,
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cujos numeradores são os φ(30) = φ(2)φ(3)φ(5) = 1 · 2 · 4 = 8 números
menores que 30 e coprimos com 30. A soma dessas frações é igual a 4.
Agora, note que temos mais oito frações entre 1 e 2, dadas pela lista
acima, adicionando 1 à cada elemento. Por exemplo:

1 +
19

30
=

49

30
∈ (1, 2).

A soma dessas oito novas frações é 4 + 8 · 1. Procedendo da mesma
forma para todos os demais intervalos, vamos obter uma soma total igual
a: 4 · 10 + 8 · (1 + 2 + · · ·+ 9) = 400.

1.2.1 Problemas Propostos

Problema 1 (IMO 1991 [9]). Seja n > 6 um inteiro e sejam a1, a2, . . . , ak
todos os inteiros positivos, menores que n, coprimos com n. Se

a2 − a1 = a3 − a2 = · · · = ak − ak−1 > 0,

mostre que n tem que ser um primo ou uma potência de 2.

Problema 2. Encontre os três últimos dígitos de 401402.

Dica: φ(1000) = 400.

Problema 3. Prove que, para todo inteiro positivo n, n 6= 2 e n 6= 6,
temos:

φ(n) ≥
√
n.

Problema 4. Mostre que existem infinitos inteiros positivos n, tais que:

φ(n) =
n

3
.

Dica: Utilize (1.1), observando que n/3 = n × 1/2 × 2/3, para gerar
infinitos n que satisfaçam o problema.

Problema 5 (Coreia 1998). Para um inteiro positivo n, seja ψ(n) a
quantidade de primos que divide n. Mostre que se φ(n) divide n − 1 e
ψ(n) ≤ 3, então, n é primo.

Problema 6 (OBM 1991 [10]). Demonstre que existem infinitos múlti-
plos de 1991 que são da forma 19999 . . . 99991.

Dica: Veja o Exemplo 12.
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1.3 Fermat

O Pequeno Teorema de Fermat, como é conhecido o resultado
a seguir, é um caso especial do Teorema de Euler (3), visto na seção
anterior.

Teorema 4 (Fermat). Sejam p primo e a ∈ N, então:

ap ≡ a (mod p). (1.4)

Mais ainda, se p - a, temos:

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Demonstração. Basta fazer, no Teorema de Euler, m = p, e a congruên-
cia segue.

A congruência 1.4 nos dá uma condição necessária, mas não suficiente,
para que um número seja primo, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 15. Prove que para todo número inteiro a temos a561 ≡ a
(mod 561).

Solução: Primeiro, note que 561 = 3×11×17. Portanto, o problema
equivale a mostrar que a(a560 − 1) é divisível por 3, 11 e 17, para todo
inteiro a. Com efeito,
• Se 3 | a, não temos o que fazer. Caso 3 - a pelo PTF, conseguimos:

a2 ≡ 1 (mod 3)⇒ a560 = (a2)280 ≡ 1 (mod 3)

∴ 3 | a560 − 1.

• Se 11 | a, não temos o que fazer. Caso 11 - a pelo PTF, conseguimos:

a10 ≡ 1 (mod 11)⇒ a560 = (a10)56 ≡ 1 (mod 11)

∴ 11 | a560 − 1.

• Se 17 | a, não temos o que fazer. Caso 17 - a pelo PTF, conseguimos:

a16 ≡ 1 (mod 17)⇒ a560 = (a16)35 ≡ 1 (mod 17)

∴ 17 | a560 − 1.
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Números compostos que satisfazem o Pequeno Teorema de Fermat
(1.4), tais como o 561, são conhecidos como números de Carmichael.
Na realidade, existem infinitos números de Carmichael e 561 é o menor
deles.

Exemplo 16. Mostre que não existe inteiro x, tal que 103 | x3 − 2.

Solução: Suponha que ∃ x ∈ Z, satisfazendo 103 | x3 − 2. Então,
temos x3 ≡ 2 (mod 103) ⇒ x102 ≡ 234 (mod 103) (∗). Como 103 é
primo, essa condição de divisibilidade nos diz que 103 - x, e temos as
condições para aplicar o Pequeno Teorema de Fermat satisfeitas, nos
dando x102 ≡ 1 (mod 103) (∗∗). Assim, por (∗) e (∗∗), concluímos que
234 ≡ 1 (mod 103). Por outro lado, temos:

210 ≡ −6 (mod 103)

⇒ 230 ≡ −63 ≡ −216 ≡ −10 (mod 103)

⇒ 234 ≡ −10 · 24 ≡ 46 (mod 103)

∴ 234 ≡ 46 (mod 103),

uma contradição. Portanto, não existe tal x.

Exemplo 17 (IMO 2003). Seja p um primo ímpar. Mostre que existe
um primo q, tal que, para todo n, o número np− p não é divisível por q.

Solução: Considere:

N =
pp − 1

p− 1
= pp−1 + pp−2 + · · ·+ p+ 1.

Então, N ≡ p+ 1 (mod p2)⇒ N 6≡ 1 (mod p2). Dessa forma, tome
q como o primo que divide N , tal que q 6≡ 1 (mod p2). De fato, esse
primo existe, pois, caso contrário, teríamos N ≡ 1 (mod p2). Como
q | N , então, q |pp − 1 ⇒ pp ≡ 1 (mod q). Porém, temos que p 6≡ 1
(mod q), pois, caso contrário, teríamos:

N ≡ 1 + 1 + · · ·+ 1 = p (mod q)

⇒ N ≡ 1 (mod q),

um absurdo, já que q | N .
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Agora, suponha que para algum n ∈ Z tenhamos q | np − p. Então,

np ≡ p 6≡ 1 (mod q) e np
2 ≡ pp ≡ 1 (mod q)(I).

Como q - n, pelo PTF temos nq−1 ≡ 1 (mod q)(II). Também temos
que q 6≡ 1 (mod p2), o que nos dá p2 - q−1 e, com isso, que (p2, q−1) | p.
Utilizando o Teorema de Bezout nesse último fato, existem x, y ∈ Z, tais
que:

x · p2 + y · (q − 1) = p.

Assim, utilizando (I) e (II),

np = (np
2
)x(nq−1)y ≡ 1x1y (mod q)

∴ np ≡ 1 (mod q) e np ≡ p (mod q)

⇒ p ≡ 1 (mod q),

um absurdo. Portanto, q - np − p, para todo n ∈ Z.

1.3.1 Problemas Propostos

Problema 7. Prove que, se a e b são inteiros, qualquer p é um número
primo, então,
(a+ b)p ≡ (ap + bp) (mod p).

Dica: Expanda o binômio (a + b)p e mostre que os coeficientes binomiais
(
p
k

)
para 1 ≤ k ≤ p− 1 são todos divisíveis por p.

Problema 8. Encontre todos os números primos p, tais que 5p
2

+ 1 é
divisível por p.

Dica: Note que p 6= 5, onde 5p ≡ 5 (mod p), e, com isso, 5p
2 ≡ 5p ≡ 5

(mod p). Agora, use o que foi dado, 5p
2 ≡ −1 (mod p), para concluir o

problema.

Problema 9.

(1) Seja a um inteiro positivo. Mostre que qualquer fator primo maior
que 2 de a2 + 1 é da forma 4m+ 1.

(2) Prove que existem infinitos primos da forma 4m+ 1.
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Problema 10. Mostre que, para todo primo p > 5, o número

111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

,

é divisível por p.

Dica: Faça N = 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

= (10p−1 − 1)/9, e trabalhe com 9N para,

então, concluir o desejado.

Problema 11 (OCM 2007). Ache todos os primos p, q, tais que pp+qq+1
é múltiplo de pq.

Problema 12 (IMO 1963 [9]).

(a) Encontre todos os n inteiros positivos, tais que 7 divide 2n − 1.

(b) Mostre que, para todo n inteiro positivo, o número 2n + 1 não é
divisível por 7.

Problema 13 (IMO 2005 [9]). Considere a sequência a1, a2, . . . , dada
por:

an = 2n + 3n + 6n − 1, (n = 1, 2, ...).

Determine todos os inteiros positivos que são coprimos com todos os
termos da sequência.

1.4 Wilson

Apesar de levar o nome do matemático J. Wilson, o resultado a
seguir já era conhecido por G. W. Leibniz um século antes. Na verdade,
Wilson apenas propôs o resultado, que foi provado por J.-L. Lagrange
em 1773.

Diferente do PTF, o Teorema de Wilson nos dá um teste de pri-
malidade, ou seja, uma condição necessária e suficiente para que um
determinado número seja primo.

Teorema 5 (Wilson). O número inteiro p é primo se, e somente se,
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).
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Ideia da prova: Primeiro, observe que, se p é composto, todos os
divisores dele são menores que p − 1, onde cada um deles divide (p −
1)!, sendo impossível que tenhamos (p − 1)! ≡ −1 (mod p), pois isso
implicaria que (p − 1)! e p fossem coprimos. Agora, caso p seja primo,
podemos separar o conjunto dos restos 2, 3, . . . , p−2 em pares de números
cujo produto é ≡ 1 (mod p). Portanto, o produto (p − 1)! ≡ (p − 1)
(mod p).

Exemplo 18 (Estônia 2000). Prove que não é possível dividir qualquer
conjunto de 18 inteiros consecutivos em dois conjuntos disjuntos A e B,
tais que o produto dos elementos de A seja igual ao produto dos elementos
de B.

Solução: Suponha, por absurdo, que existam esses conjuntos, e que
os 18 consecutivos são n, n + 1, . . . , n + 17. Agora, note que, como o
produto dos elementos de A é igual ao produto dos elementos de B, se um
dos conjuntos contém um múltiplo de 19, o outro também deve conter.
Porém, entre 18 inteiros consecutivos, não existem dois múltiplos de 19.
Desse modo, nenhum dos dois conjuntos possui elementos divisíveis por
19. Denote por r o resto da divisão do produto de todos os elementos
de A, PA, por 19, que é o mesmo do produto dos elementos de B, PB,
já que supomos que são iguais. Assim:

r · r = PA · PB
≡ n(n+ 1) · · · (n+ 17) (mod 19)

≡ 1 · 2 · 3 · · · 18 (mod 19)

≡ (19− 1)! (mod 19)

≡ −1 (mod 19)

∴ r2 ≡ −1 (mod 19),

onde a terceira linha vem do fato de o conjunto de 18 elementos consecu-
tivos não possuir múltiplos de 19, e a quinta é consequência do Teorema
de Wilson. Assim, r2 ≡ −1 (mod 19) ⇒ r18 ≡ (−1)9 ≡ −1 (mod 19).
Mas isso contraria o Pequeno Teorema de Fermat e conseguimos um
absurdo, de modo que esses conjuntos não existem.

Exemplo 19. Mostre que, se p é um primo ímpar, então, para todo
inteiro positivo n < p, temos:

(n− 1)!(p− n)! ≡ (−1)n (mod p).
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Solução: Pelo Teorema de Wilson, sabemos que (p − 1)! ≡ −1
(mod p), e como n < p, reescrevemos essa congruência como:

(n− 1)! · n · (n+ 1) · · · (p− 1) ≡ −1 (mod p),

que equivale a:

(n− 1)! · (−1)(p− n) · · · (−1) ≡ −1 (mod p).

Portanto,
(n− 1)! · (−1)p−n · (p− n)! ≡ −1 (mod p),

e, multiplicando em ambos os lados por (−1)p−n, observando que p é
ímpar, finalmente conseguimos:

(n− 1)! · (p− n)! ≡ (−1)n−p+1 ≡ (−1)n (mod p).

Exemplo 20 (Áustria-Polônia 1996). Mostre que não existem inteiros
não negativos k e m, tais que k! + 48 = 48 · (k + 1)m.

Solução: Suponha, por absurdo, que existam esses k e m. Então,
devemos ter que 48 | k!, onde k deve ser pelo menos 6. Observando que
(6! + 48)/48 = 46 6= 7m, então, k ≥ 7. Da mesma forma, conseguimos
que k 6= 7, nos dando k ≥ 8. Note que, nesse caso, 6 | k!/48, ou seja,
1 = (6, k!/48 + 1) = 1 = (6, (k + 1)m), e, assim, 6 e k + 1 são coprimos.

Se tivermos k + 1 composto, então, existe um primo p > 3, já que
ambos, 2 e 3, não dividem k + 1, tal que p | k + 1. Por outro lado,
como 48 = 24 · 3, temos que p | k!, mas p - k! + 48, um absurdo, já que
p | k+ 1. Portanto, k+ 1 é primo e, pelo Teorema de Wilson, temos que
k + 1 | k! + 1. Combinando esse último fato com k + 1 | k! + 48, dado
no enunciado, conseguimos k + 1 | 47 ⇒ k = 46.

Agora, resta-nos mostrar que 46!/48 + 1 não é uma potência de 47.
Complete essa parte!

1.4.1 Problemas Propostos

Problema 14. Mostre que, para todo p primo e todo 0 ≤ k ≤ p − 1,
temos: (

p− 1

k

)
≡ (−1)k (mod p).
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Problema 15. Encontre todos os inteiros positivos a e n, tais que an =
(a− 1)! + 1.

Problema 16 (Irlanda 1996). Para cada n inteiro positivo, encontre o
máximo divisor comum entre n! + 1 e (n+ 1)!.

Problema 17 (Seletiva da IMO - Romênia 1986). Seja p ≥ 3 um primo
e seja σ uma permutação de {1, 2, . . . , p− 1}. Prove que existem i 6= j,
tais que p | iσ(i)− jσ(j).

Problema 18. Seja p um primo ímpar. Mostre que:

12 · 32 · · · (p− 2)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p) e

22 · 42 · · · (p− 1)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p).

Problema 19. Mostre que a sequência an = (n!)2 − n! + 1 contém
infinitos números compostos.

Problema 20. Prove que, se p é um primo ímpar, então, o resto da
divisão de (p− 1)! por p(p− 1) é p− 1.

1.5 O Teorema Chinês dos Restos

A necessidade dos chineses, pelo menos desde 200 anos a.C, de ela-
borar um calendário satisfazendo uma série de condições relacionadas à
Astronomia, deu origem ao famoso Teorema Chinês dos Restos. Con-
gruências lineares simultâneas foram primeiro estudadas por Sun Zi,
matemático chinês responsável pela primeira abordagem do problema.
Depois disso, vários matemáticos, chineses, hindus, europeus, muçulma-
nos e de outras nacionalidades, contribuíram para o desenvolvimento do
resultado, dado a seguir.

Teorema 6 (Chinês dos Restos). Sejam b1, b2, . . . , bk inteiros e m1, m1,
. . ., mk coprimos dois-a-dois. Então, o sistema de congruências:

x ≡ b1 (mod m1)

x ≡ b2 (mod m2)

...
x ≡ bk (mod mk),
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admite solução, que é única módulo M = m1m2 · · ·mk. A saber,

x0 = M1X1b1 +M2X2b2 + · · ·+MkXkbk,

onde Mi := M/mi e XiMi ≡ 1 (mod mi) é solução.

Para os curiosos, a demonstração desse fato pode ser encontrada na
excelente referência [2].

Exemplo 21 (AIME 2012). Para um inteiro positivo p, dizemos que
n ∈ N é p−seguro, se n difere, em valor absoluto, por mais de dois, de to-
dos os múltiplos de p. Por exemplo, o conjunto dos números 10−seguros
é {3, 4, 5, 6, 7, 13, 14, 15, 16, 17, 23, . . .}. Encontre quantos são os intei-
ros positivos menores que ou iguais a 10000 que são simultaneamente
7−seguros, 11−seguros e 13−seguros.

Solução: Observe que n é p−seguro se, e somente se, o seu resíduo
módulo p é maior que 2 e menor que p − 2, nos dando p − 5 possíveis
resíduos para n módulo p. Portanto, se n satisfaz as condições do pro-
blema, então, n pode ter dois resíduos diferentes módulo 7, seis resíduos
diferentes módulo 11 e oito módulo 13. Pelo Teorema Chinês dos Restos,
sabemos que, qualquer que seja o trio desses resíduos escolhido, conse-
guimos uma única solução módulo 7 · 11 · 13 = 1001, já que 7, 11 e 13
são dois a dois coprimos. Por exemplo, n pode ser tal que:

n ≡ 3 (mod 7)

n ≡ 7 (mod 11)

n ≡ 3 (mod 13),

ou seja, n ≡ 458 (mod 1001).
Note que, para esse trio de resíduos, temos 10 valores 0 ≤ n < 10010

possíveis, que são {458, 1459, 2460, 3461, . . . , 9467}. Isso é invariante
para qualquer trio escolhido, nos dando um total de 2 · 6 · 8 · 10 = 960
valores possíveis para n nesse intervalo. Porém, devemos retirar os valo-
res entre 10001 e 10010 que safistazem essas condições, sendo eles 10006
e 10007, nos dando finalmente 958 números.

Exemplo 22 (USAMO 2008/1). Mostre que, para cada n inteiro posi-
tivo, existem k0, k1, . . . , kn inteiros positivos maiores que 1, dois-a-dois
coprimos, tais que k0k1 · · · kn − 1 é o produto de dois inteiros consecuti-
vos.
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Solução: Observe que o problema equivale a mostrar que, dado n
inteiro positivo, existe k ∈ N, tal que k(k + 1) + 1 possui pelo menos
n + 1 divisores primos. Ou seja, basta-nos mostrar que o polinômio
P (k) = k2 + k + 1 produz inteiros positivos divisíveis por quantidades
arbitrariamente grandes de primos.

Primeiro, como podemos produzir k ∈ N, tal que P (k) ≡ 0 (mod pi),
para algum conjunto de n primos p1, . . . , pn? Primeiro, note que, se
k ≡ ki (mod pi), então, P (k) ≡ P (ki) (mod pi). Portanto, construindo
soluções particulares P (ki) ≡ 0 (mod pi), para todo i, o Teorema Chinês
dos Restos nos garante a existência de k ≡ ki (mod pi); como também
para todo i, o que, pela nossa observação prévia, acarreta em P (k) ≡
P (ki) ≡ 0 (mod pi), como gostaríamos.

Passemos à construção desses k′is e p′is. Tome p0 um primo. Consi-
dere P (p0) = p20+p0+1. Como (P (p0), p0) = 1, existe um primo p1 6= p0,
tal que p1 | P (p0), onde P (p0) ≡ 0 (mod p1). Agora, tome P (p0p1) =
(p0p1)

2 + p0p1 + 1. Novamente, (P (p0p1), p0p1) = 1 e existe um primo
p2 6∈ {p0, p1}, tal que p2 | P (p0p1), onde P (p0p1) ≡ 0 (mod p2). Proce-
dendo recursivamente, no n−ésimo passo, teremos P (p0p1 · · · pn−1) ≡ 0
(mod pn), e, assim, construídas as n soluções particulares para P (ki) ≡ 0
(mod pi). Isso conclui o problema.

1.5.1 Problemas Propostos

Problema 21. Seja N = 1234567 . . . 4344 o número de 79 dígitos obtido
escrevendo os inteiros de 1 até 44 concatenados. Qual é o resto que N
deixa quando dividido por 45?

Dica: Note que N ≡ 0 (mod 9) e N ≡ 4 (mod 5), para, então, usar o
Teorema Chinês dos Restos.

Problema 22. Mostre que, para todo k inteiro positivo, existem k in-
teiros positivos consecutivos, nenhum dos quais é livre de quadrados.

Dica: Lembramos que m é livre de quadrados se não existe n ∈ N, tal
que n2 | m. Construa um sistema com k congruências lineares, que nos
dão p2i | x + i, para pi um número primo e 1 ≤ i ≤ k. Use o teorema
para justificar a existência de solução.

Problema 23. Mostre que, dados k e n números naturais, é possível
encontrar k números consecutivos, cada um com pelo menos n divisores
primos distintos.
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Dica: Veja o Problema 22.

Problema 24 (Olimpíada de Mayo 2013). É possível escrever 100 nú-
meros ímpares em uma fila, de forma que a soma de cada cinco adja-
centes seja um quadrado perfeito, e que a soma de cada nove números
adjacentes também seja um quadrado perfeito?

Problema 25 (IMO 2009 [9]). Seja n um inteiro positivo e sejam a1,
a2, . . . , ak, com k ≥ 2, inteiros distintos do conjunto {1, 2, . . . , n}, tais
que n divide ai(ai+1− 1) para i = 1, 2, . . . , k− 1. Prove que n não divide
ak(a1 − 1).

Problema 26. Um inteiro positivo n é chamado de auto-replicante se
os últimos dígitos de n2 formam o número n. Por exemplo, 25 é auto-
replicante, pois 252 = 625. Determine todos os números auto-replicantes
com exatamente quatro dígitos.

Problema 27 (OBM 2017 [10]). Demonstre que, para todo n inteiro
positivo, existem inteiros positivos a e b, sem fatores primos em comum,
de modo que a2 + 2017b2 possui mais de n fatores primos distintos.
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