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Apresentagao
Caro Leitor,

A Revista Olimpiada de Matemdtica do Estado de Goids é uma publi-
cagao anual do Instituto de Matemaética e Estatistica da UFG e tem como
principal puablico alvo, professores e estudantes do ensino fundamental e
médio. Tem como meta ser um veiculo de: difusdo cultural, integragao
Universidade/Escola, espago de criagao e reflexao critica sobre a ciéncia
Matemadtica.

Esperamos que, na leitura dos artigos e problemas propostos e re-
solvidos, o leitor faca anotagdes complementares, amplie seus conheci-
mentos nas bibliografias citadas e principalmente, seja capaz de difundir
oralmente e com naturalidade o contetdo assimilado transmitindo-o a
seus colegas, amigos, pais, filhos, etc. Também gostariamos de rece-
ber sugestoes e problemas que serdao submetidos a analise para possivel
publicacao.

Acreditamos que o dominio da ciéncia, em particular da matematica,
e o seu bom uso sao fundamentais para o desenvolvimento da humanidade
e nossa atencdo para este fato é que todos possam apreciar, aqui, a
riqueza da matematica e sejam agentes transformadores para elevarmos
a cultura matematica no nosso Estado e no nosso Pais.

Goiénia, 21 de novembro de 2019
Os Editores.
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Julia Hall Bowman Robinson (1919-1985)
foi uma matemaética americana conhecida pelo seu
trabalho em problemas de decisao e no 10° problema
de Hilbert.

Robinson nasceu em St. Louis, Missouri (EUA),
filha de Ralph Bowers Bowman e Helen (Hall) Bow-
man, e irma da popularizadora matematica e bi6-
grafa Constance Reid. A familia se mudou para o
Arizona e depois para San Diego, onde Julia fre-
quentou a San Diego High. Entrou na San Diego
State University, em 1936, e se transferiu para a University of Califor-
nia, Berkeley, em 1939. Formou-se em 1940 e recebeu o seu Ph.D. em
1948, sob a orientacao de Alfred Tarski, com uma tese sobre “Defini-
bilidade e problemas de decisdo em aritmética"E Em 1975, tornou-se
professora titular em Berkeley.

O décimo problema de Hilbert indaga sobre a existéncia de um al-
goritmo que determine, em uma quantidade finita de passos, se uma
equacgao diofantina tem alguma solugdo em nimeros inteiros. Uma série
de resultados desenvolvidos nas décadas de 1940 a 1970 por Robinson,
Martin Davis, Hilary Putnam e Yuri Matiyasevich resolveu esse problema
de forma negativa; isto é, eles mostraram que esse algoritmo nao pode
existir.

Honrarias: eleita em 1975 para a United States National Academy
of Sciences (primeira matematica eleita); Noether Lecture, 1982; Ma-
cArthur Fellowship, 1983; presidente da American Mathemetical Society,
1983-1984 (primeira mulher presidente); membro da American Academy
of Arts and Sciences, 1985; o Julia Robinson Festival, patrocinado pelo
American Institute of Mathematics (2013-presente) e pelo Mathematical
Sciences Research Institute (2007-2013), foi nomeado em sua homena-
gem.

Para saber mais sobre a vida de Julia Robinson, assista Julia Robin-
son and Hilbert’s Tenth Problem (2008), dirigido e produzido por George
Csicsery.

No original, Definability and Decision Problems in Arithmetic.
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Classificados na XXVII OMEG - 2018

Nivel 1 (6° e 7° anos do Ensino Fundamental)

MEDALHA DE OURO
* Giovanni Castro Dourado Pinozi/Studium
* Valentina Fernandes Cintra/Colégio WRJ
* Davi Abreu da Silveira/Colégio Agostiniano N.S. de Fatima

MEDALHA DE PRATA
* Arthur José Silva Rios Dias/Colégio Atual
* Pedro de Oliveira Freitas/Colégio Marista
* Tarcisio Oliveira Quintino/Colégio N. Senhora do Bom Conselho
* Frederico Schmaltz /Escola Interamérica

* Ana Clara Mohn Bizimoto/Escola Crescer

MEDALHA DE BRONZE
* lan Vasconcelos Lotufo/Colégio Lassale
* Bernardo Freitas de Faria/Escola Crescer
* Joao Victor Borges Bastos/Prevest Sul
* Rodrigo Mendonga Helou/Colégio WRJ
* Sofia Pyloridis Lustosa/Colégio Integrado - Unidade Areiao

* Arthur Carmo/Educandario Vila Boa

MENGAO HONROSA

* Mariana Rodrigues P. Fran¢a/Educandario Vila Boa
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* Busébio de Abreu Carvalho Filho/Colégio Razao

* Pedro Paulo M. Godinho/Colégio Marista

* Vitor de Oliveira Cezdrio/Escola Crescer

* Ygor Dias Aguiar/Escola Interamérica

* Olavo Antonio R. Pimenta/Colégio Auxilium

* Eber Chediak Lima/Instituto Presbiteriano de Educagao
* Yago Lima Coqueiro/Colégio Delos

* Marcela Dias Nazareth/Centro Educacional Omni

Nivel 2 (8° e 9° anos do Ensino Fundamental)

MEDALHA DE OURO
* Jonatan de Lima Santos/Escola M. Pastor Albino G. Boaventura
* Bruno de Moraes Dumont/Colégio WRJ
* Rui Andrade Carvalho Nunes/Colégio WRJ

MEDALHA DE PRATA
* Larissa Lemos Afonso/Colégio Integrado - Unidade Areiao
* Luis Guilherme Silveira de Oliveira/Colégio WR.J
* Gael Medeiros Melo/Prevest Sul
* Izadora Caiado Oliveira/Colégio WRJ - Goiénia
* Nathalia Cirqueira Moura/CPMG - Unidade José Carrilho
* Miguel Lima/Colégio Integrado Jao
MEDALHA DE BRONZE
* Geovana Vilas Boas do Prado/Colégio Agostiniano N. S. de Fatima
* Rodrigo Brom Gomes dos Santos/Educandério Vila Boa
* Pedro Porto de Carvalho Nunes/Colégio WRJ
* Fernando Angélico de Souza/Centro Educacional SESC Cidadania
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* Beatriz Fernandes dos Santos/Centro E. SESC Cidadania
* Felipe Ferreira Aprigio/Colégio Olimpo

MENCAO HONROSA
* Paulo Roberto de Almeida/Escola M. Pastor Albino G. Boaventura
*  Geovanna Bispo Almeida/Instituto Presbiteriano de Educagao
* Vitor Pinheiro Nunes/Colégio WRJ
* Felipe Stanley Kroebel Sousa/Colégio Integrado Jao
* Leandro Vaz Ramos de Andrade/Escola Interamérica
* Lucas Lima Siade/Escola Crescer
* Carlos Eduardo O. De Sousa/Escola M. Izabel de Matos Ribeiro

* Geovanna Augusto Silva/Colégio Prevest - Centro

Nivel 3 (Ensino Médio)

MEDALHA DE OURO
* Vinicius de Alcantara Névoa/Colégio Arena

* Mateus Marques/Colégio Simbios

MEDALHA DE PRATA
* Gustavo Passinato Neves/Instituto F. de Goias - Campus Goiania
* Joao Vitor Borges Guimaraes/Colégio Arena
* Ghatlin Rayner Alves Pereira/Colégio Arena

* Luiz Gustavo Santos de Souza/Colégio Protagoras

MEDALHA DE BRONZE
* Beatriz Marques Cavalcante /IFG - Campus Goiania
* Felipe Reis Spirandelli/Colégio Arena
* Luis Henrique Zuin Ruiz/Colégio Olimpo



REVISTA DA OLIMPIADA DE MATEMATICA DO ESTADO DE GOIAS 4

* Luisa Viana Marchese/Colégio Agostiniano N. Senhora de Fatima
* Ana Luiza Féliz de Souza/Colégio Visao
* Carlos Mdrcio de Oliveira e Silva Filho/Colégio Visao

* Guilherme de Jesus Guedes Dantas/Colégio DinaAmico

MENGAO HONROSA
* Pedro Zamecki Andrade/Colégio Visao
* André Felipe de Oliveira Fonseca/Colégio Integrado Jao
* Carlos Henrique Lopes Vitoriano/Colégio Olimpo

* Artur Gabina Baltazar Vieira/Colégio Santo Agostinho
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Resolucao Comentada das Provas da XXVII
OMEG

Valdivino Vargas Junior, Rogerio de Queiroz Chaves,
Rosane Gomes Pereira, Tiago Moreira Vargas,
Ana Paula Chaves, Francisco Bruno de Lima Holanda,
Kamila da Silva Andrade.

Resumo. Neste artigo apresentamos uma resolu¢ao comentada das ques-
toes da OMEG de 2018. Incorporamos, na medida do possivel, ideias e
argumentos apresentados por estudantes que participaram da olimpiada,
fazendo mengao a seus nomes. Sugerimos que, antes de simplesmente ler
as solucgoes, o leitor encare o desafio de resolver os problemas e desfrute
da sensacao de conquista e de amadurecimento que esta atividade pode
proporcionar. Por isso, todos os problemas sao apresentados primeiro e,
separadamente ao final, as solugoes e comentérios.

1. Provas da XXVII OMEG
Nivel 1

Problema 1:  Valentina tem algumas magas e cestas. Se ela coloca
duas magas em cada cesta, sobram quatro magas. Se ela deixa uma das
cestas vazia, consegue distribuir exatamente cinco macas para cada uma
das demais cestas. Quantas magas e quantas cestas Valentina tem?

Problema 2: Em um certo sistema de criptografia de texto, cada
letra é substituida por um simbolo distinto. Sabe-se que os quatro trios
de simbolos a seguir,

ON0 AOX EMeA A®aA

correspondem & codificagao, por esse sistema, das palavras “CAL”, “ECQO”,
“LAR” e “REU”, ndo necessariamente nessa ordem. Ou seja, nao se sabe
qual trio corresponde a qual palavra.
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Com base nessas informagoes, decodifique o codigo a seguir.

UN®AQELAACK

Problema 3: A figura a seguir representa um quadrado ABC'D com
AB = 4cm. Em cada lado do quadrado marcam-se trés pontos, igual-
mente espacados, dividindo o lado em quatro partes iguais. Escolhendo-
se um desses trés pontos em cada um dos lados, obtém-se um quadrilatero
como o que foi destacado na figura, por exemplo.

D C

(a) Qual é a area do quadrilatero sombreado na figura?

(b) Considerando-se a area de cada quadrilatero que pode ser formado
dessa maneira, qual é a menor area possivel? Qual é a drea mé-
xima?

Problema 4: Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo
e Ronaldo estao usando bonés que tém a parte de cima branca ou preta
e a parte de baixo é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver
a cor dos bonés dos outros, mas nao pode ver a cor do seu proprio boné.
Diante disso, fizeram os comentérios a seguir.

Arnaldo: Eu vejo trés bonés pretos e um branco.
Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.
Cernaldo: Eu vejo um preto e trés brancos.
Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 5: Um jogo de dominés consiste de 28 pecas distintas,
ou dominés, e cada domind é um retadngulo dividido em duas “casas”
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quadradas, com um ntmero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominé s6 pode tocar outro domind se as casas que
se tocam tiverem o mesmo numero.

Joana esta brincando com um jogo de dominés e deseja montar uma
configuragao com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuragao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuracao da direita é espilicute e a da esquerda, nao.

Quantas sao as configuracoes espilicutes possiveis?

Nivel 2

Problema 1: Janior numerou todas as paginas de seu caderno, con-
secutivamente, comecando com “1” na primeira pagina, “2” na segunda
ete.

Considerando-se que, para isso, foram necessarios 852 algarismos,
quantas paginas tem o caderno?

Problema 2:

Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram um campeonato
no qual cada time jogou uma tinica vez com cada um dos demais times.
Nesse campeonato, cada vitoria vale 3 pontos, cada empate vale 1 ponto
e a equipe derrotada nao pontua. Ao final, trés times ficaram em pri-
meiro lugar, com 17 pontos cada, e os outros cinco ficaram em segundo
lugar. Sabendo-se que houve exatamente 13 empates nas partidas desse
campeonato, responda:

(a) Cada um dos times que ficaram empatados em segundo lugar fez
quantos pontos?

(b) Construa um exemplo de possiveis resultados das partidas que
cumpram as condigoes descritas no enunciado acima (Vocé pode,
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por exemplo, chamar os times de A, B, C etc. e indicar apenas
quem ganha de quem e quem empata com quem).

Problema 3: No interior de um quadrado ABCD sao escolhidos
dois pontos, E e F, de modo que AE = FC = 7cm, EF = 2cm e
LAEF = ZEFC = 90°.

(a) Demonstre que AECF ¢é um paralelogramo (quadrilatero com os
lados opostos iguais e paralelos).

(b) Determine a area do quadrado.

Problema 4: Identifique todos os niimeros inteiros positivos, n, tais
que n2 4+ 20n + 11 é um quadrado perfeito.

Problema 5: Um jogo de dominés consiste de 28 pecas distintas,
ou dominés, e cada domind é um retangulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um ntmero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominé s6 pode tocar outro domind se as casas que
se tocam tiverem o mesmo nimero.

Joana esta brincando com um jogo de dominés e deseja montar uma
configuracao com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuragao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuragao da direita é espilicute e a da esquerda, nao.

Quantas sao as configuracoes espilicutes possiveis?

Nivel 3

Problema 1:
Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo es-
tao usando bonés que tém a parte de cima branca ou preta e a parte de
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baixo ¢é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver a cor dos
bonés dos outros, mas nao pode ver a cor do seu proprio boné. Diante
disso, fizeram os comentarios a seguir.

Arnaldo: Eu vejo trés bonés pretos e um branco.

Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.

Cernaldo: Eu vejo um preto e trés brancos.

Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 2: Um jogo de dominés consiste de 28 pecas distintas,
ou dominés, e cada dominé é um retangulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um ntmero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominé s6 pode tocar outro domind se as casas que
se tocam tiverem o mesmo nimero.

Joana esta brincando com um jogo de dominds e deseja montar uma
configuracdo com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuracao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuracao da direita é espilicute e a da esquerda, nao. Quantas

sao as configuragoes espilicutes possiveis?

Problema 3: Suponha que os ntmeros inteiros de 1 a 2018 tenham
sido agrupados em 1009 pares {a;,b;}, com 1 < i < 1009, de maneira
que, para todo i, a diferenga |a; — b;| ¢ igual a 1 ou 6. Mostre que a soma

lay = b1| + Jaz —ba| + -+ + |ai009 — b1009|
¢ um namero que termina em 9.

Problema 4: Seja ABC'D um quadrilétero inscrito em uma circunfe-
réncia e tal que o angulo CBD tem o dobro da medida de ABD. Seja P
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a intersec¢do de C'D com a bissetriz de CBD. Sejam M e N os pontos
de interseccao de AC' com BD e BP, respectivamente. Mostre que

Problema 5: Um estudante encontrou uma caixa contendo um grande
ntmero de bolas brancas idénticas. Desafiado a fazer uma estimativa da
quantidade de bolas que hé na caixa sem usar instrumentos de medi-
¢ao, o estudante utilizou a seguinte estratégia: retirou 10 bolas da caixa,
marcou-as com tinta e devolveu-as a caixa, misturando bem com as de-
mais. Em seguida ele retirou, de uma vez e de maneira aleatéria, 20 bolas
da caixa e constatou que exatamente duas delas eram das bolas que ele
havia marcado. Nessas condigoes, denotando-se por n a quantidade total
de bolas inicialmente na caixa,

(a) Calcule, como uma fungao de n, a probabilidade de que, ao sor-
tear as 20 bolas, o estudante obtivesse exatamente duas das bolas
marcadas (observe que nao é necessario desenvolver os fatoriais).

(b) Para qual valor de n essa probabilidade ¢ méxima?
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2. Resolucao comentada

Nivel 1

1. Valentina tem algumas magas e cestas. Se ela... (baseado nas solu-
¢oes apresentadas por lan Vasconcelos, Joao Victor Borges Bastos, Olavo
Antonio R. Pimenta, Rodrigo Mendonga e Sofia Pyloridis)

Digamos que m é a quantidade de macas e ¢ é a quantidade de cestas.
Temos

e Colocando duas magas em cada cesta, sobram quatro magas. Isto
significa que
m = 2c—+4.

e Deixando uma das cestas vazia, consegue-se distribuir exatamente
cinco macas para cada uma das demais cestas. Isto significa que

m = 5(c—1).

Assim, devemos ter 2c + 4 = 5(c — 1) e, consequentemente, ¢ = 3 e
m =53 — 1) = 10.

2. Em um certo sistema de criptografia de texto, cada letra ... (baseado
nas solugbes apresentadas por Ana Clara Mohn Bizinoto, Fusébio de
Abreu Carvalho Filho , Marcela Dias Nazareth, Pedro Paulo M. Godinho
e Yago Lima Coqueiro)

Observando as posi¢oes em que cada letra aparece nas palavras ‘CAL",
“ECO", “LAR"e “REU", notamos que a letra A é a tinica que se repete
duas vezes na posi¢ao do meio, o que s6 ocorre com o simbolo ®. Sabendo
disso, também notamos que a letra L é a tinica que se repete & direita
e & esquerda de A,o que s6 ocorre com o simbolo A. Portanto, sabendo
que A = ® e que L= A\, conseguimos C= W ¢ R= A. Usando essas duas
ultimas informagoes, substituimos nos dois primeiros trios para obter E
=o0,0=0eU=K.

Assim, a expressao

UN®AQELUAACK

¢é decodificada para
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OCARACORREU.

3. A figura a seguir representa um quadrado ABCD com... (baseado
nas solugoes apresentadas por Arthur José Silva Rios Dias, Frederico
Schmaltz, Giovanni Castro Dourado Pinzi, Tarcisio Oliveira Quintino e
Valentina Fernandes Cintra)

(a) A area do quadrado ABCD ¢ 4% = 16 em?. A 4rea do qua-
drilatero sombreado sera igual & area do quadrado ABCD diminuida
das areas de dois tridngulos retangulos de catetos 1 ¢m e 3 cm, ou seja
2 X % = 3 em?, da area de um triangulo retangulo de catetos 3 em e

2 em, isto é 322 = 3 ¢m? e da area de um triangulo retangulo de catetos
) 2
2cme 1l em, isto é, 22 =1 em?. Logo, a area do quadrilatero sombre-
) b) 2 ) q

ado é 16 em?2 —3 em? —3 em? — 1 em? = 9 em?.

(b) Cada diagonal do quadrilatero em questao conecta pontos em
lados opostos do quadrado e divide o quadrildtero em dois tridngulos.
Descontadas as simetrias, ha apenas quatro possiveis configuragoes para
uma diagonal:

(1) Conectando o centro de um lado ao centro do lado oposto,

(2) Conectando o centro de um lado a um ponto nao central do lado
oposto,

(3) Conectando dois pontos nao centrais dos lados por uma reta per-
pendicular a esses lados (e paralela aos demais),

(4) Conectando dois pontos nao centrais dos lados por uma reta nao
perpendicular a esses lados.

Considerando-se a parte do quadrilatero que é o tridngulo formado
de um dos lados de uma diagonal, quanto mais afastado dessa diagonal
o terceiro vértice estiver, maior serd a area do tridngulo e vice-versa (a
base do tridngulo é a diagonal e a altura é a distancia do outro vértice a
diagonal).

Nos casos (1) e (4), acima, como a diagonal ¢ paralela aos lados rema-
nescentes do quadrado, as varias possibilidades para os demais vértices
do quadrilatero resultam em tridngulos com mesma &rea. Calculando
a area das partes que ficam fora do quadrilatero, por exemplo, que sao
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tridngulos retangulos, obtém-se 8 em todos esses casos e, como a area do
quadrado é 16, a do quadrilatero tem que ser 8.

O caso (2) corresponde, na figura do exemplo dado na questao, a di-
agonal que parte do centro de um dos lados verticais. A figura também
é um exemplo de quadrilatero de drea méaxima com esta configuracao,
visto que os outros dois vértices estao o mais distantes possivel dessa
diagonal. Nesse caso, como visto no item (a), a area ¢ 9 cm?. Para
se obter a area minima nesta configuragao, basta trocar os vértices que
estao nos lados horizontais do quadrado da figura pelos que ficam mais
préximos da diagonal que nao os contém. Calculando as areas dos tri-
angulos retangulos que ficam de fora do quadrilatero, obtém-se para o
quadrilatero, uma area minima de 8, nesta configuragao.

Por fim, aplica-se 0 mesmo raciocinio ao caso (4), exemplificado na
figura dada na questao pela diagonal que conecta os lados horizontais
do quadrado. Fixada esta diagonal, a area do quadrilatero serd maxima
quando ficarem de fora quatro tridngulos retangulos 1x3, o que resulta
em um quadrilatero de 10 em?. Por outro lado, para se obter area minima
com esta diagonal, os lados do quadrilatero ficam paralelos as diagonais
do quadrado, deixando de fora dois tridngulos retangulos 1x1 e dois 3x3,
e o quadrilatero fica com 6 em?.

Comparando-se todas essas possibilidades, conclui-se que a area ma-
xima, para o quadrilatero é de 10 ¢m? e a minima de 6 cm?.

4. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estao ... (baseado nas solugbes apresentadas por Arthur Carmo, Davi
Abreu da Silveira Igor Dias Aguiar, Mariana Rodrigues P. Frangae Vitor
de Oliveira Cezdrio)

Inicialmente, note que cada pessoa enxerga os bonés dos amigos mas
nao enxerga o proprio boné, logo ele enxerga 4 dos 5 bonés. Suponha
que Arnaldo esteja falando a verdade, i.e., que ele esteja de boné preto.
Desta forma, temos um conjunto com 4 bonés pretos (4 verdades) e
1 boné branco (1 mentira). Isto é uma contradi¢ao pois deveriamos ter
Bernaldo e Cernaldo mentido, ja que disseram que existe mais que 1 boné
branco. Portanto, Arnaldo estd mentindo, logo esta de boné branco.

Suponha que Bernaldo esteja dizendo a verdade, entao esta de boné
preto e todos os outros de bonés brancos. Isto significa que cada colega
vé 1 boné preto e 3 bonés brancos, logo Cernaldo deveria estar dizendo a
verdade resultando em outra contradi¢ao. Portanto, Bernardo também
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estd mentindo e estd de boné branco.

Agora, se Cernaldo esta dizendo a verdade, entdo ele estad de boné
preto e, pela fala de Dernaldo, este deve estar de boné branco. Restando
o boné preto para Ronaldo.

Se Ceraldo estd mentindo, entao ele esta de boné branco, dai Der-
naldo também estd mentindo e deve estar de boné branco. Para decidir
a cor do boné de Ronaldo devemos analisar as falas dos colegas. Se
Ronaldo estd de boné branco, entao terfamos 5 bonés brancos e isto
implicaria que Bernaldo esta dizendo a verdade, o que nao é possivel.
Assim, Ronaldo esté4 de boné preto e isto significa que Arnaldo esta di-
zendo a verdade, o que também nao é possivel. Portanto, esta op¢ao nao
pode ocorrer. Segue que Ceraldo esta dizendo a verdade.

Assim concluimos que:

e Arnaldo mentiu = Arnaldo estd usando boné branco;
e Bernaldo mentiu = Bernaldo estd usando boné branco;

e Cernaldo disse a verdade = Cernaldo esta usando boné preto,
Dernaldo esta de boné branco e Ronaldo esta de boné preto.

5. Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas...

Existem dois casos: quando se utiliza uma pecga dupla e quando nao
se utiliza. Veja ainda que é impossivel colocar duas pegas duplas em
uma mesma configuragdo, pois isso implicaria em utilizar duas pecas
repetidas. Assim,

(1) Com uma peca dupla: tem-se 7 x 6 x 5 formas de colocar os trés
primeiros dominés. O quarto dominé seré determinado pelos an-
teriores. Tem-se ainda 4 posi¢oes diferentes para a pega dupla.
Assim, tem-se 7 X 6 x 5 x 4 = 840 possibilidades nesse caso.

(2) Sem pega dupla: tem-se 21 pegas que nao sao duplas. Cada uma
pode ser colocada de 2 formas. A peca a sua esquerda e sua direita
podem ser colocadas de 5 e 4 maneiras (pois nao pode-se repe-
tir dominos). Assim, tem-se um total de 21 X 2 x 5 x 4 = 840
possibilidades nesse caso.

Logo, tem-se um total de 1.680 configuragoes.
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Nivel 2

1. Junior numerou todas as pdginas de seu caderno, consecutivamente...

Note que para escrever as paginas de 1 até 9 sao gastos 9 algarismos.
De forma analoga, sao gastos (99 — 9) x 2 = 180 algarismos numerando
péginas com dois algarismos. Como ele gastou 852 algarismos no total,
segue que foram gastos 663 algarismos nas paginas cuja numeragao tem 3
algarismos. No total foram escritos % = 221 ntimeros de 3 algarismos.

Logo, o caderno de Janior tem 99 + 221 = 320 paginas.

2. Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram... (baseado na
solugao apresentada por Rodrigo Brom Gomes dos Santos)

(a) Observe que o méximo de pontos que um time poderia conseguir
é 21, dado que cada um joga 7 vezes. Como A, B e C ficaram com 17
pontos, isso se da porque pederam 4 pontos, dos 21 disputados. A tnica
maneira de isso acontecer é cada time A, B e C, ter obtido dois empates,
pois os pontos perdidos sao da forma 2F + 3D, com E a quantidade
de empates e D a quantidade de derrotas. Também observe que tais
empates ocorreram entre eles mesmos, pois caso contrario, por exemplo,
suponha que A empatou com algum time que ndo estava entre os trés
primeiros. Isso quer dizer, que A ganhou ou perdeu de B ou C, o que
nao pode ocorrer pois nenhum dos trés primeiros obteve derrota. Por-
tanto, todos os demais times, que ficaram empatados em segundo lugar,
perderam para A, B e C, e nessas derrotas perderam 9 pontos disputa-
dos, e, como todos tivemos 13 empates no total, 3 deles entre A, B e
C, sobram 10 empates para os demais, que é exatamente a quantidade
de jogos restantes, os outros 5 times empataram entre si, o que nos da 4
pontos para cada um.

(b) Sejam A, B, D, E, F,G e H os oito times que disputaram o cam-
peonato. Suponha que A, B e C tenham ocupado o primeiro lugar, e
D,E, F,G e H tenham ocupado o segundo lugar. Para cumprir as con-
digoes descritas no enunciado, os times A, B e C' devem ter 5 vitérias
e 2 empates cada um. Os demais times devem empatar 4 vezes cada.
Um exemplo de resultados do campeonato pode ser descrito na tabela a
seguir.
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Jogo 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14
Time 1 A A A A A A A B B B B B B C
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Time 2 B C D E F G H C D E F G H D
Jogo 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Time 1 C [] [¢] [¢] D D D D E E E F F G
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Time 2 E F G H E F G H F G H G H H

3. No interior de um quadrado ABCD sdo escolhidos dois pontos...
(baseado nas solugoes apresentadas por Bruno de Moraes Dumont, Jo-

natan de Lima Santos, Larissa Lemos Afonso e Luis Guilherme Silveira
de Oliveira)
D c

A B

(a) Note que AAEF = AEFC pelo caso cateto-hipotenusa. Por-
tanto, AF = EC e ZCEF = Z/ZEFA. Portanto, AECF é um paralelo-
gramo.

(b) De (a) segue que as diagonais AC' ¢ EF de AECF cortam-se
mutuamente ao meio. Seja M o ponto de encontro dessas diagonais.
Veja que MF = 1. Pelo teorema de Pitagoras aplicado no AMFC,
temos que

(CM)? =72 +12 =50 = CM = V/50.

Como AC = 2.CM, entdo AC = 21/50. Agora seja | a medida do lado
do quadrado ABC'D. Usando o teorema de Pitagoras no AABC, temos
que

(AC)? = 1% + 12 = 200 = 21*> = I* = 100.
Assim, a area do quadrado ABCD é 12 = 100.

4. Identifique todos os nimeros inteiros positivos... (baseado nas solu-
goes apresentadas por Jonatan de Lima Santos e Larissa Lemos Afonso)
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Escreva
n?+20n+11 = m?
(n+10)2 =100+ 11 = m?
(n+10)% = m? + 89 (1.1)

Agora, faca n + 10 = k em ((1.1)
k2 —m? = 89
(k—m)(k+m) = 89 (1.2)
O numero 89 é primo. Logo, tem-se as seguintes relagoes:

k—m = 1 k—m = &9
k+m = 8 E+m = 1

Assim, k = 45 e m = 44. Portanto, (n + 10)? = 442 4 89 = 2.025.
Por fim, conclui-se que n = 35.

5. Um jogo de dominds consiste de 28 pegas distintas...

Ver resolucao do problema 5 do nivel 1.

Nivel 3

1. C(Clinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estao ...

Ver resolucao do problema 4 do nivel 1.

2. Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas...

Ver resolucao do problema 5 do nivel 1.

3. Suponha que os nimeros inteiros de 1 a 2018 tenham sido agrupa-
dos...

Primeiro, note que |a; —b;| = 1 ou 6, nos da que todos deixam resto 1
quando divididos por 5, ou seja, |a; —b;| = 5k; + 1, para todo i. Portanto,
se denotamos a soma por S, temos

S =5(k1+ka+ ...+ kiooo) + 1009 =5K+4.

~—
=5x201+4
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Isto é, S deixa resto 4 quando dividido por 5. Também observe que a
diferenca |a; — b;| e a soma a; + b; tém a mesma paridade, o que nos da
S com a mesma paridade da soma

ai + by +ag + b+ ... + aipoy + bioog =
=14+24+3+4+...+2017+ 2018 = 1009 x 2019
= 2.037.171.
Portanto, S é da forma 2L + 1, donde
2L+1=5K+4=2L=5K+3=
K deve ser impar para que 5K + 3 seja par.

Assim, K = 2k + 1, e conseguimos S = 5(2k + 1) +4 = 10k + 9, que nos
da o desejado.

4. Seja ABCD um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia e tal que
o dngulo... (baseado na solugao apresentada por Vinicius de Alcantara
Névoa.)

Considere o triangulo ABN. Trace a reta paralela r a bissetriz BM
passando pelo ponto N. Prolongue o segmento AB até este interceptar a
reta r no ponto D. O tridngulo formado BDN ¢ isosceles e BD = BN.
Aplicando o teorema de Tales sobre o tridngulo ADN, obtém-se

AB _ AM

BD MN
Dai, conclui-se que

AB  AM

BN MN’
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Repita a construgao para o tridngulo Q BC. Trace a reta s paralela a
bissetriz B P, passando pelo ponto C. Prolongue o segmento Q) B até este
interceptar a reta s no ponto E. O tridngulo formado BEC' é isoésceles
e BC = BE. Aplicando o teorema de Tales sobre o triangulo QEC,

obtém-se
QB _ QP
BE  PC’
Logo,
QB QP
BC PO (14)

Como tem-se angulos inscritos no circulo que abrem o mesmo arco
entao conclui-se que os tridngulos ABN e QBC sao semelhantes. Logo,

AB  BQ

- % 1.5

BN  BC (15)
Das igualdades (1.3)) , (1.4) e (1.5 conclui-se que

M _ QP

MN  PC

Como QC = QP+ PC e AN = AM + M N entao
AN —AM _ QC —QP
AM QP
AN  QC AM QP
AM QP T AN T QC

Por fim,
AM_QC—C’P_l_Q
AN QC N QC’

5. Um estudante encontrou uma caiza contendo um grande nimero de
bolas brancas...

(a) Primeiro observe que n > 28. De fato, como 10 bolas foram
marcadas no inicio e apds a extracao aleatéria de 20 apareceram apenas
2 marcadas segue que 8 marcadas nao apareceram na extragao. Para
calcular a probabilidade requerida, usaremos a defini¢ao classica de pro-

babilidade. Note que hé (2%) modos possiveis de extrair 20 bolas da
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caixa. Para se retirar 20 bolas, duas delas marcadas, devem ser captura-
das 2 das bolas marcadas com tinta, o que pode ser feito de 5 modos
e 18 bolas das n — 10 ndo marcadas com tinta, o que pode ser feito de

—1
(n 18 0) modos. Assim, se p(n) é a probabilidade requerida:
<10> <n — 10>
2 18
p(n) = -
20

(b) Note que

para n = 28,29, .

p(n+1)  n?—28n+171

p(n)  n?—26n—27"
Como n é namero inteiro e n > 28 segue que
1
ZM > 1 se e somente se n < 99.
p(n)
Analogamente,
n+1
M < 1 se e somente se n > 99.
p(n)
p(100) o
Por fim, note que (99) = 1. Logo, essa probabilidade ¢ maxima para
p

n =99 ou n = 100.
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Equacoes do terceiro grau e dobraduras de
Beloch

Ronaldo Garcia e Kaye Silva

Resumo. Neste trabalho, discutiremos o conceito matematico de dobra-
duras generalizadas e de Beloch, que consistem na operacao de realizar
uma unica dobradura de papel ao longo de uma reta (eixo), levando dois
pontos dados sobre duas retas também dadas. Aplicamos esta conceitu-
acao para resolver equacoes ciibicas pelo método de Lill e estabelecemos
uma relagao biunivoca entre o ntimero de raizes reais, o nimero de retas
duplamente tangentes a um par de parabolas, e o nimero de dobraduras
generalizadas de uma configuracao associada ao poligono de Lill.

1.1 Introducao

Margherita Piazzola Beloch (1879-1976) foi uma matematica italiana
que se interessou por problemas cléssicos da Geometria e suas relagoes
com Algebra. No intuito de entender melhor alguns desses problemas,
entre os quais, resolver equacoes algébricas ciibicas, ela introduziu uma
operagao matematica que hoje é conhecida como dobradura de Beloch.
Nas referéncias [3], [4], [6], [7], [8] e [9], o leitor encontrara varios traba-
lhos relacionados a esse tema.

Neste trabalho, descrevemos esse conceito matemético de dobradura
e analisamos suas propriedades béasicas, relacionando-o com o problema,
também geométrico, de retas tangentes comuns a duas parabolas dadas.
Varias das situagoes aqui abordadas podem ser realizadas com dobradura
de papel (origami). Veja [I] para um teoria axiomatica de origami e
construgoes geométricas usando dobraduras de papel.

Na secao [1.2| introduzimos o conceito de quadrado de Beloch e o
método de Lill para resolucao de equagdes algébricas. Na se¢ao [I.3] defi-
nimos o conceito de dobradura de Beloch. Na secao introduzimos o



REVISTA DA OLIMPIADA DE MATEMATICA DO ESTADO DE GOIAS 22

conceito de dobradura generalizada e de parabolas. Na segao[1.5] analisa-
mos a existéncia de dobraduras generalizadas. Na se¢ao [[.6] analisamos
a existéncia de dobraduras de Beloch. Na secao provaremos a exis-
téncia de quadrados de Beloch e usamos as dobraduras generalizadas e
de Beloch para resolver equagoes polinomiais de grau 3. E, na secao [L.8]
abordamos o problema de largura de faixas entre duas parabolas.

1.2 Preliminares

Nesta segao iremos introduzir o conceito de dobradura generalizada
e resolver algumas equagoes algébricas.

Problema 1. Considere uma folha de papel (transparente) e marque,
com relacdo a um sistema de coordenadas cartesianas, os pontos P, =
(0,a) e P» = (1,2a), e esboce as retas ri, definida por y = 0, e ro,
definida por y = x. Determinar uma reta v de modo que, ao dobrar o
papel ao longo de r, o ponto Py € levado em um ponto P| na retary e o
ponto Py é levado em Pj na reta rs.

Solugao: Inicialmente, por inspecao, observamos que quando a = —1
uma solugao é o eixo definido por y = —%. Quando a =0, P, € r1 N7y,
P, € r1 e as trés solugoes sao definidas por = = %, y = —(\/5 + 1z e

y = (ﬂ — 1)z. A dobradura ao longo do eixo y produz P| € r1 Nry e
P € ri. Analise este caso especial, o qual de fato nao ¢ uma solugao.
Quando a = %, temos trés solugoes definidas pelas retas y = —z, y =
3z —2 ey = x. Essas trés retas sdo tangentes a parabola y = z2 + i.
Para a = 2.3, temos apenas uma solugao, conforme esbogado na Fig. [I.1]
A reta (eixo da dobradura) é tangente a duas parabolas. Convidamos o
leitor a analisar o problema para varios valores de a.
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, P, es(Beloch)
Py
2

riy=14)
e(Beloch)
P,
2(y = )

Py

~ P.

P

ri(y = 0) )
r2(y = )

Figura 1.1: Varios tipos de dobraduras.
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Problema 2. Considere no quadrado unitdrio [0,1] x [0,1] os pontos
P, = (0,0), P, = (0, %) Encontre uma reta v, de modo que, ao dobrar
o papel ao longo de r, o ponto Py é levado em um ponto P na reta ri,
definida por x =1, e o ponto Py € levado em P) na reta ro, definida por

y=3.
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P
7'1(.9 = %) [ 1 / !
Ps 1 1_(1’ \3/5—1-1) E‘\ ( 1 0 I\@@j\
| \ 0 (92,0
1 r Fo(z=1) —

Figura 1.2: Dobradura e inversao para o calculo de 2.
Solugao: O eixo é definido por:

1 1
yz—(x3/§+1)x+§(2%+2+§2—%).

Além disso, temos:

1
0, 5=
V241

Portanto, para calcular v/2, devemos calcular o inverso de 1/(+/241)
que mostramos na Fig. (direita), fazendo a inversao desse ponto em
relagdo ao circulo unitario. Observamos que na Fig. [I.2] as escalas sao
diferentes.

Veja [8] para o célculo de v/2 usando a configuragio formada pelos
pontos P, = (—1,0), P, = (0,—2) e retas ri(x = 1) e m2(y = 2). A
intersecgao do eixo de dobradura com o eixo y é o ponto (0, V2).

1
P{:,(%+1’2)7 Pé:(

3 )

Para resolver equacoes ciibicas, Beloch utilizou o método de M. Lill
(1830-1900) (veja [5]), um engenheiro militar austriaco, para encontrar
raizes de equagbes polinomiais.

O método pode ser descrito da seguinte forma (consideramos aqui
apenas o caso ciibico): considere a equacdo polinomial p(z) = agz® +
a12® + asx + a3 = 0. Associamos ao polinémio p um poligono planar
OApA1A3As, onde O é a origem do plano cartesiano, e cujas arestas
sao verticais ou horizontais. A primeira aresta serd o segmento horizon-
tal OAp com |OAy| = |ag|. A segunda aresta AygA; serd vertical com
|AgAi| = |a1] e o angulo de 90°, determinado com o segmento O Ay, seré
no sentido horario (anti-horario) se aga; > 0 (apa1 < 0). A terceira
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aresta AjAs seréd horizontal com |A; As| = |az| e o angulo de 90°, deter-
minado com o segmento AgAj, serd no sentido horério (anti-horario) se
ajaz > 0 (ajaz < 0). A terceira e ultima aresta AgAs seré vertical com
|A2As| = |ag| e o angulo de 90°, determinado com o segmento AjAs,
sera no sentido horério (anti-horario) se asas > 0 (agas < 0).

Nessa situacao, dizemos que a orientacao é horaria. Podemos também
definir o poligono de Lill considerando a orientacao oposta a definida

acima. Veja Fig.

D o0
As
As
0 A(.) 9 /tl
423 + 522 +3x + 3 423 4+ 522 + 32 + 3
As
0 Ag
o—0 Al
q 4y
Ao
€
Aq
G Ao
3
3x3 + 422 — 3x — 2 3x3 + 422 — 31 — 2

Figura 1.3: Poligonais de Lill. Orientagoes horéria e anti-horéaria.

Associado o poligono OAyA1AsAs ao polinémio p, associamos agora
um segundo poligono O By B Bs (By, B1, Bo variaveis) da seguinte forma:
considere as retas que partem da origem e intersectam a reta contendo o
segmento AgA;. Seja By o ponto de intersecgdo. Agora, considere a reta
que passa em Bj e é ortogonal ao segmento OBy, e seja By o ponto de
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interseccao dessa reta com a reta contendo o segmento A;As. Por fim,
considere a reta que passa em Bj e é ortogonal ao segmento ByBj, e seja
By o ponto de intersecgdo dessa reta com a reta contendo Az Asz. Veja

Fig.

0 Ag Ay B, A
By
Ag =

Az =
By
A
Ay ! 0 Ao

Figura 1.4: Poligonais de Lill OAgA1AsAs e OByB1 Bs.

Observamos que a poligonal OByB1By é também uma poligonal
de Lill de um polinémio de segundo grau. As raizes desse polinémio
sao também raizes do polinémio original que deu origem & poligonal

OAQA1A2A3, m

= 45°

42 + 422 + 30 +3=0423 + 322+ 224+ 1=02°+ 322 —22+1=0

Figura 1.5: Solugoes de equagoes pelo método grafico de Lill, conside-
rando a orientacao anti-horaria.
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By A3 = By

B NI/
0 '1’32
22—-1=0 203 —3=0 49—

Figura 1.6: Solugbes de equagoes pelo método grafico de Lill.

b s

2 +322 442 +2=0

S

Figura 1.7: Solugbes de equagtes pelo método grafico de Lill.

A relagao entre as poligonais de Lill e a existéncia de raizes de equa-
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¢Oes polinomiais estd dada no seguinte teorema (Veja as Figuras
e[C7).

Teorema 1.2.1. Seja 0 o dngulo entre o segmento OAg e o segmento
OBy com orientagdo hordria. Para toda escolha de By, na qual Bo = Ag,
temos que —tanf € uma raiz de p.

Demonstragio. Considere o polinémio p(z) = azx® + asx? + ayz + ag.
Supondo a; > 0, as poligonais de Lill 04gA1 A2 A3 e OByB1Bs s&o como
esbocadas na Fig. (esquerda).

0 0 a3 Ao
<1 4o ;\9
\‘ N \\\\ a2
Az = By 4B \
270 \ As =
A oa \ I: By
S~ // \\ ao \\
ao SN / \\ \\
\ —a1__ |,
0, Ay AT A7 By
A B g
a’l \\\'D///’,/
:Bo

Figura 1.8: Poligonal de Lill para uma equagao cubica.

Considerando os triangulos retangulos A3AsB1, B1A1By e ByAg0,
temos: | AgBoy |= astan@, | A1By |= a2 —aztané, | A1B; |= (a2 —
agtanf)tand), | A2By |= a1 —(aa—ag tan @) tand = ap/ tan 6. Portanto,

tanf (a1 — (ag — aztan ) tanf) = ay.
Logo,
az(—tan )3 + as(—tan )% + a;(— tan ) 4+ ag = 0.

Assim, concluimos que p(— tan ) = 0.

Resolveremos mais um caso e confiaremos ao leitor analisar os demais.
Suponha, agora, que ag > 0, ag > 0, ag > 0 e a; < 0. Observe da Fig.
(direita) que |AgBo| = astan@, |A1By| = agtan — ag, |A1B;| =
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|A1By|tan 6 = (aztan € — az) tan b, |AsB1| = (agtand —az) tanf +ay =
ap/ tan@. Logo,

tan 0((ag tan — ag) tanf + aq) = ay.
Portanto,
az(—tan ) + az(—tan 0)* + a;(— tan ) 4 ag = 0.
O

Beloch utilizou de suas dobraduras no trabalho [2] para demonstrar
que sempre é possivel escolher By no Teorema de modo a obter
By = As. De fato, Beloch introduziu um objeto, que hoje é conhecido
como quadrado de Beloch.

Definicao 1. Dados dois pontos, Py, P>, e duas retas, r1,T9, um qua-
drado de Beloch é um quadrado com vértices X, Y, W e Z, tais que X e
Y pertencem a 11 e rq, respectivamente. Além disso, Py pertence a reta
contendo X e Z, e Py pertence a reta contendo'Y e W.

Figura 1.9: Construcao do quadrado de Beloch.

Beloch demonstrou, em seus trabalhos, que a existéncia de dobra-
duras implicava na existéncia do quadrado de Beloch. E sabido que,
nos problemas em que Beloch trabalhava, a existéncia da dobradura que
leva o seu nome sempre existia [7], no entanto, podemos formular uma
pergunta matematica valida e bastante interessante: para quais configu-
ragoes de pontos e retas existe uma dobradura de Beloch?
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Observagao 1.2.2. O método de Lill pode ser generalizado para equa-
¢oes polinomiais da forma: p(r) = apx™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ao.
Associamos uma poligonal O Ay Ay ... A, sequindo o mesmo procedimento
explicado acima no caso de grau 3. Uma raiz real (se existir) é obtida
construindo uma poligonal OByBi ... B,_1 com B,_1 = A,, sendo cada
vértice B; pertencendo a reta definida pelos vértices A; e A;11. Os seg-
mentos B;_1B; e B;B;1 sao ortogonais.

1.3 Dobraduras de Beloch

Daremos, agora, a definicao formal do conceito de dobradura de Be-
loch. Para isso, precisamos definir a nocao de reflexao no plano, de um
ponto com respeito a uma reta.

Definigao 2. Sejam P um ponto e r uma reta contidos em um mesmo
plano. A reflexao de P em relagdo a reta r € o ponto P’ que satisfaz: o
segmento PP’ € ortogonal a reta r, e essa, por sua vez, bissecta PP’ em
duas partes iguais.

Problema 3. Considere o plano cartesiano e suponha que P = (u,v) e
r possui equacdo Az + By + C = 0. Demonstre que P’ = (u’,v"), onde:

y _(B*— A*u—2ABv —2AC . 2A(Au+ Bv+C)
- A2+B2 - A2+BZ ’
o _ (A - B*u—24ABu—2BC o 2B(Au+ Bv + C)

A2+BQ A2+B2

Para facilitar a notagdo, associamos ao par de pontos {P;, P2} e de
retas {ry,r2} a quadrupla C = { Py, P»,71,r2}, que chamaremos simples-
mente de configuracao.

Definicao 3. Uma dobradura de Beloch associada a configuracdo C é
uma reta r, sequndo a qual Py e P estao em wm mesmo semiplano,
determinado por r. Além disso, € possivel refletir Py e Py em relacdo a

r, de modo que P| € r1 e Py € ry (Fig. .
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P P
e(Beloch)
T
T2 P{ \Fé
1
e(Beloch)

1
™

Pl P
T2
i

Figura 1.10: Dobraduras de Beloch, retas transversais e paralelas.

Para quais configuragoes C existe uma dobradura de Beloch? Em qual
situacao a dobradura é tnica? Para responder a essas questoes, vamos
analisar um problema um pouco mais geral. Consideramos a seguinte
definigao:

Definigao 4. Uma dobradura generalizada associada a uma configuragdo
C = {P1,Py,r1,r2} € uma reta r, sequndo a qual temos: P| € ry e
le € ro.

Observagao 1.3.1. Na definigao[{] existe uma preferéncia de ordem. O
ponto Py € levado no ponto P| pertencente a retari, e Pa € levado na reta
ro no ponto Py , i.e., P{ € ri e Py € ro. Podemos considerar dobraduras
permitindo P] € ry e Py € 1.

Observamos que toda dobradura de Beloch é generalizada. FEntre-
tanto, como veremos posteriormente, nem toda dobradura generalizada
é de Beloch. A diferencga dos dois conceitos é caracterizada pela condigao
dos pontos P; e P, estarem ou nao no mesmo semiplano, definido pelo
eixo da dobradura (reta r). Do ponto de vista pratico, a dobradura de
Beloch existe quando podemos realizé-la fazendo uma tnica dobradura
de papel. A priori, ndo é tao imediato decidir se a mesma existira para
uma dada configuragdo de pontos e retas.
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1.4 Dobraduras generalizadas e parabolas

Considere a seguinte construgao geométrica: dados um ponto P e
uma reta s, contidos em um mesmo plano, suponha que P ¢ s. Se
Q € s, para determinarmos uma reta r, segundo a qual P é refletido em
Q, ou seja, P’ = @, é suficiente considerar a reta r que bissecta em duas
partes iguais o segmento m e é ortogonal a P7Q (observe que essa reta
¢ tnica). Ao variarmos @), a reta r variara, e, se desenharmos todas as
retas obtidas, veremos a silhueta de uma figura. Que figura é essa?

Problema 4. Pegue uma folha de papel retangular, de preferéncia trans-
parente, e marque um ponto no centro dela. Fize uma das arestas da
folha, e, para cada ponto dessa aresta, dobre a folha de modo a levar o
ponto da aresta mo ponto marcado no centro. Marque o ponto em cima
da dobra, e que estd no segmento de reta ligando o ponto da aresta ao
ponto do centro (veja Figura . Realize esse procedimento para vdrios
pontos da aresta firada.

i) Qual figura os pontos marcados sobre as dobras parecem descrever?

it) Qual figura as dobras parecem descrever?

Figura 1.11: Dobradura de papel em relacao a uma reta.

Figura 1.12: Dobraduras generalizadas e de Beloch para retas r; e ro
paralelas

Definicao 5. Dados um ponto P e uma reta s, contidos em uma mesmo
plano, com P ¢ s. Uma pardbola com foco P e reta diretriz s € o lu-
gar geométrico dos pontos do plano, que estao a uma mesma distdncia
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do ponto P e da reta s. Dizemos que uma reta no plano é tangente a
pardbola, se ela intersecta a pardbola em apenas um ponto.

Problema 5. Considere o plano cartesiano e suponha que F = (f1, f2)
com fo #0 e s € a reta com equacdo y = 0. Demonstre que a pardbola
com foco F' e reta diretriz s possui equagdo cartesiana dada por:

_ 1 f2
= R(ﬂﬁ ~ )+

2
Passemos a reposta da tltima pergunta formulada no Problemafd} o
lugar geométrico seréa uma parabola com foco F e reta diretriz s! De fato,
como rotacoes e translagoes no plano preservam distancias, podemos
supor, sem perda de generalidade, que (em coordenadas cartesianas)
F = (0, f2) com fo # 0 e s possui equagao y = 0. Segue do Problema
que a equacgao cartesiana da parabola é dada por:
L o fo
= —ua‘4 ==, 1.1
¥=5, 5 (1.1)
Problema 6. Demonstre que a reta ax +y = c € tangente & pardbola
[1]) se, e somente se,

Y

2
a2:1——c

fa

Além disso, a tangéncia ocorre no ponto de coordenadas

<—af2, %(cﬂ + 1)> . (1.2)

Seja @ = (x0,0) e note que as coordenadas do ponto médio do seg-

mento PQ sao dadas por:
0 f2
272 )

Escolha a € R, de tal modo que —afs = . Segue do Problema [f] que
a reta tangente a parabola [I.I] no ponto de coordenadas definidas pela
equagao (|1.2) é dada por:

y = —ax+ %(1 — a2).

Se x = x0/2, entdao y = fo/2, onde a reta tangente cruza o segmento
PQ em seu ponto médio. Além disso, é facil ver que a reta tangente é
ortogonal ao segmento P(Q). Temos, entao, os seguintes resultados.
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Lema 1.4.1. Dados um ponto F' e uma reta s contidos em um plano,
com F ¢ s. Seja T a pardbola com foco F e reta diretriz s. Uma reta s’
€ tangente & pardbola T' se, e somente se, s' é uma reta sequndo a qual

F ¢ refletido em F' € 5. Veja Fig. [1.15

1_”" /P F,

Figura 1.13: Retas passando por P e tangentes a parabola I.

Demonstracao. Exercicio. ]

Lema 1.4.2. Nas condi¢ées do Lema[1.4.1] sejam P' € s NT, P" =
s"NT e (P + P")/2 o ponto médio da corda [P', P"]. A reta r(P,s),
passando por P e (P'+ P")/2, é ortogonal a reta diretriz s. Veja Figura

(114
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Figura 1.14: Reta por P e ponto médio da corda determinada pelos dois
pontos de tangéncia é ortogonal a diretriz s de I'.

Demonstracao. Exercicio. ]

Lema 1.4.3. Seja C uma configuragio com Py € r1 e Py ¢ ro. Entao,
existe uma dobradura generalizada se, e somente se, a pardbola com foco
Py e reta diretriz ro possui uma reta tangente, que seja ortogonal a 1.

Demonstracao. Exercicio. Analise os casos em que r1 N ry é um ponto
(intersegao transversal), r1//ry (retas paralelas) e 1 = ro (retas coinci-
dentes). O

Como consequéncia imediata do Lema temos:

Teorema 1.4.4. Seja C uma configura¢ao e suponha que Py ¢ 11 e
Py ¢ ry. Entao, existe uma dobradura generalizada se, e somente se, as
pardbolas definidas por Py (foco) e ry (reta diretriz), respectivamente, Py
e ro, possuem reta tangente em comum.

1.5 Existéncia de dobraduras generalizadas

Nesta secao, estudaremos para quais configuracoes existem e quantas
sao as dobraduras generalizadas. Segue do Teorema que este estudo
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pode ser realizado, equivalentemente, estudando-se quais retas no plano
sao tangentes a duas pardbolas dadas. Na verdade, é possivel dizer
a quantidade de retas tangentes a duas pardbolas, sabendo-se apenas
a quantidade de pontos em que elas se intersectam. Portanto, nosso
resultado seré enunciado em termos dessas interseccoes. Mas, antes de
enuncié-lo, convidamos o leitor a pensar no seguinte problema:

Problema 7.

i) Demonstre que duas pardbolas se intersectam em, no mdzimo, qua-
tro pontos.

ii) Demonstre que duas pardbolas se intersectam em, no mdzimo, dois
pontos, se suas retas diretrizes sdo paralelas.

iit) Dé exemplos, mostrando que os cinco casos sao possiveis, i.e., in-
terseccoes com 0,1,2,3 e 4 pontos.

Agora, podemos enunciar os nossos teoremas.

Teorema 1.5.1. Sejam C uma configuragao com Py ¢ ri, Py ¢ 1o e
P1, P2 as pardbolas com focos Py, Py e retas diretrizes ri,ra, respectiva-
mente. Suponha que 1 € paralela a ra, entao, (Fig. :

i) Se P1NPy =0 e as concavidades das pardbolas sdo em uma mesma
direcdo, nao existe dobradura generalizada.

ii) Se P NPy = 0 e as concavidades das pardbolas sao em diregoes
opostas, existem somente duas dobraduras generalizadas.

ii1) Se Py NPy contém um inico ponto, existe somente uma dobradura
generalizada.

iv) Se P1 NPy contém dois pontos e as concavidades das pardbolas sao
em uma mesma diregdo, existem somente duas dobraduras genera-
lizadas.

v) Se Py NPy contém dois pontos e as concavidades das pardbolas sao
em direcoes opostas, nao existe dobradura generalizada.
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\
A

Figura 1.15: Dobraduras generalizadas e de Beloch para retas r; e o
paralelas

Teorema 1.5.2. Sejam C uma configuragao com Py ¢ r1, Py ¢ 19 €
P1, P2 as pardbolas com focos Py, Py e retas diretrizes r1,T9, Tespectiva-
mente.

Suponha que r1 e Ty sdo transversais. Entdo:

i) Se PiNPy contém dois pontos, entdo eziste somente uma dobradura
generalizada.

it) Se P1 NPy contém um dnico ponto ou trés pontos, existem somente
duas dobraduras generalizadas.

iii) Se P1 NPy = 0 ou contém quatro pontos, existem somente trés
dobraduras generalizadas.
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Figura 1.16: Dobraduras generalizadas.

Problema 8. Demonstre que se C é uma configuragio com Py € r1 e
Py ¢ ry, entao, existe uma dobradura generalizada.

Comegamos com a demonstra¢iao do Teorema [I.5.1] Ela sera con-
sequéncia do estudo do sinal de dois discriminantes de polinémios de
grau 2. Com efeito, como rotagbes e translacoes preservam distancias,
podemos admitir, sem perder a generalidade, que em coordenadas car-
tesianas P, = (0, f2) e m1 hé& equagao y = 0, enquanto P, = (Fy, Fy) e ro
ha equacdo y = t, onde t € R et # 0. As condigdes P, ¢ r1, Py & 19
significam que fa # 0 e Fy # t. Seja D(Pi, P;) a distancia entre os
pontos P; e P», ou seja,

D(Py, Py) = \[F2 + (Fy — fa)?.
Defina o discriminante das intersecgoes
D(Py, P»)? — 12
fo(Fp=1t)

Com essas notagoes, temos o seguinte lema que diz respeito as intersec-
¢oes entre P; e Po:

Ar = (1.3)
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Lema 1.5.3. Suponha que Fy # fo +t, entdo:
1) P1NPy =10 se, e somente se, Aj < 0.
2) P1 NPy possui um inico ponto se, e somente se, Ay = 0.
3) P1 NPy possui 2 pontos se, e somente se, Aj > 0.
No caso em que Fo = fo +t, temos:
i) PPy =10 se, e somente se, F1 = 0.
ii) Py NPy possui um inico ponto se, e somente se, Fy # 0.

Demonstragio. Do Problema [5] temos que as equagoes cartesianas das
parabolas P; e Py sao dadas, respectivamente, por:
2
z= f

9227024‘57 (1.4)

B (.’E — F1)2 Fy+t
2(Fy—t) 2
[gualando com , obtemos uma equacao que serd do segundo
grau caso Fy # fo+t, e cujo discriminante sera dado por Ay, o que prova
os itens 1), 2) e 3).
Caso Fy» = fo + t, entao, a equagao obtida seréa:

(1.5)

Fl.’lj F12
Fy—t 2(Fy —t) ’ (1.6)
e possuiré solugao se, e somente se, F; # 0. O

O préximo lema nos da uma relagao entre os focos, retas diretrizes
da parabolas e suas retas tangentes em comum.

Lema 1.5.4. A reta de equagdo y = kx + m serd tangente as pardbolas
P1 e Py se, e somente se,

D(Py, Py) > [t

Além disso, se Fy # fo +t, entdo,
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i) Se D(Py, P») = |t|, existe um dnica reta tangente em comum.
ii) Se D(Py, Pa) > |t|, existem apenas duas retas tangentes em comum.

E se Fo = fo +t, existe uma unica reta tangente se, e somente Se,
D(Py, Py) > [t].

Demonstracao. De fato, igualando as equagoes da reta com as das pa-
rabolas, obtemos duas equagoes do segundo grau, cujos discriminantes
devem ser iguais a zero. O calculo dos discriminantes nos da:

—fo + fok?* +2m

7 =0, (1.7)
e
—F2+2F1k+F2k2+2m—t—k2t:O_ (18)
Fr—t
Isolando m em e substituindo em , obtemos:
(Fr—fo— R+ 2Rk —Fo+ fo—t _ (19)

-t

Se Fy # fo+t, entao, tera solugao se, e somente se, seu discrimi-
nante for maior ou igual a zero. O calculo do discriminante mostra que
isso é equivalente a D(Py, Py) > |t| e a quantidade de solugdes dependera,
com certeza, se a desigualdade for estrita ou nao.

Mas, se acontecer de Fy = fy + t, entao, terd solucao se, e
somente se, F1 # 0, o que equivale a dizer que D(Pi, P,) = |k|. Note
que, nesse caso, a solucao sera Unica, pois basta resolver uma equacgao
linear. O

Observagao 1.5.5. Observem de e que o sinal e o maodulo
dos nimeros Fy—t, fo determinam a direcdo e a abertura da concavidade
das pardbolas. Desse modo, as condi¢oes Fy # fo+1t ou Fo = fo+t dizem
respeito a se as pardbolas tém uma mesma concavidade ou nao, e qual a
abertura dessas concavidades.

Dividiremos a demonstracao do Teorema [1.5.1] em algumas proposi-
¢oes. Comecamos com o caso em que as pardbolas nao se intersectam.

Proposigao 1.5.6. Seja C uma configuracao com r1 e 9 paralelas ao
eixo x. Entao,
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i) Se P1NPy =0 e as concavidades das pardbolas sao em uma mesma
direcao, entao, nao existe dobradura generalizada.

ii) Se P NPy = 0 e as concavidades das pardbolas sao em diregoes
opostas, existem somente duas dobraduras generalizadas.

Demonstragio. De fato, se P; NPy = (), entdo, segue do Lema que
temos dois casos:

Caso 1: Fro £ fo+t e A <O

De (L.3)), temos que D(P1, P,)*—t? < 0 e fo(Fo—t) > 0ou D(Py, P2)*—
t2>0e fo(Fp —t) < 0. Segue do Lema que, por uma lado, se o
primeiro par de desigualdades ocorre, ndo existem retas tangentes. Além
disso, a desigualdade fo(Fy —t) > 0 significa que as concavidades estao
voltadas a uma mesma dire¢do. Por outro lado, se o segundo par de
desigualdades ocorre, existem duas retas tangentes em comum e a desi-
gualdade fa(Fy —t) < 0 significa que as concavidades estao voltadas a
direcoes opostas.

Caso 2: Fo = fo+te Fy =0:
Nesse caso, temos que:
D(Py, Py)? =12 = 0.

Do Lema[I.5.4] temos que nao existem retas tangentes em comum. Além
disso, a igualdade Fy = fo+t significa que as concavidades estao voltadas
a uma mesma diregao. ]

Agora, consideramos o caso em que as parabolas se intersectam em
um Unico ponto.

Proposigao 1.5.7. Seja C uma configuracdo com r1 e r9 paralelas ao
eizo x. Se Py NPy contém um unico ponto, entdo, exriste somente uma
dobradura generalizada.

Demonstrag¢ao. Com efeito, se P; NPy contém um tinico ponto, segue do
Lema |1.5.3| que temos dois casos:

Caso 1: Fro £ fo+te A =0:
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Nesse caso, temos que:
D(Py, Py)? =12 =0.
Segue do Lema [I.5.4] que existe uma tnica reta tangente em comum.
Caso 2: Fo = fo+te Iy #0:

Como Fy # 0, entdao D(Py, Py)? —t2 = Fl2 > 0, logo D(Py, P») > |t|.
Portanto, do Lema existe uma tinica reta tangente em comum.

O]

Agora, o ultimo caso, a saber, as pardbolas se intersectam em dois
pontos.

Proposigao 1.5.8. Seja C uma configuracao com ri e ro paralelas ao
elzo T.

i) Se P1 NPy contém dois pontos e as concavidades das pardbolas sao
em uma mesma direcdo, entdo, existem somente duas dobraduras
generalizadas.

it) Se P1 NPy contém dois pontos e as concavidades das pardbolas sao
em direcoes opostas, nao existe dobradura generalizada.

Demonstra¢ao. Como P; NPs contém dois pontos, segue do Lema [1.5.3
que Fy # fo+t e Ar > 0. De (|1.3), temos dois casos:

Caso 1: D(P,P)? —t2>0e fo(Fo —t) > O:

Nesse caso, temos do Lema [I.5.4] que existem exatamente duas retas
tangentes em comum.

D(Py, P,)* —t? = 0.

Segue do Lema que existe uma tnica reta tangente em comum.
Além disso, a desigualdade fo(Fy — t) > 0 significa que as concavidades
estao voltadas a uma mesma direcao.

Caso 2: D(P,P)? —t2 <0 e fo(Fo —t) < O:

Do Lema[I.5.4] nao existem retas tangentes em comum. Além disso,
a desigualdade fo(Fy—t) < 0 significa que as concavidades estao voltadas
a uma mesma direcao. O
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A demonstragdo do Teorema [1.5.1] é consequéncia das proposi¢oes

[.5.6] [I.5.7 e[I.5:8 A demonstragao do Teorema[I.5.2] ¢ bem mais envol-

vida e nos a omitiremos.

1.6 Existéncia de dobraduras de Beloch

Nesta secao, estudaremos para quais tipos de configuragoes existem
dobraduras de Beloch.

Teorema 1.6.1. Seja C uma configura¢ao com Py & 1, Py & 9 e P1, Pa,
as pardbolas com focos Py, Py, e retas diretrizes r1,r2, respectivamente.
Suponha que 1 € paralela a ro. Entdo, as unicas configuragoes para as
quais existem dobraduras de Beloch sdo:

i) Se P1NPy contém dois pontos e as concavidades das pardbolas sdo
em uma mesma direcao, entao, existem duas dobraduras de Beloch.

it) Se P1 NPy contém um inico ponto e as concavidades das pardbolas
sao em uma mesma direcao, exriste uma unica dobradura de Beloch.

Demonstracao. Com efeito, o Teorema classifica todos os casos em
que existem dobraduras generalizadas. Como toda dobradura de Beloch
é generalizada, é suficiente analisar os casos do Teorema em que os
pontos P; e P> estao em um mesmo semiplano determinado pelas retas
tangentes.

Ora, uma anélise do Teorema [1.5.1] nos mostra que P; N Po contém
dois pontos ou P; N Ps contém um tnico ponto. KEsses sao os tnicos
casos em que as retas tangentes, comuns as duas parabolas, deixam-nas
no mesmo semiplano determinado pelas retas. Consequentemente, os
focos das parabolas, que sdo os pontos Pj, P», também estdo no mesmo
semiplano determinado pelas retas. Do Teorema [I.4.4] concluimos que
as retas tangentes sao dobraduras de Beloch. O

Figs. e contém, de maneira genérica, todos as configuracoes
onde é possivel obter dobraduras de Beloch, quando r; é paralela a ro.
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e(Beloch)
P
o I
o
@
T1 P{
+
r2 P}

Figura 1.17: Apenas uma dobradura de Beloch.

e2(Beloch) e1(Beloch)
P
1 P/ P
T9 FQ‘
T

Figura 1.18: Duas dobraduras de Beloch.

Teorema 1.6.2. Seja C uma configuragao com Py ¢ 11, Py & ro e P1, P2
as pardbolas com focos Py, Py e retas diretrizes 1,19, respectivamente.
Suponha que r1 e ro sdo transversais, entdo, as unicas configuragoes para
as quais existem dobraduras de Beloch sao (Fig. .'

i) Se P1N'Py contém quatro pontos, entao existem trés dobraduras de
Beloch.

ii) Se P1NPy contém exatamente trés pontos, existem duas dobraduras
de Beloch.

iit) Se Py NPy contém até dois pontos, erxiste uma unica dobradura de
Beloch.
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e1(Beloch)  p
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e2(Beloch) ,
Py
es(Beloch)

r2

Figura 1.19: Trés dobraduras de Beloch.

Figura 1.20: Dobraduras de Beloch.

45

Demonstragio. Usando o Teorema[I.5.2] a demonstragao, segue o mesmo

raciocinio da prova do Teorema [1.6.1

O]
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1
e2(Beloch
e1(Beloch)
° P!
P
B Py
T P2//7f’2’ y
es(Beloch)

"
P 1

Figura 1.21: Trés dobraduras de Beloch.

Como nao demonstramos o Teorema finalizamos essa secao
tentando convencer o leitor, de maneira geométrica, que, no caso trans-
versal, sempre existe pelo menos uma dobradura de Beloch. Veja Fig.
.22l

Com efeito, quando as retas r1,ro sdo transversais, existe uma reta
r com a propriedade de que, ao ser transladada em uma diregao fixada,
nunca intersecta as parabolas. Logo, ao translada-la na direcao oposta,
chegara um primeiro momento em que a reta sera tangente a pelo menos
uma das parabolas. Se for tangente as duas, problema resolvido; caso
contrario, a rotacionamos na direcao em que ela fica mais proxima da
segunda parabola. Fazemos isso até ela tangenciar a segunda paréabola.
Obtemos, dessa maneira, uma reta tangente as duas parabolas e com a
propriedade de que as parabolas, e, consequentemente, seus focos, estao
em um mesmo lado da reta. Logo, essa reta é uma dobradura de Beloch.
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I y
\ //// T9
\{Dl/ P

\e(Beloch) N ‘ Pl\

- el(Beloch) (Beloch)

Figura 1.22: Existéncia de dobraduras generalizadas e de Beloch: analise
geométrica.

Para matematizarmos o problema, introduzimos a noc¢ao de eixo da
pardbola: o eizo da parabola é a reta ortogonal & diretriz, e que passa
pelo foco da paréabola.

O problema que queremos resolver é o seguinte: dadas duas parabolas
no plano, existe uma reta rp, de equagao ax + by = ¢ + k, tal que, ou
r, nao intersecta as parabolas para todo k < 0, ou r; nao intersecta as
pardbolas para todo k£ > 0. Chamemos a condi¢ao anterior de condigao
de nao intersec¢ao (mesmo no caso em que existe apenas uma parabola).
Comegamos com um lema.

Lema 1.6.3. Seja P uma pardbola. Existem a,b,c € R, tais que 1y
satisfaz a condi¢ao de mao interseccao se, e somente se, Ty, € transversal
ao eixo da pardbola.

Demonstracao. Com efeito, como nosso problema ¢ invariante por rota-
¢oOes e translacoes, podemos supor que o eixo da nossa parabola seja o
eixo y. Segue que a equacao da parabola é dada por:
1 5 fo
y= 270255 + oo
onde F' = (0, f2) é o foco e fo > 0. Observe que, nessas condigoes,
uma reta com equagao ax + by = c¢ é transversal ao eixo y se, e somente
se, b # 0. Ora, se b = 0, entdo, a reta terd equagdo x = c¢/a. Nesse
caso, é facil ver que qualquer reta paralela ao eixo intersecta a parabola
exatamente em um ponto.
Podemos entdo supor que b # 0. Para que a reta ax+by = c intersecte
a parabola, é necessario e suficiente que o discriminante da equacao do
segundo grau, que se obtém ao substituir o y de uma equagao no y da
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outra, seja negativo. O sinal do discriminante é determinado de maneira
Gnica através do sinal de:

— 2bc + fo(a® — b7). (1.10)
Como b # 0, o lema esta provado. O

Observagao 1.6.4. Segue da demonstragio do Lema[I.6.3, em particu-
lar, da Ezpressao , que, no caso do eizo da pardbola ser o eizo y,
existe ¢ € R, tal que a reta ax —y = ¢ + k satisfaz a condi¢do de nao
intersecgdo com k < 0.

Observagao 1.6.5. Também seque da demonstragao do Lema[I.6.3, em
particular, da Fxpressao , que, na condi¢ao de nao intersecgao,
podemos sempre garantir que k < 0. De fato, basta escolher os sinais de
a e b convenientemente.

Voltamos, pois, ao nosso problema com duas parabolas. Como ele é
invariante por translacoes e rotagdes, podemos sempre supor que o €ixo
da primeira parabola coincide com o eixo .

Proposigao 1.6.6. Sejam P1 e Py duas pardbolas com retas diretrizes
transversais. Entdo, existe uma reta 1y satisfazendo a condi¢io de nao
mterseccao.

Demonstracao. Podemos supor P; possuindo reta diretriz o eixo y, foco
Fy = (f1,y0) com f; > 0. Analogamente, podemos supor Ps possuindo
diretriz o eixo x, foco Fy» = (g, f2) com fo > 0. Sabemos do Lemae
da Observagao[I.6.5], que existem a, ¢y € R, tais que areta ax—y = co+k,
cruzando o terceiro quadrante, nao intersecta P, para todo £ < 0. Da
Observagao [1.6.4] concluimos que existe ¢ < ¢, tal que r; satisfaz a
condi¢ao de nao intersecgao para o par de parabolas P; e Po. O

1.7 Quadrado de Beloch, Método de Lill e Solugoes de
Equagoes Cibicas

Nesta secao, provaremos a existéncia de quadrados de Beloch e usa-
remos as dobraduras de Beloch para resolver equagoes polinomiais de
grau 3. Relembramos, aqui, a definicdo de quadrado de Beloch.
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Definicao 6. Um quadrado de Beloch associado a uma configuragio C
€ um quadrado com vértices X, Y, W e Z, tais que X e Y pertencem a
r1 € ro, respectivamente. Além disso, P pertence a reta contendo X e
Z, e Py pertence a reta contendo' Y e W (Fig. .

w

e(Beloch)

Figura 1.23: Quadrado de Beloch.

Para enunciar o resultado, precisamos da seguinte notagao: seja 7| a
reta que é paralela a 71, nao contém o ponto P, e cuja distancia a r; é
igual a distancia de r1 ao ponto P;. De modo anélogo, construimos 4.

Teorema 1.7.1. Se a configura¢iao { Py, Py, 7,75} possui dobradura de
Beloch, entao, existe um segmento de reta XY, tal que X € r1, Y € ro
e PIX,PY sao ortogonais ao segmento XY . Veja Fig. [1.2)
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Figura 1.24: Quadrado de Beloch.

Demonstracao. De fato, seja s uma dobradura de Beloch, ou seja, uma
reta segundo a qual P; e P, estao em um mesmo semiplano determinado
por s. Também é possivel refletir P; e P, em relagao a s, de modo que
P} € r] e Py e rfsejam X,Y os pontos médio dos segmentos P; P;, P, Py,
respectivamente. Segue das defini¢oes de 77,75 que X € 11 e Y € ro.
Além disso, da definicdo de reflexdo, obtemos que os segmentos AX e
BY sao ortogonais ao segmento XY'. [

Do Teorema [I.7.1], é imediato concluir que:

Corolario 1.7.2. Se a configuragio { Py, P2, 7,15} possui dobradura de
Beloch, entao, existe um quadrado de Beloch associado a configuragio C.

Problema 9. Mostre que os Teorema[I.7.1) e Coroldrio[1.7.3 continuam

vdlidos, se trocarmos dobraduras de Beloch por dobraduras generalizadas.

Problema 10. Prove que as dobraduras generalizadas associadas a con-
figuragao { Py, Py, 7,15} do Teorema estao em correspondéncia biu-
nivoca com 0s segmentos associados XY, com X €r; e Y € ro.

Problema 11. Seja XY o segmento associado & configuragao { Py, P,
ry, rh}. Prove que os pontos Py, Py estao em um mesmo lado determi-
nado pela reta que contém o segmento XY se, e somente se, a dobradura
que dd origem ao segmento for uma dobradura de Beloch.
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Passamos, neste ponto, ao método de Lill. Relembramos aqui os con-
ceitos envolvidos e o teorema principal: considere a equacao polinomial
p(z) = aox® 4+ a12? + asx + az = 0. Associamos ao polinémio p um poli-
gono planar OAg A1 A2 A3, onde O é a origem do plano cartesiano, e cujas
arestas s@o verticais ou horizontais. A primeira aresta serd o segmento
horizontal OAy com |OAp| = |ag|. A segunda aresta ApA; sera vertical
com |ApAi| = |ai| e o angulo de 90°, determinado com o segmento O Ay,
sera no sentido horéario (anti-horério) se aga; > 0 (aga; < 0). A terceira
aresta AjAs sera horizontal com |A; Az| = |az| e o angulo de 90°, deter-
minado com o segmento AgAj, serd no sentido horario (anti-horario) se
ajaz > 0 (ajaz < 0). A terceira e ultima aresta AgAs sera vertical com
|A2As| = |as| e o angulo de 90°, determinado com o segmento A;As,
serd no sentido horario (anti-horario) se agas > 0 (agaz < 0). Veja a
figura

Associado o poligono OAyA1AsAs ao polinémio p, associamos agora
um segundo poligono OBy B; By (By, B1, By variaveis) da seguinte forma:
considere as retas que partem da origem e intersectam a reta contendo o
segmento AgA;. Seja By o ponto de intersecgdo. Agora, considere a reta
que passa em Bj e é ortogonal ao segmento OBy, e seja By o ponto de
interseccao dessa reta com a reta contendo o segmento A;As. Por fim,
considere a reta que passa em B e é ortogonal ao segmento ByBj1, e seja
By o ponto de interseccdo dessa reta com a reta contendo A As.

Lembramos do Teorema que, se existir # com By = Ag, entéo,
— tan # ser4 raiz do polinémio p. Portanto, se quisermos resolver a equa-
gao p(z) = 0, precisamos provar a existéncia de 6. Antes, fixemos uma
notagao: se todos os coeficientes de p sdo nao-nulos, seja a configuracao
C, tal que P, = O, P, = As, 1 a reta que contém o segmento AgA; e 19
a reta que contém o segmento AjAs.

Teorema 1.7.3. Para cada dobradura generalizada, associada & confi-
guracao C, existe um 0, tal que By = As.

Demonstracao. Considere o caso em que todos os coeficientes de p sao
nao-nulos. Observe das definigoes que P; # P> e rq sdo ortogonais a rs.
Segue dos Teorema [I.7.1] do Problema [ e do Problema [I0] que, para
cada dobradura generalizada, existe um segmento de reta XY, tal que
Xer,Y erge PX, PRY sao ortogonais ao segmento XY

Escolha 6, de modo que o segmento OBy esteja contido na reta que
contém o segmento OX. Segue que By = X e By =Y. Além disso, como
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B1Bs é ortogonal a XY, entao, By By deve estar contido na mesma reta
que contém o segmento Y As, logo, Bs = A3. Deixamos ao leitor a prova
do caso geral. O

Na verdade, uma anélise do Teorema [I.7.3] nos garante que:

Teorema 1.7.4. Um numero real xg € uma raiz de p se, e somente se,
existe uma dobradura generalizada associada & configuracao C, cujo 0
associado satisfaz —tanf = xg.

Teorema 1.7.5. Considere uma equagao cubica ps(x) = azx® 4+ asx? +
aix +ag = 0.

i) A equagao p3(x) = 0 possui trés raizes reais simples, se e somente
se, a configuragio dos pontos Ay e Ag e retas v} (paralela ao seg-
mento AgAi) erhy (paralela ao segmento AsAs), como no Teorema

possui trés dobraduras.

ii) A equagao ps(x) = 0 possui somente uma raiz real simples quando
a configuracdo acima possui apenas uma dobradura.

Demonstracao. Para analisar as dobraduras, usaremos o critério de retas
duplamente tangentes as parabolas associadas & configuragdo. A para-
bola com foco Ag e reta diretriz 7} é dada por:

1 4ag? —y?
r=- —7

4 as
Analogamente, a parabola com foco Ag e reta diretriz r4 é dada por:

1 22 a1 —az)x 1 4dagay — (a; — az)?
y—f——i—(l 3)  1dagay — (a1 —as)”

1
4 oap 2 ag 4 ag

A interseccao entre as parabolas é definida pelos zeros da equagao quar-
tica:

au(y) = y* — Sarazy® + 64aagy — 1643 (4apas — a?) = 0.

O discriminante dessa equagao é um miiltiplo positivo (16777216a§a3)
de
§ = —27ada3 + 2aza0(9a1a3 — 2a3) — a?(4ajas — a3).
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O discriminante da ctibica g3(z) = azr3+ax?+a12+ag ¢ exatamente
igual a ¢.

Quando § > 0, g4(y) = 0 possui quatro raizes reais ou quatro raizes
complexas, e g3(x) = 0 possui trés reais simples. Quando § < 0, g4(y) =
0 possui duas raizes reais e duas raizes complexas, e ¢g3(x) = 0 possui uma
raiz real simples e duas complexas conjugadas. Pelos Teoremas e
segue o resultado. Para resultados sobre discriminantes, sugerimos

[10]. O

Observagao 1.7.6. A teoria de eliminagio de varidveis para sistemas
de equagdes polinomiais € bastante util pra obter informagdes sobre a
natureza das solucoes do sistema, sem ter que resolvé-lo explicitamente.
E uma informacdo, a priori. Por exemplo, uma equagao do sequndo grau
ax?4bxr+c = 0 possui duas solugoes reais se, e somente se, b*> —4dac > 0.

Na Fig. [1.25] ilustramos o método de Lill para polinomios com trés
raizes reais. A poligonal vermelha, que nunca intersecta os segmento
ApAi e A1As, € obtida através da dobradura de Beloch. As outras
poligonais vermelhas, que intersectam pelo menos um dos segmentos
ApA; e AjAy, sao obtidas através da dobradura generalizada (veja o

Problema .

a3 — 52 —Tx+2=0

Figura 1.25: Método de Lill com trés raizes reais.
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Observagao 1.7.7. Para uma discussio sobre a determinacao de raizes
complezxas, usando a poligonal de Lill, veja [9].

Finalizamos a se¢do com o método de Lill para equagoes de grau 2.

Proposicao 1.7.8. Considere uma equacdo do seqgundo grau definida
por p(z) = ax® +bx +c = 0 com coeficientes reais. Considere o poligono
de Lill OAyA1As associado G equagdo. Considere o circulo T' centrado
no ponto Cy = (O + Az)/2 e passando pela origem O.

i) Se o circulo T' intersecta a reta definida pelos pontos Ay e A nos

/ ~ _ . |AoBi] 1 _ 4Byl -
pontos By e B}, entdo tanty = &1 04y © tanf] = €] 04 S40 as

raizes de p(x) = 0. Os sinais de €1 e €] sao definidos pelo dngulo entre
os vetores OAg e OBy, e OAg e OB].

i1) Se a intersec¢ao descrita no item i) for vazia, as raizes sao complexas.

Demonstracio. Descreveremos em detalhes o caso az? — bz — ¢ = 0,
supondo a,b,c > 0. A poligonal de Lill possui vértices O = (0,0),
Ap = (a,0), A1 = (a,—b) e Ay = (a + ¢, —b). O circulo com centro em
%(a + ¢, —b) e passando por (0,0) possui equagao:

b

P+ ) =

a—+c
2

a—+c

(-4 2+ (2

A interseccao desse circulo com a reta x = a é definida pela equagao
do segundo grau:
y? + by — ac = 0.

Logo, as raizes sao:
y1 = S(=b+ Vb2t dac) > 0 ey = —1(b+ Vb2 +4ac) < 0. Os

pontos de intersecgao sao By = (a,y1) e B} = (a,4}).

Logo,
1
tanf; = — n_ 2—(()— Vb2 + 4ac) <0,
a a
/
1
tan ] = — % = %(b—i— Vb2 4 dac) > 0.

Portanto, temos duas raizes reais, uma positiva e outra negativa.
Para a equacdo az? + bx 4+ ¢ = 0, supondo a,b,c > 0, temos que
a poligonal de Lill ¢ definida pelos vértices 0 = (0,0), Ag = (a,0),
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A1 = (a,b), As = (a—c,b). Prosseguindo como no caso anterior, obtemos
as intersecoes:

1 1
y1=§(b+M)>0, y'1=§(b—\/m>>0'

Portanto, quando b? — 4ac > 0, as raizes sdo reais e dadas por:
1
tanf, = — & = —2—(1)—{— Vb2 — 4ac) <0,
a a
/
1
tan@’lz—y—lz (b — V% —4dac) < 0.

a 2a
Os demais casos confiamos ao leitor. O

Alguns exemplos numéricos sao ilustrados na Fig. [I.26]

By
/ A2 A1 0] AO
O Bl Bl
! /
Ay ﬁé B
. Ay
/
4x2—§1}—3:0 22455 4+5=0 22 -3x4+2=0

Figura 1.26: Solugoes de equagoes do segundo grau. A poligonal de Lill
estd esbocada com a orientacao anti-horaria.

Observagao 1.7.9. Nao € adequado discutir as raizes de uma equagao
do sequndo grau usando as dobraduras de Beloch.

1.8 Estimativas para a largura de faixas

Consideramos duas parabolas I'1 e I's no plano e suponhamos que
sejam disjuntas. A regido do plano delimitada por duas retas paralelas
r1 e 19, sendo 71 tangente a I'1 e ro tangente a 'y é chamada de faiza |
associada ao par de parabolas. A largura da faixa é definida como sendo
a distancia d(r1,72) entre as retas paralelas. Veja Fig. m
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Figura 1.27: Faixa entre duas pardbolas I'y e T's.

Claramente, quando d(ri,r2) = 0, as duas parabolas possuem uma
tangéncia em comum.

Iremos supor que as parabolas sejam disjuntas da faixa. Convidamos
o leitor a examinar os casos em que essa hipotese nao é verificada. Veja

Fig.

Figura 1.28: Faixa entre duas parabolas I'; e I's com parabolas intersec-
tando a faixa.

Nosso objetivo sera estimar a largura méxima das faixas associadas
ao par de pardbolas disjuntas.

Proposigao 1.8.1. Considere duas pardbolas disjuntas.
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i) Se as retas diretrizes sao transversais, entao existem faizas disjun-
tas das pardbolas.

ii) Se as retas diretrizes sao paralelas e as concavidades das pardbo-
las estao em diregoes opostas, entdo existem fairas disjuntas das
pardbolas.

Demonstra¢do. Confiamos ao leitor. Considere o lugar geométrico defi-
nido pelos centros dos circulos bitangentes a I'y e I'y. Por continuidade,
existe um circulo C(pp,r9) de raio minimo com p; = C(pg,ro) N T e
p2 = C(po,r0) N2, As retas tangentes a I'y no ponto p; e a I's no ponto
po definem a faixa afirmada. O

Proposicao 1.8.2. Considere a pardbola I'1, definida pela equacdo y =
2

%—i—%, e a pardbola I', definida pela equagdo x = %—i—%. Suponha a > 0,

b>0ea#b. Entao, existe uma faiza de largura mdzrima disjunta das

pardbolas.

Demonstracao. Confiamos ao leitor se convencer de que, quando a # b,
as parabolas sao disjuntas. Vamos supor a > b > 0.
Dado um ponto py = (xg,yo) € I'1, a reta tangente a I'y, passando
2
por esse ponto é y —yo = axg(x —0). Como yy = g—g + 3, a reta tangente
r1 é dada por:

o a’® — x%

= —=x
Y a + 2a
A familia de retas paralelas é dada por:
2 2
x a®—x
0 + @ — 4

V=" 2a .

Fazendo a intersecao de uma reta da familia acima com I'y e impondo
a condicao de tangéncia, obtemos:

(@ — 33)(b = 20)

2axg

m =

Assim, determinamos a reta ro, tangente a I's, que tem equacao dada
por:
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x bla? — 22
y =20, va” )
a 2axg

Portanto,

[(a® — 25) (b — @0)|

2lwol/(a? +23) -

A func¢do D possui um unico ponto de maximo no intervalo [b,a].
Essa parte nao é elementar e nogoes de calculo diferencial sdo exigidas
para tornar o argumento rigoroso. Por completeza, para os leitores que
possuem conhecimento de calculo diferencial, afirmamos que o ponto de
méaximo ¢ definido pela raiz zg € (b, a) da seguinte equagdo polinomial:

d(po,T2) = D(z0) =

a*b + 3a%bad — 3a*x} — 2§ = a®b(a® + 323) — x3(3a® + x3) = 0.

A equagao acima é equivalente a D'(x) = 0, e o ponto de méaximo é
caracterizado por D'(zg) =0 e D"(xzp) < 0. O

1.9 Conclusao

Neste trabalho, consideramos uma construgdo geométrica denomi-
nada dobradura generalizada/ de Beloch e o método poligonal de Lill
para resolugao de equagoes algébricas. No Teorema [I.7.5] estabelecemos
uma correspondéncia biunfvoca entre o nimero de raizes reais de uma
cubica e o nimero de dobraduras generalizadas. A dobradura de Beloch
é baseada no principio de dobraduras de papel e origami.

Essa construgao possui generalizagao natural em dimensao 3. Ou
seja, dados dois pontos P; e P» e duas retas r; e ro em R3, a questdo
é determinar um eixo E , tal que a reflexdo de P; (respectivamente Py
) em relacao a E seja um ponto em r; (respectivamente em r3). Outra
construcao natural é considerar pares de pontos e circulos no plano e
definir a configuragao circular C = { Py, P,, C1,Cs}, formada pelos pares
de pontos {Py, P2} e de circulos {C1,C2}. Uma dobradura associada a
configuracao C é uma reta r, segundo a qual P; e P5 estdo em um mesmo
semiplano determinado por r. Também é possivel refletir P; sobre C}
(ou Cy) e Cy sobre Cy (ou C7). Esses assuntos serao desenvolvidos em
trabalhos futuros.
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Contanto Algarismos

Eudes Antonio Costa e Ronaldo Antonio dos Santos

Resumo. A busca por padrdes na Matematica e em muitas outras ciéncias
constitui uma importante ferramenta de descoberta e desenvolvimento.
Intimeros sao os exemplos do fascinio e quase obsessao que muitos mate-
méticos experimentaram na busca por padrdes ao longo da histéria. O
Matemaético S. Ramanuja disse certa vez: “EXISTEM PADROES EM
TUDO". Com esse espirito, apresentamos e estudamos propriedades de
uma sequéncia um tanto quanto incomum, a sequéncia que conta algaris-
mos. De modo um pouco mais preciso, definimos uma sequéncia restrita
ao intervalo real [0, 1] cujos elementos sao obtidos a partir do registro da
quantidade de algarismos do elemento anterior. A partir dessa definigao
algumas propriedades sao estudadas.

1.1 Introducgao

Em mateméatica a busca por padroes é uma constante e tais des-
cobertas constituem um importante combustivel no desenvolvimento da
ciéncia. Por outro lado, varias sao as brincadeiras que exploram padroes.
Em muitas delas o participante é desafiado a descobrir um determinado
padrao e, com isso, identificar o préoximo elemento de uma sequénciaﬂ
Assim iniciamos esse trabalho com um desafio a vocé leitor. Nas sequén-
cias abaixo descubra o padrao e, com isso, determine o préximo elemento.
Considere as sequéncias

2,3,5,7,11,13,17, ... (1.1)

2,10,12,16,17,18,19, ... (1.2)

Matematico indiano 1887- 1920, contribuiu em especial & particio de nameros.
2Nuameros ou elementos dispostos em ordem.
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0, 11,2, 8, ... (1.3)

Qual é o padrao? Qual é o proximo elemento em cada uma das
sequéncias? Tente encontrar!

Nao é dificil notar que na Sequéncia (|1.1)) trata-se dos ntimeros primos
em ordem crescente. Assim o préoximo elemento é 19. Na Sequéncia
sa0 apenas os numeros naturais que comecam com a letra “D”. Portanto
o préximo elemento é 200. Um pouco diferente, os simbolos na Sequéncia
sao formados por nimeros naturais justapostos com seus reflexos.
Portanto, o préoximo elemento é M.

Carvalho [, 1997] afirma que é senso comum as pessoas pensarem
que a matemética é constituida apenas por “férmulas” sem significado.
Para quebrar esse ponto de vista sobre a matematica, ela destaca a ne-
cessidade de percebermos alguns “padroes numéricos”. Observarmos que,
“em determinados momentos, o que parece uma simples brincadeira ou
um jogo pode nos conduzir a conclusoes e aplicagoes importantes,” pois
varias sao as brincadeiras (ou jogos) que exploram de padroes.

Vamos a uma sequéncia um pouquinho diferente. Consideremos a
seguinte situagao (brincadeira) em uma escola, durante o horério de in-
tervalo. Pedro propoe o seguinte desafio a Joao:

_Joao, vou escrever no quadro quatro termos de uma sequencia,
obedecendo um certo padrao. Seu desafio é adivinhar qual é o proximo
termo. La vai

02321423, 1132231415, 4122231415, 3132132415, ... (1.4)

Apos alguns minutos aguardando a resposta de Jodo, Pedro d4 mais uma
dica.

_ Fagamos o seguinte, vou lhe dizer qual é o quinto termo e vocé me
diz o sexto. O quinto ntmero é 3122331415.

Bom, o intervalo acabou e Joao nao descobriu qual é o sexto termo
dessa sequéncia. Vocé ja descobriu? Descubra qual o proximo elemento
da sequéncia.

A sequéncia é um desafio que fizemos varias vezes para alunos no
ensino fundamental ou médio, e poucos foram os alunos que perceberam
o padrao e determinaram o sexto elemento, que a propdsito é 3122331415,
0 mesmo que o quinto elemento.
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Vejamos mais um caso. A sequéncia (|1.5) abaixo tém o mesmo “pa-
drao” (lei de formagao) que a sequéncia ((1.4)).

30897503, 202315171819, 10412215171819, 1061221415171819, ...
(1.5)

O quinto elemento da sequéncia é 107122141516171819, e o
sexto elemento é 108122141516271819. Sem mais delongas, vamos expli-
car como sao obtidos os termos das sequéncias e .

Na sequéncia observe que o primeiro elemento é o ntmero
52321423 e nele temos 1 algarismo 1, 3 algarismos 2, 2 algarismos 3,
1 algarismo 4 e 1 algarismo 5. E assim formamos o termo seguinte:
1132231415. Neste novo ntmero temos, 4 algarismos 1, 2 algarismos
2, 2 algarismos 3, 1 algarismo 4 e 1 algarismo 5, obtendo o elemento
4122231415. Portanto o termo seguinte é obtido pela registro (leitura) da
quantidade que cada algarismo (em ordem crescente) aparece no termo
anterior. Agora fica facil determinar os elementos seguintes das sequén-
cias ou .

Se iniciamos a brincadeira com outro ntmero, digamos 31121314,
obtemos a sequéncia

31121314, 41122314, 31221324, 21322314, 21322314, ... (1.6)

Observe que nas sequéncias (1.4) e (1.6) obtemos um termo (um
nimero) que nao vai mais alterar (um ponto fixo). Serd que o mesmo
ocorre na sequéncia (|1.5)7 Escrevamos mais termos da sequéncia (|1.5|)

30897530, 202315171819, 1041221315171819, 107122131415171819,
108122131415271819, 107132131415172819, 107122231415271819,
106142131415271819, 10712213241517161819, 10813213141516271819,
10812223141516172819, 10714213141516172819, 10812213241516271819,
10714213141516172819, 10812213241516271819, ...

Neste trabalho procuramos responder questoes como essa proposta
acima, identificando propriedades da aplicacao que conta (lé e registra)
a quantidade de algarismos (em ordem crescente) que aparece em um
dado numero (termo inicial).
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1.2 Definicao da aplicagao ‘“contar” algarismos

Com o objetivo de usar alguns resultado conhecidos e facilitar a vi-
sualizacao destas sequéncias, faremos sua representacao no intervalo real
(0,1). Para isso, os nimeros (termos) da sequéncia serao precedidos de
0,__ . Assim, a sequéncia proposta por Pedro ((1.4])) fica na forma:

0,52321423; 0,1132231415; 0,4122231415; 0,3132132415; ...

Denotaremos por ¢ a aplicagao que leva um elemento da sequéncia ao
préximo. Logo,

©(0,52321423) = 0,1132231415;
0(0(0,52321423)) = (0,1132231415) = 0,4122231415;
o(0(0(0,52321423))) = (p(0,1132231415)) = (0, 4122231415)

= 0,3132132415;

e assim por diante. De modo geral, para os nameros racionais no intervalo
(0,1) com representacao decimal finita, podemos definir a fungao ¢ como
segue;

Definigao 1. Dado um nimero x € (0,1) com representa¢ao decimal
= 0,z17003 Ty ey # 0. Sejam 0 <y, <y, < ... <y, <9 05
algarismos distintos que aparecem em x e p;; >0, j = 1...k, o nimero de
vezes que um algarismo x;; aparece na representacao decimal do nimero
x. Definimos

() = 0,pi Tiy Pin Ty - - - Diy iy, -

Observagao 1. O dominio de ¢ € o conjunto de todos os miumeros
x € (0,1) com representacao decimal finita. Segue que a fungdo ¢
estd definida em subconjunto denso do intervalo [0,1]. E fdcil ver que a
fungio ¢ nao é sobrejetora, por exemplo, nao existe x € (0,1) tal que
o(r) =0,1.

As propriedades aqui apresentadas do niimero x do dominio da func¢éo
i sao relacionadas a sua parte decimal.

Exemplo 1. Dado o niimero = = 0, 52321423 temos que, p1 = 1, p2 = 3,
ps=2,ps=1eps =1, assim ¢(0,52321423) = 0, 1132231415.
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Ainda da Definicao [1}, temos que

©(0,52321423) = 0,1132231415;
©(0,1132231415) 0,4122231415;
©(0,4122231415) 0,3132132415;
©(0,3132132415) 0,3122331415;
©(0,3122331415) = 0,3122331415

Observe que, nesse exemplo, utilizamos um processo iterativo. Isto
é,

©(0,52321423) = 0,1132231415;
©%(0,52321423) = (p(0,52321423)) = 0,4122231415;
©3(0,52321423) = (¢%(0,52321423)) = 0, 3132132415;
©1(0,52321423) = (¢3(0,52321423)) = 0, 3122331415;
©°(0,52321423) = (¢?(0,52321423)) = 0, 3122331415

Definigao 2. Dado um nidmero x no dominio da funcdo @, temos que
() também pertence ao dominio da fun¢ao ¢, assim chamaremos de or-
bita de x a sequéncia (¢™(x))n>0, com @°(x) =z e " (z) = (" 1(x))
para n > 1.

Por exemplo a sequéncia: 0,52321423; 0,1132231415; 0,4122231415;
0,3132132415; 0,3122331415; 0,3122331415; ... é érbita do ntmero
x =0,52321423.

Ainda no Exemplo [I], temos que o nimero z = 0,52321423 possui 8
algarismos, sendo 5 distintos. Como vimos temos p; = 1, ps = 3, p3 = 2,
ps =1 e ps =1 e mais,

prtp2tps+patps = 14+3+2+1+1 =8.
Segue que

Proposigao 1. Dado um nimero x, no dominio da funcdao @, com n
algarismos, temos que

p11+p22++plk:n7

sendo p;; a quantidade de vezes que o algarismo x;; aparece em .
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O resultado segue direto da defini¢ao, tendo em vista que o ntimero
x possul n algarismos na representacao decimal e que p;, é quantidade
de vezes que o algarismo x;, aparece, p;, ¢ quantidade de vezes que
o algarismo x;, aparece,..., e assim sucessivamente. Donde obtemos o
resultado.

Novamente no Exemplo [I} o namero z = 0,52321423 possui 8 al-
garismos, sendo 5 distintos. Veja que ¢(0,52321423) = 0,1132231415
possui 10 algarismos.

Proposigao 2. Dado um nimero x, no dominio da funcao ¢, com n
algarismos. Admita que x tenha em sua representacdao decimal k algaris-
mos distintos, com k < n, entao p(x) possui no minimo 2k algarismos.

Demonstra¢do. Como o nimero z possui n algarismos, seja 1, T, ..., Tk
os k algarismos distintos em sua representagao decimal finita com k < n.
A quantidade de vezes que cada algarismo x; aparece na representacao
decimal do nitimero é p; > 0, como o nimero de algarismos de p; é maior
ou igual a 1 e zp # 0. Segue da definicdo que

o(x) = 0,p1o1p2T2 . . . PRI
e, portanto, o nimero de algarismos de () é no minimo 2k. ]
Exemplo 2. Considere o niimero z = 0,204, com 3 algarismos distintos,
temos que pg =1, po =1 e py = 1. Veja que
o(z) = ¢(0,204) = 0,101214
possui 6 algarismos. Enquanto que o ntimero y = 0,111111111112 possui

2 algarismos distintos, x1 = z9 = -+ = 11 = 1 e 12 = 2. Assim
o(y) = ¢(0,111111111112) = 0,11112 possui 5 algarismos.

Segue do Exemplo [2] e da Proposigao [2| que

Proposigao 3. Dado um nimero x, no dominio da funcdao ¢, com n
algarismos distintos entao p(x) possui 2n algarismos.

Demonstra¢ao. Como o ntimero x tem todos os n (x1, x2, ..., Tp)
algarismos distintos em sua representacao decimal finita. A quantidade
de vezes que cada algarismo aparece na representacao ¢ 1(uma). Segue
da Defini¢do que

o(r) =lz1lxs ... lx,.

Portanto ¢(x) possui 2n algarismos. O
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1.3 Permutacao dos algarismos no ntimero x

Uma importante particularidade aparece para os casos em que oS
nimeros nao contém o algarismo zero na sua parte decimal. Para esses
numeros a funcao ¢ nao se altera se trocamos os algarismos de posicao.
Por exemplo, ¢(0,23432) = 0,222314 = ¢(0,22334). Isso ocorre porque
os nimeros 0,23432 e 0,22334 possuem os mesmos algarismos e suas
respectivas quantidades.

Para formalizar essa ideia, seja S, = Sym({1,2,...,n}) o grupo de
permutagoes do conjunto {1,2,...,n} e x um nimero com n algarismos
nao nulos. Um elemento o de S, age no ntmero x = 0,x122...Ty,,
(x; € {1,...,9}) de maneira natural, mudando a posi¢ao do algarismo
x; pela acao da permutagao o, ou seja,

o(r) = 0,251 (2) " To(n)-

Exemplo 3. Seja S3 = Sym({1,2,3}) ec = (123) € S3,isto &, o(1) = 2,
0(2) =3 e o(3) =1. Considere z = 0,758, veja que ¢ um namero da
forma x = 0, z1xex3, assim o(x) = 0,587, pois

o(r) = 0,2,1)T0(2)To3) = 0, 7273771 .
Logo temos que
v (o(x)) = ¢(0,587) = 0,151718 = (0,758) = ¢(x).
Enquanto que para y = 0,012, temos que o(y) = 0,12. Assim
0 (0(y) = ©(0,12) = 0,1112 £ 0,101112 = ©(0,012) = ©(y) .

E mais, a fungao ¢ néo é injetora, visto que, 0, 758 # 0, 587, no entanto
temos ¢(0,758) = (0, 587).

De um modo geral temos que

Proposigao 4. Seja x um nidmero com n algarismos nao nulos no do-
minio da fungio p. Se o € Sy, entao o(x) = p(o(x)).

Demonstra¢ao. O nimero x possui n algarismos. O elemento ¢ atua em
x permutando os algarismos, mas nao altera as quantidades, logo

plo(x)) = p(z).
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1.4 Caracterizacao de pontos especiais

Alguns nimeros, no dominio da fungao ¢, tem propriedades especiais.
O namero 0, 22, por exemplo, tem a propriedade de que ¢(0,22) = 0, 22.
Faremos nessa secao uma breve caracterizacao de alguns desses ntimeros
especiais.

Definicao 3. Sejam D C R um subconjunto nao vazio e f : D — D
uma aplicacdo. Um ponto x € D é chamado de:

1. fixo se f(zx) = .

2. eventualmente fixo se x nao € fizro, mas existe m € N* tal que,
f™(z) € ponto fixo de f.

3. periédico de ordem m se f™(x) = x, fi(x) # x e fmTi(x) =
fi(x) parai=1,...,m—1.

4. eventualmente peridédico de ordem m se x nao € periodico,
mas eziste n € N tal que f™(x) € periddico de ordem m.

Observagao 2. Nao existem pontos fixos com apenas um algarismo, ou
seja, caso tenhamos o nimero x com representacao decimal finita 0, 1
(x1 € {1,...,9}). Entao o namero z nao é ponto fixo, pois p(x) # x,
visto que de acordo com a Proposi¢ao |3, ¢(x) tem dois algarismos na
parte decimal.

De um modo geral, segue facilmente da Proposicao [3] que

Proposigao 5. Seja x um nidmero, no dominio da fungio v, com n
algarismos distintos. Entao x ndo € ponto fizo.

Demonstrag¢ao. Basta observar que o ntumero de algarismo de ¢(x) é
2n. O

Exemplo 4. Sao exemplos de pontos fixos os nimeros 0,22 e 0,31123314,
pois, p(0,22) = 0,22 e ¢(0,31123314) = 0,31123314.

Exemplo 5. O nimero (ponto) x = 0,10714213141516172819 ¢ perio-
dico de ordem 2. Pois,

©(0,10714213141516172819) = 0, 10812213241516271819 e
@2(0, 10714213141516172819) = 0,10714213141516172819.
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Exemplo 6. Retomando a sequéncia (1.6 temos que

©(0,31121314) = 0,41122314,
©2(0,31121314) = 0, 31221324,
©3(0,31121314) = 0,21322314,
©*(0,31121314) = 0,21322314,

assim para todo m > 3 temos que ¢"(0,31121314) = 0,21322314, ou
seja, o elemento z = 0,31121314 é um ponto eventualmente fixo da
aplicagao .

Proposigao 6. Nao existem pontos fixros com representacao decimal fi-
nita na forma x = 0,0x1 - - x, para x1,--- ,x, € {1,...,9}, ou seja, o
primeiro algarimo depois da virgula nao pode ser o 0.

Demonstracdo. Admita que o primeiro algarismo apoés a virgula é o 0,
assim terfamos que a quantidade que o 0 aparece é py > 1 # 0, e assim

o(x) # . O

Exemplo 7. Embora alguns exemplos anteriores mostraram apenas
casos de pontos fixos com nitmero par de algarismos, também exis-
tem pontos fixos com nimero impar de algarismos, por exemplo z =

0,1011112131415161718 ou = = 0,1111213141516171819.

Exemplo 8. Observe que se z é fixo entdo qualquer permutagao o(z),
que nao seja a identidade, é eventualmente fixo. Dado o nimero (ponto)
0,31123314, existe uma permutacao o € Sg tal que y = 0(0,31123314) =
0,11123334 e ¢(y) = x é um ponto fixo, pois, Y*(y) = z.

De modo geral, temos a seguinte Proposicao.

Proposigao 7. Seja x um ponto no dominio do ¢ com n algarismos nao
nulos. Se " (x) = o(x), o uma permutagcdo em Sy, entdo p(x) € ponto
periodico com ordem menor ou igual a n. Em particular, para n =1, se
x # p(x) = o(x) entao p(x) € um ponto fixo.

Demonstragao. Segue que ¢"(p(z)) = o(¢"(x)) = p(o(z)) = p(z) . O

Proposicao 8. Eriste um niumero finito de pontos fixos. Mais ainda,
nao existem pontos fixos com mais de 100 algarismos.
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Demonstracao. Seja x = 0,x1xs - -+ x5, um ponto fixo de ¢ com n alga-
rismos, segue da Proposigao [6] que 21 # 0. Consideraremos 7 = 10"z,
isto é, o numero inteiro T = x1x9---x,. Observe inicialmente que
10! < 7 . Temos que a imagem de x pela funcdo ¢ é da forma
o(x) = 0,p124,p2iy - - - Prx;,, Para os k algarismos distintos do nimero
x, com p; >0ewx;; €{0,1,---,9} paratodo j = 1,--- , k. Temos ainda
que p1 +pa2 + ...+ pr = n e denotaremos por m o ntamero de algarismos
do ntimero n, veja que o nimero de algarismos de p; é menor ou igual a
m, o namero de algarismos de n. Assim o nimero de algarismos de ¢(x)
¢ menor que 10m + 10. Portanto, p(x) = 10"p(x) < 109"+ Como =
é um ponto fixo, segue que 10"~ ! < T = p(x) < 101"+ Implica que
n—1 < 10m+11 oun < 10m+12. Por outro lado, sendo m o ntimero de
algarismos de n, temos que 10™~! < n e segue que 10! < 10m + 12.
Donde obtemos que m < 2 O

1.4.1 Determinando pontos fixos

Os resultados anteriores nos mostraram a finitude do conjunto de
pontos fixos e a impossibilidade de certos pontos serem fixos. Alguns
exemplos foram apresentados, mas nenhuma discussao feita sobre o modo
como os exemplos de pontos fixos foram obtidos. Nessa se¢ao apresen-
tamos um estudo inicial sobre pontos fixos da funcao ¢.

Dado um ntmero z = 0,x1x923 - - - Ty, no dominio da fungdo ¢ e
zn # 0. Segue da Definigao [I] que

o(x) = 0, i, Tiy PinTiy - - - Piy Ti -
A Proposi¢ao [T] nos diz que
Diy + Dig + ... +piy, = n.

Sendo n o niamero de algarismos de x e k o nimero de algarismos
distintos, nosso trabalho inicial é estudar as particoes de n. Embora ja
tenhamos apresentado exemplo de ponto fixo com ntmero fmpar de ele-
mentos, isso apenas ocorre quando algum p;; tem mais de um algarismo,
isto é, quando aparece no numero x mais de uma dezena do mesmo
algarismo. Sendo assim, nao teremos pontos fixos paran =1, 3, 5, 7, 9.

No caso em que n = 2 temos duas possibilidade de parti¢coes: 1+1
ou 2. Na primeira op¢ao, terfamos dois algarismos diferentes no ntimero,
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neste caso a imagem teria quatro algarismos e o nimero nao poderia ser
um ponto fixo. Na segunda opg¢ao temos um algarismo duas vezes, ou
seja, a quantidade p; = 2, segue que o nimero 0,22 é o tnico ponto fixo
com dois algarismos.

Vamos estudar o caso em que n = 4. As partigoes de 4 sdo: 1+1+1+
1,14+1+2, 143,242 e 4. No entanto, as particoes 1+14+14+1, 1+1+2,
e 4 nao conduzirao a pontos fixos, pois a imagem, pela ¢, desses ntimeros
tera, 8, 6 e 2 algorismos, respectivamente. Resta analisar as partigoes
1+3e242.

Considere um numero da forma 0, pyx1pex2, sendo pi,pe uma das
configuragées acima com x1 # xg, ou seja, em ambos 0S €asos Sao
utilizados dois algarismos distintos. Para a particdo 1 + 3, temos que
{p1, p2} € {1,3} e {x1, 22} C {1,3}. Caso contrario, terfamos mais que
2 algarismos distintos e em virtude da Proposicao [2| a imagem pela fun-
¢ao teria mais de 4 algarismos. Assim nossas alternativas se reduzem a:
0,1113; 0,1133; 0,3113 ou 0,3331. Uma verificacao direta mostra que
nao se tratam de pontos fixos.

Para a particao 2+ 2, temos que, p; = p2 = 2. Como sao usados dois
algarismos distintos, nosso ntumero teré a forma 0,2x12z2, com 1 e xo
distintos. Como s6 podemos utilizar dois algarismos, teremos 0, 222x-
ou 0,2x122. Veja que

0(0,22225) = 0,321xq # 0, 22225,
©(0,22122) = 0,321z # 0, 22122.

nos dois casos, a imagem pela fungdo ¢(z) # x, portanto, ndo serdo
pontos fixos.

Concluimos que nao existe ponto fixo com com quatro algarismos.

Para n = 6 temos as seguintes partigoes;; 1 +14+ 1+ 1+ 14 1,
1+1+1+1+2,14+14+14+3,14144,1+5,6,14+14+242,1+2+3,
3+43,2+2+4+2e2+4. Como estamos interessados em pontos fixos com 6
algarismos, podemos descartar varias dessas configuracoes. As particoes
que tem possibilidades de se tornarem as quantidades que os algarismos
aparecem no nimero sado; 1+1+4, 24242 e 1+3+2. Lembramos que
os nimeros que aparecem na decomposicao de n sao as quantidades de
algarismos utilizadas, mas eles também farao parte da imagem. Sendo
assim, denotando por x1, x2, exs os algarismos utilizados, temos que;

{17 4—} C {.’El, x2, .’133}, {2} C {l‘lu T2, 1:3} € {17 27 3} C {I’l, T2, 1:3}7
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nos casos acima. Dessas, podemos descartar a particao 2 4+ 2 + 2, pois o
algarismo 2 aparece, pelo menos, trés vezes. A particdo 1+1+4 também é
descartada, pois o algarismo 1 aparece duas vezes. O mesmo ocorre com a
partigdo 14 3+2 que também ¢é descartada, pois {1, 2, 3} C {x1, z2, z3}
e, com isso, cada um dos algarismos aparecera duas vezes na imagem. A
conclusao é que também nao teremos pontos fixos com 6 algarismos.

A medida que aumentamos o numero de algarismos a dificuldade
também cresce. Vejamos, como tltimo exemplo, o caso em que n = 8.

O ndmero serd da forma 0, p1z1poxopsxspsxrs. Com p1 + po + p3 +
ps =8 e p1,p2,p3, 04 € {21, T2, 3,24}, POis, em caso contrario teriamos
mais de quatro algarismos distintos no niimero. Considerando apenas as
partigoes de 8 em quatro, para representar as quantidades que cada um
dos quatro algarismos distintos aparecem no nimero z, temos: 1+ 1 +
14+51+1424+41+1434+3;1+24+2+3e24+2+2+2.

A primeira dessas partigoes é descartada pois, o algarismo 1 ja apa-
rece 3 vezes e tendo em vista as quantidades devera aparecer 5 vezes.
Com isso 0 5 ja aparece 2 vezes, o que nao é possivel na partigdo. A
altima também, pois o algarismo 2 apareceréd 4 vezes na imagem.

Temos que estudar as particoes: 1 +1+2+4; 1 +1+3+3e
1+2+2+ 3. Naparticao 1 + 1+ 2 4 4, os algarismos distintos serao
{1, 2, 4, y}, sendo y € {0, 3, 5, 6, ...,9}. O ntumero pode ser da forma
0, poyp21ps2pad; 0,p11pa2p3ypsd ou 0, p11p22psdpry. Concluimos que
nao teremos pontos fixos nesse formato.

Se ps = 1 entdo uma das outras quantidades p; deve ser 4. Mas nas
posigoes restantes é impossivel acomodar tantos elementos. Se, por outro
lado, p4 # 1, outro algarismo quatro deve aparecer e a mesma restri¢ao.

Na particao 1+ 1+ 3+ 3, o algarismo 1 ja aparece duas vezes. Tendo
em vista a configuragao, deve aparecer trés vezes. O mesmo ocorre com
algarismo 3. Outros dois algarismos distintos devem aparecer uma vez
cada. Sendo assim, os pontos fixos serdao da forma: 0,31331x1y.

Na particao 1 + 2 4+ 2 + 3, o algarismo 2 ja aparece duas vezes. Se
o algarismo 2 aparecer trés vezes, o trés aparecera duas. O algarismo 1
também deve aparecer uma ou duas vezes. Nesse caso duas, pois a ima-
gem do 11 é 0 21. Mais um algarismo, diferente de 1, 2 e 3 também deve
aparecer no numero. Assim, os pontos fixos serdo da forma: 0,2132231y.

Se, por outro lado, o algarismo 2 aparecer duas vezes no nosso nu-
mero, outro algarismo também devera aparecer duas vezes e, o algarismo
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dois aparecera na imagem mais de duas vezes. Portanto, esse caso nao
leva a pontos fixos.

Embora trabalhoso, outros pontos fixos podem ser obtidos seguindo
os passos acima. No entanto, um algoritmo mais direto seria muito bem
vindo.

1.4.2 Pontos relativamente fixos ou periodicos

Nas segOes anteriores apresentamos alguns resultados relacionados
aos pontos fixos e periddicos. Vimos exemplos de pontos relativamente
fixos e pontos relativamente peridédicos. Mas seriam todos os pontos do
dominio relativamente fixos ou peridédicos? A resposta esta no resultado
a seguir.

Proposigao 9. Para todo nimero x no dominio da fun¢ao ¢ a sequéncia
©"(x) converge para um ponto fixo ou periddico. Em outras palavras, todo
ponto x do dominio da o € relativamente fixo ou periddico.

Como na prova da finitude dos pontos fixos, consideraremos o ntimero
formado pelos algarismos decimais, isto é, x = 0, x1x2...x, denotaremos
por x1Ts...x,, com x, # 0. Vamos supor que x1 # 0, caso isso nao seja
verdade o mesmo raciocinio se aplicaria a partir de xo. Dessa forma,
permutando os indices se necessario, podemos considerar que x possui n
algarismos nao nulos. Denotaremos por m o niimero de algarismos de n.
Isso significa que o ntimero de algarismos de 2 ¢ maior ou igual a 10!,
A imagem de x pela fungao ¢ tera menos que 11m+11 algarismos. Sendo
assim, ao aplicar a fun¢@o ¢, o niimero de algarismos diminuira enquanto
m > 3. Se m < 2, a imagem de z terd menos que 11 x 2 + 11 = 33
algarismos. Portanto, existe kg > 1 tal que phik(x) tem menos de 33
algarismos para todo k > kg. Pelo principio da casa dos pombos, teremos
um ponto fixo ou periédico.

1.5 Conclusao

Os padrées estao em todas as partes, aparecem em muitas situagoes,
sejam elas matematicas ou nao mateméticas. Isso justifica o motivo pelo
qual os padroes sao perseguidos nas ciéncias em geral. Mas isso nao se da
por mero preciosismo, por simples diversao, a constatacao da existéncia
de padroées possibilita fazer previsdes sobre um determinado fenémeno,
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seja ele fisico, biol6gico, quimico, matematico etc. Determinar a peri-
odicidade de um evento astronémico ou a frequéncia de uma epidemia
sao conhecimentos de grande importancia para a sociedade em geral.
Embora nem sempre tao aplicavel, o bergo para a busca de padroes é,
certamente, a mateméatica. Esperamos que a leitura desse trabalho con-
tribua para agucar sua curiosidade na busca por padroes pois, mesmo
na sequéncia que conta algarismos, muitas perguntas ainda podem ser
feitas e respondidas.
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O Quarteto Fantastico:
Euler, Fermat, Wilson e Chinés dos Restos

Ana Paula Chaves

Resumo. Teoria dos Niimeros é um dos topicos obrigatérios em toda
Olimpiada de Matemaética e, entre os temas mais abordados dessa area
esta a aritmética modular. O estudo das congruéncias modulo m mostra-
se bastante eficiente para resolver diversos problemas olimpicos, especial-
mente por meio de quatro dos teoremas mais classicos da teoria em ques-
tao, quais sejam: de Euler, Fermat, Wilson e Chinés dos Restos. Neste
trabalho, daremos as ferramentas necessérias para a boa compreensao de
resultados, aplicagoes dos mesmos na solucao de diversos problemas de
olimpiadas nacionais e internacionais, além de outros, propostos para o
leitor.

1.1 Introdugao

Um dos topicos mais fundamentais da Teoria Elementar dos Numeros
é, sem duvidas, a divisdo euclidiana. Dizemos que um inteiro a é mailtiplo
de um outro inteiro b, se existir n € Z, tal que a = nb. Por exemplo, 15
¢é miltiplo de 5, enquanto 7 nao é multiplo de 3. No mesmo sentido, se
existe um inteiro n, tal que nb = a, entao, dizemos que b é um divisor
(ou fator) de a. Assim, 5 é divisor de 15, enquanto 3 nao é divisor de 7.
Se b é um divisor de a, entao, a é miltiplo de b, e dizemos que “b divide
a”, cuja notagao é “b | a”. Caso contrario, dizemos que “b nao divide a”
e denotamos isso por “b 1 a”.

Contudo, como vimos acima, nem sempre é possivel efetuar essa di-
visao sem deixar vestigios. Na grande maioria das vezes, somos deixados
com algum resto apo6s a divisao, como, por exemplo, quando dividindo
10 por 3, obtemos resto 1, enquanto 3 copias de 3 se encaixam perfei-
tamente no 9. Esse resto é encontrado através do famoso algoritmo da
divisao de Fuclides, que descrevemos abaixo.
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Teorema 1 (Divisao Euclidiana). Dados dois inteiros, a e b, com b > 0,
existe um unico par de inteiros p e q, tais que:

a=qb+r,

com0<r<b(r=0<0b]|a) Dizemos que q € o quociente e r o resto
da divsao de a por b.

O elemento denotado no Teorema [I] por resto é o personagem princi-
pal da aritmética modular, ou congruéncia.

Definigao 4. Sejam a,b € Z e m € N. Dizemos que a € congruente a
b mddulo m, e escrevemos a = b (mod m) sempre que a e b deizam o
mesmo resto na divisao por m.

Por exemplo, 5 = 3 (mod 2) e 48 = —7 (mod 5), pois 5 e 3 deixam
resto 1 quando divididos por 2, e 48 e —7 deixam resto 3 quando divididos
por 5.

Observagao 3. E importante frisar que termos a = b (mod m) nao
implica que b € o resto da divisdo de a por m, mas apenas que a e b
deizam o mesmo resto quando divididos por m.

Algumas das propriedades mais bésicas da aritmética modular, que
vamos utilizar diversas vezes nos problemas discutidos, sao:

i. Quando divididos por m, cada inteiro possui um dnico resto no
conjunto {0,1,2,...,m — 1}. Cada um desses restos ¢ dito uma
classe de residuos maodulo m;

ii. a =b (mod m) é equivalente a m | a — b, ou seja, m divide a — b;
iii. Se a =b (mod m) e p = q (mod m), entao, a+p = b=+ q (mod m);
iv. Se a =b (mod m) e p = q (mod m), entao, ap = bqg (mod m).

Apesar de as propriedades acima serem de grande utilidade, mui-
tas vezes nao sao suficientes para resolver problemas mais avancgados de
Teoria dos Ntuimeros. Para isso, é recorrente o uso de quatro dos teore-
mas mais elementares e importantes da aritmética modular, que sao: de
Euler, Fermat, Wilson e Chinés dos restos.
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Este trabalho estd organizado da seguinte forma: em cada secao,
daremos os pré-requisitos para o bom entendimento de cada um dos
teoremas citados, bem como a demonstragdo dos mesmos (deixando uma
referéncia para a demonstragao do ultimo), acompanhada de problemas
resolvidos e propostos, retirados de varias olimpiadas.

1.2 Euler

Dado n € N, denotamos por ¢(n) a quantidade de nimeros, entre
1 e n, que sao coprimos com n, ou seja, aqueles cujo méximo divisor
comum com n é 1. Essa fungao é conhecida por funcao totiente de Euler
ou apenas funcdo ¢ de Euler.

Exemplo 9. Calcule ¢(6), ¢(11) e ¢(18).

Solucao: Como os tinicos ntmeros coprimos com 6, menores que ele,
sao 1 e 5, temos ¢(6) = 2. Nos coprimos com 11, temos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8, 9 ¢ 10, o que nos da ¢(11) = 10. Para 18, os coprimos sao 1, 5, 7,
11, 13 e 17, onde ¢(18) = 6.

Exemplo 10. Dado p um nimero primo e n um inteiro positivo, calcule

o(p™).

Solugao: Primeiro, note que entre 1 e p existem exatamente p — 1
coprimos com p, ja que nao ha miltiplos de p nesse intervalo, e isso nos
da ¢(p) = p — 1. Para ¢(p"™), observe que entre 1 e p™ os tnicos que
nao sao coprimos com p sao os seus miltiplos, i.e. os nameros p, 2p, ...,
(p"1)p, nos dando p"~! ntimeros. Assim, ¢(p") = p™ — p" L.

Como vocé deve imaginar, calcular a funcao ¢ para valores “gran-
des"de n, verificando manualmente quais dos seus antecessores sao co-
primos com o mesmo, nao é nada pratico. No sentido de facilitar essa
conta, vamos mostrar uma propriedade essencial da funcao ¢: sua mul-
tiplicatividade.

Teorema 2. Sejam m,n € N, tais que mde(m,n) = 1, entao, ¢(mn) =

p(m)p(n).

Demonstracdo. Disponha os inteiros de 1 até mn em m linhas e n colu-
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nas, como abaixo:

1 2 e
n+1 n+2 <o 2n
nm—1)4+1 n(m—-1)4+2 -+ mn

Existem ¢(mn) nimeros coprimos com mn na tabela acima, e como
mdc(m,n) = 1, temos mdc(a,mn) = 1 < mdc(a,m) = 1 e mdc(a,n) =
1. Vejamos em quais colunas devemos procurar esses coprimos. Primeiro,
note que se 1 < i < n é tal que mde(i,n) = d > 1, entdo, todos os
elementos da ¢—ésima coluna também nao serao coprimos com n, pois
(ki+n,1) = (n,1), e ndo sd@o coprimos com mn. Assim, os coprimos com
mn estarao nas ¢(n) colunas cujos primeiros elementos sao coprimos com
n.

Agora, tome uma dessas colunas, digamos, a i-ésima coluna, tal que
mdc(i,n) = 1. Os elementos dessa sdo da forma kn + ¢, com 0 < k <
m — 1, em que temos m nimeros que deixam restos distintos quando
divididos por m, i.e. Entre eles, temos ¢(m) coprimos com m (lembre que
mdc(a, m) = mdc(r, m), para r o resto da divisdo de a por m). Portanto,
em cada uma das ¢(n) colunas selecionadas, temos ¢(m) coprimos com m
e n, sendo que, pelo principio multiplicativo, temos ¢(mn) = ¢(m)p(n).

O]

Exemplo 11. Encontre uma formula para ¢(n), se a decomposicao de

n em fatores primos € dada por p{*p3* - - - pk.

Solugao: Pelo Teorema [2], temos:
o(n) = o(pi")o(ps*) - o(py")
k
=t et o - 1)
i=1

Também podemos utilizar a seguinte féormula, que ndo precisa das
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poténcias a;’s, mas apenas dos primos que dividem n:

o) — ﬁp (1-2)

p1
_ nﬁl<1pll> (1.1)

Agora, estamos preparados para enunciar e demonstrar o Teorema
de Euler, também conhecido como Teorema de Euler-Fermat.

Teorema 3 (Euler). Sejam a e n inteiros positivos, relativamente pri-
mos. Entao,
a®™ =1 (mod n).

Demonstragao. Denote por my,mg, ..., Mgy, 0 conjunto de nameros en-
tre 1 e n, que sdo coprimos com n. Agora, considere amy, amso, . .., amg(n)-
Vamos mostrar que, modulo n, esses dois conjuntos sdo iguais a menos
de ordem. Com efeito, primeiro, note que am; também é coprimo com
n, sendo que seu resto na divisao por n também o é, e assim 3 j, com
1 < j < ¢(n), tal que am; = m; (mod n). Entdo, basta-nos mostrar
que os am;’s sao incongruentes dois-a-dois para que a afirmacao esteja
demonstrada. Supondo que am; = am; (mod n), temos:

am; = amy (mod n) = nla(m; —my)
=n | m; —my.

Mas, como —n 4+ 1 < m; —m; < n — 1, o Gnico multiplo de n
nesse intervalo é o zero, de maneira que m; = m;. Com essa afirmagao,
mostramos que, para cada i, 3! j, tal que am; = m; (mod n). Agora,
multiplicando todas as congruéncias, obtemos:

e como mdc(my -+ =My, n) = 1, conseguimos o desejado: a®) =1
(mod n).
L]

Esse resultado nos permite simplificar o trabalho que temos ao calcu-
lar os residuos de poténcias grandes, como veremos em alguns exemplos
a seguir.
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Exemplo 12. Mostre que existem infinitos nimeros da forma 20...09
que sao mailtiplos de 2009.

Solucao: Primeiro, note que o problema equivale a mostrar que
existem infinitos k € N, tais que 2 - 10¥ + 9 ¢ multiplo de 2009, isto é:

2-10F4+9 = 0 (mod 2009)

2-10"4+9 = 2009 (mod 2009)

2-10F = 2000 (mod 2009)
108 = 10® (mod 2009) (1.2)
1073 = 1 (mod 2009), (1.3)

onde todos os passos dados sao reversiveis, e as congruéncias e
sao validas, ja que (2,2009) = (1000,2009) = 1. Assim, traduzimos o
nosso problema em encontrar infinitos k& € N que satisfacam . Por
outro lado, usando o nosso Teorema |3| como (10,2009) = 1, sabemos
que:

102999 =1 (mod 2009)

= 104299 =1 (mod 2009),

para todo t € N. Assim, basta tomarmos k = k(t) = t - $(2009) + 3 para
termos (|1.3) para infinitos k(t) € N.

52019 + 191986

Exemplo 13. Encontre o resto de quando dividido por 9.

Solugao: Temos que ¢(9) = 6, e como 5 e 19 sdo coprimos com 9,
podemos usar o Teorema de Euler para conseguir:
52019 _|_ 191986 — (56)33653 + (196)331
= 5°4+1 (mod?9)

= 52019 1 191986 = (mod 9).

Exemplo 14 (AIME 1992). Encontre a soma de todos os nimeros raci-
onais, menores que 10, cujo denominador € 30, quando escritos de forma
wrredutivel.

Solucao: Entre 0 e 1, temos exatamente oito fragoes irredutiveis,
cujo denominador é 30:

1 7 11 13 17 19 23 29
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cujos numeradores sdo os ¢(30) = ¢(2)p(3)p(5) = 1-2 -4 = 8 nimeros
menores que 30 e coprimos com 30. A soma dessas fragoes é igual a 4.
Agora, note que temos mais oito fracoes entre 1 e 2, dadas pela lista
acima, adicionando 1 & cada elemento. Por exemplo:

19 49
1+ —=—¢€(1,2).
+30 306(’)

A soma dessas oito novas fracées é 4 + 8 - 1. Procedendo da mesma
forma para todos os demais intervalos, vamos obter uma soma total igual
a:4-104+8-(1+2+---49)=400.

1.2.1 Problemas Propostos

Problema 1 (IMO 1991 [9]). Sejan > 6 um inteiro e sejam ay,az, ..., aj
todos os inteiros positivos, menores que n, coprimos com n. Se

a2 —a) =az—ag =---=ap — ap—1 > 0,
mostre que n tem que ser um primo ou uma poténcia de 2.
Problema 2. Encontre os trés dltimos digitos de 401402,
Dica: ¢(1000) = 400.

Problema 3. Prove que, para todo inteiro positivo n, n # 2 en # 6,
temos:

b(n) > V.

Problema 4. Mostre que existem infinitos inteiros positivos n, tais que:

Dica: Utilize (1.1)), observando que n/3 = n x 1/2 x 2/3, para gerar
infinitos n que satisfagam o problema.

Problema 5 (Coreia 1998). Para um inteiro positivo n, seja 1(n) a
quantidade de primos que divide n. Mostre que se ¢p(n) divide n — 1 e
w(n) < 3, entao, n € primo.

Problema 6 (OBM 1991 [10]). Demonstre que existem infinitos mailti-
plos de 1991 que sao da forma 19999...99991.

Dica: Veja o Exemplo [12]
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1.3 Fermat

O Pequeno Teorema de Fermat, como é conhecido o resultado
a seguir, é um caso especial do Teorema de Euler , visto na secao
anterior.

Teorema 4 (Fermat). Sejam p primo e a € N, entao:
a’? =a (mod p). (1.4)
Mais ainda, se pt a, temos:
a® =1 (mod p).

Demonstracao. Basta fazer, no Teorema de Euler, m = p, e a congruén-
cia segue. O

A congruéncia[l.4nos da uma condigao necesséria, mas nao suficiente,
para que um nimero seja primo, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 15. Prove que para todo nimero inteiro a temos a®®! =

(mod 561).

a

Solucgao: Primeiro, note que 561 = 3x11x17. Portanto, o problema
equivale a mostrar que a(a’®® — 1) ¢ divisivel por 3, 11 e 17, para todo
inteiro a. Com efeito,

e Se 3 | a, nao temos o que fazer. Caso 3 1 a pelo PTF, conseguimos:

a®> =1 (mod 3) = a° = (¢*)*" = 1 (mod 3)

3 a1,

e Se 11| a, nao temos o que fazer. Caso 11 { a pelo PTF, conseguimos:
a'® =1 (mod 11) = a** = (a'%)%® =1 (mod 11)

11| @™ —1.

e Se 17| a, ndo temos o que fazer. Caso 17 1 a pelo PTF, conseguimos:
a'® =1 (mod 17) = a®* = (a'%)?® = 1 (mod 17)

17 a®0 — 1.
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O

Numeros compostos que satisfazem o Pequeno Teorema de Fermat

, tais como o 561, sdo conhecidos como ndmeros de Carmichael.

Na realidade, existem infinitos ntimeros de Carmichael e 561 é o menor
deles.

Exemplo 16. Mostre que ndo existe inteiro x, tal que 103 | 3 — 2.

Solugao: Suponha que 3 x € Z, satisfazendo 103 | 3 — 2. Entao,
temos 2 = 2 (mod 103) = z!°2 = 234 (mod 103) ®. Como 103 &
primo, essa condi¢ao de divisibilidade nos diz que 103 1 z, e temos as
condi¢bes para aplicar o Pequeno Teorema de Fermat satisfeitas, nos
dando z'°2 = 1 (mod 103) **). Assim, por (x) e (**), concluimos que
231 =1 (mod 103). Por outro lado, temos:

21 = 6 (mod 103)
= 20 = —6°=-216=—-10 (mod 103)
= 2% = -10-2'=46 (mod 103)
23 = 46 (mod 103),

uma contradigao. Portanto, nao existe tal z.

Exemplo 17 (IMO 2003). Seja p um primo impar. Mostre que existe
um primo q, tal que, para todo n, o nimero nP? —p nao € divisivel por q.

Solucgao: Considere:

1

N =
p—1

=p" PP p+ L

Entdao, N =p+1 (mod p?) == N £ 1 (mod p?). Dessa forma, tome
q como o primo que divide N, tal que ¢ #Z 1 (mod p?). De fato, esse
primo existe, pois, caso contrario, terfamos N = 1 (mod p2). Como
q | N, entao, q [p? — 1 = p? = 1 (mod ¢q). Porém, temos que p # 1
(mod ¢), pois, caso contrario, teriamos:

N=141+---41=p (mod q)

= N=1 (mod gq),

um absurdo, ja que g | N.
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Agora, suponha que para algum n € Z tenhamos ¢ | n? — p. Entao,

n? =p#1 (modq) e n? =pP =1 (mod ¢)1).

(1),

Como ¢ 1 n, pelo PTF temos n9~! =1 (mod q) Também temos

que ¢ # 1 (mod p?), o que nos da p? { g—1 e, com isso, que (p?,q—1) | p.
Utilizando o Teorema de Bezout nesse tltimo fato, existem z,y € Z, tais
que:
z-p’+y-(g—1)=p.
Assim, utilizando (1) e (I1),

n? = (nPQ)x(nq_l)y = 171Y (mod q)

. nP =1 (mod q) e n’ =p (mod q)
= p=1 (mod q),

um absurdo. Portanto, g { n? — p, para todo n € Z.

1.3.1 Problemas Propostos

Problema 7. Prove que, se a e b sao inteiros, qualquer p € um nimero
primo, entao,
(a+b)P = (a? 4 bP) (mod p).

Dica: Expanda o binémio (a 4 b)P e mostre que os coeficientes binomiais (?)

para 1 < k <p — 1 sao todos divisiveis por p.

Problema 8. Encontre todos os niumeros primos p, tais que 5% 41 ¢
divisivel por p.

Dica: Note que p # 5, onde 5 =5 (mod p), e, com isso, 5°° =5P =5
(mod p). Agora, use o que foi dado, 57 =1 (mod p), para concluir o
problema.

Problema 9.

(1) Seja a um inteiro positivo. Mostre que qualquer fator primo maior
que 2 de a® + 1 é da forma 4m + 1.

(2) Prove que existem infinitos primos da forma 4m + 1.
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Problema 10. Mostre que, para todo primo p > 5, o nimero

111...1,
—
p—1

é divisivel por p.

Dica: Faca N = 111...1 = (10! —1)/9, e trabalhe com 9N para,
1
.
entao, concluir o desejado.

Problema 11 (OCM 2007). Ache todos os primos p, q, tais que pP+q9+1
€ maltiplo de pq.

Problema 12 (IMO 1963 [9]).

(a) Encontre todos os n inteiros positivos, tais que 7 divide 2" — 1.

(b) Mostre que, para todo n inteiro positivo, o namero 2" + 1 nao é
divisivel por 7.

Problema 13 (IMO 2005 [9]). Considere a sequéncia ay,as, ..., dada
por:
ap=2"4+3"4+6"-1, (n=1,2,...).

Determine todos os inteiros positivos que sao coprimos com todos o0s
termos da sequéncia.

1.4 Wilson

Apesar de levar o nome do matematico J. Wilson, o resultado a
seguir ja era conhecido por G. W. Leibniz um século antes. Na verdade,
Wilson apenas prop6s o resultado, que foi provado por J.-L. Lagrange
em 1773.

Diferente do PTF, o Teorema de Wilson nos d& um teste de pri-
malidade, ou seja, uma condi¢do necesséria e suficiente para que um
determinado ntmero seja primo.

Teorema 5 (Wilson). O nimero inteiro p € primo se, e somente se,
(p—1!'=—1 (mod p).
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Ideia da prova: Primeiro, observe que, se p é composto, todos os
divisores dele sao menores que p — 1, onde cada um deles divide (p —

1)!, sendo impossivel que tenhamos (p — 1)! = —1 (mod p), pois isso
implicaria que (p — 1)! e p fossem coprimos. Agora, caso p seja primo,
podemos separar o conjunto dos restos 2, 3, ..., p—2 em pares de nimeros

cujo produto é = 1 (mod p). Portanto, o produto (p — 1)! = (p — 1)
(mod p).

Exemplo 18 (Estonia 2000). Prove que nao € possivel dividir qualquer
conjunto de 18 inteiros consecutivos em dois conjuntos disjuntos A e B,
tais que o produto dos elementos de A seja igual ao produto dos elementos
de B.

Solugao: Suponha, por absurdo, que existam esses conjuntos, e que
os 18 consecutivos sdo n,n + 1,...,n + 17. Agora, note que, como o
produto dos elementos de A é igual ao produto dos elementos de B, se um
dos conjuntos contém um mualtiplo de 19, o outro também deve conter.
Porém, entre 18 inteiros consecutivos, nao existem dois multiplos de 19.
Desse modo, nenhum dos dois conjuntos possui elementos divisiveis por
19. Denote por r o resto da divisao do produto de todos os elementos
de A, P4, por 19, que é o mesmo do produto dos elementos de B, Ppg,
j& que supomos que sdo iguais. Assim:

r-r = Pj-Pp

n(n+1)---(n+17) (mod 19)
1-2-3---18 (mod 19)
(19 — 1)! (mod 19)
—1 (mod 19)
~r? = —1 (mod 19),

onde a terceira linha vem do fato de o conjunto de 18 elementos consecu-
tivos nao possuir multiplos de 19, e a quinta é consequéncia do Teorema
de Wilson. Assim, 7?2 = —1 (mod 19) = 718 = (-1)? = —1 (mod 19).
Mas isso contraria o Pequeno Teorema de Fermat e conseguimos um
absurdo, de modo que esses conjuntos nao existem.

Exemplo 19. Mostre que, se p € um primo impar, entdo, para todo
wnteiro positivo n < p, temos:

(n—Dlp—n)=(-1)" (mod p).
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Solugao: Pelo Teorema de Wilson, sabemos que (p — 1)! = —1
(mod p), e como n < p, reescrevemos essa congruéncia como:

m=1)!'n-(n+1)---(p—1)=-1 (mod p),
que equivale a:

(n—=1!-(=1)(p—n)---(=1) = =1 (mod p).

Portanto,
(n—=1! (=1 (p—n)! = -1 (mod p),

e, multiplicando em ambos os lados por (—1)P~", observando que p é
impar, finalmente conseguimos:

(n—1!(p—n) = (=1)""P" = (=1)" (mod p).

Exemplo 20 (Austria-Polonia 1996). Mostre que ndo existem inteiros
nao negativos k e m, tais que k! +48 = 48 - (k + 1)™.

Solucao: Suponha, por absurdo, que existam esses k e m. Entao,
devemos ter que 48 | k!, onde k deve ser pelo menos 6. Observando que
(6! + 48)/48 = 46 # 7™, entao, k > 7. Da mesma forma, conseguimos
que k # 7, nos dando k > 8. Note que, nesse caso, 6 | k!/48, ou seja,
1=(6,k!/4841) =1=(6,(k+1)™), e, assim, 6 e k + 1 sdo coprimos.

Se tivermos k + 1 composto, entao, existe um primo p > 3, ji que
ambos, 2 e 3, nao dividem k + 1, tal que p | k + 1. Por outro lado,
como 48 = 2% - 3, temos que p | k!, mas p t k! + 48, um absurdo, ja que
p | k+ 1. Portanto, k+ 1 é primo e, pelo Teorema de Wilson, temos que
k+ 1| k!'+ 1. Combinando esse tltimo fato com k + 1 | k! 4 48, dado
no enunciado, conseguimos k + 1 | 47 = k = 46.

Agora, resta-nos mostrar que 46!/48 4+ 1 nao é uma poténcia de 47.
Complete essa parte!

1.4.1 Problemas Propostos
Problema 14. Mostre que, para todo p primo e todo 0 < k < p—1,
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Problema 15. Encontre todos os inteiros positivos a e n, tais que a™ =
(a—1)I+1.

Problema 16 (Irlanda 1996). Para cada n inteiro positivo, encontre o
mdzimo divisor comum entre n! +1 e (n + 1)\

Problema 17 (Seletiva da IMO - Roménia 1986). Seja p > 3 um primo
e seja o uma permutagao de {1,2,...,p — 1}. Prove que existem i # j,

tais que p | io(i) — jo(j).

Problema 18. Seja p um primo impar. Mostre que:

12.3%...(p—2)* = (fl)pTH (mod p) e
22.4%...(p-1)%= (—1)%rl (mod p).
Problema 19. Mostre que a sequéncia a, = (n!)?> —n! + 1 contém
mfinitos niumeros compostos.

Problema 20. Prove que, se p € um primo impar, entdo, o resto da
divisiao de (p — 1)! por p(p—1) é p— 1.

1.5 O Teorema Chinés dos Restos

A necessidade dos chineses, pelo menos desde 200 anos a.C, de ela-
borar um calendério satisfazendo uma série de condi¢bes relacionadas a
Astronomia, deu origem ao famoso Teorema Chinés dos Restos. Con-
gruéncias lineares simultaneas foram primeiro estudadas por Sun Zi,
mateméatico chinés responsavel pela primeira abordagem do problema.
Depois disso, varios matematicos, chineses, hindus, europeus, mug¢ulma-
nos e de outras nacionalidades, contribuiram para o desenvolvimento do
resultado, dado a seguir.

Teorema 6 (Chinés dos Restos). Sejam by, by, ..., by inteiros e my, my,
.., my, coprimos dois-a-dois. Entao, o sistema de congruéncias:

b1 (mod mi )

bg (mod mg)

x = by (modmy),
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admite solugdo, que € unica modulo M = mimg---my. A saber,
zo = M1 X1b1 + MaXaby + - - - + M Xy by,
onde M; :== M/m; e X;M; =1 (mod m;) € solugao.

Para os curiosos, a demonstracao desse fato pode ser encontrada na
excelente referéncia [2).

Exemplo 21 (AIME 2012). Para um inteiro positivo p, dizemos que
n € N € p—seqguro, sen difere, em valor absoluto, por mais de dois, de to-
dos os multiplos de p. Por exemplo, o conjunto dos niumeros 10—seguros
€ {3,4,5,6,7,13,14,15,16,17,23,...}. Encontre quantos sao os intei-
ros positivos menores que ou iguats a 10000 que sao simultaneamente
T—seguros, 11—seguros e 13— seguros.

Solugao: Observe que n é p—seguro se, e somente se, o seu residuo
modulo p é maior que 2 e menor que p — 2, nos dando p — 5 possiveis
residuos para n moédulo p. Portanto, se n satisfaz as condigoes do pro-
blema, entao, n pode ter dois residuos diferentes médulo 7, seis residuos
diferentes modulo 11 e oito moédulo 13. Pelo Teorema Chinés dos Restos,
sabemos que, qualquer que seja o trio desses residuos escolhido, conse-
guimos uma tnica solucao médulo 7 - 11 - 13 = 1001, ja que 7, 11 e 13
sao dois a dois coprimos. Por exemplo, n pode ser tal que:

n = 3 (mod?7)
n = 7 (mod 11)
n = 3 (mod 13),

ou seja, n = 458 (mod 1001).

Note que, para esse trio de residuos, temos 10 valores 0 < n < 10010
possiveis, que sao {458,1459,2460,3461,...,9467}. Isso ¢ invariante
para qualquer trio escolhido, nos dando um total de 2-6-8-10 = 960
valores possiveis para n nesse intervalo. Porém, devemos retirar os valo-
res entre 10001 e 10010 que safistazem essas condicoes, sendo eles 10006
e 10007, nos dando finalmente 958 nameros.

Exemplo 22 (USAMO 2008/1). Mostre que, para cada n inteiro posi-
tivo, existem ko, ki,...,k, inteiros positivos maiores que 1, dois-a-dois
coprimos, tais que koky -k, — 1 € o produto de dois inteiros consecuti-
V0S.
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Solugao: Observe que o problema equivale a mostrar que, dado n
inteiro positivo, existe k € N, tal que k(k + 1) + 1 possui pelo menos
n + 1 divisores primos. Ou seja, basta-nos mostrar que o polindémio
P(k) = k? + k + 1 produz inteiros positivos divisiveis por quantidades
arbitrariamente grandes de primos.

Primeiro, como podemos produzir k € N, tal que P(k) =0 (mod p;),
para algum conjunto de n primos pi,...,p,? Primeiro, note que, se
k = k; (mod p;), entdo, P(k) = P(k;) (mod p;). Portanto, construindo
solugoes particulares P(k;) =0 (mod p;), para todo i, o Teorema Chinés
dos Restos nos garante a existéncia de k = k; (mod p;); como também
para todo i, o que, pela nossa observac¢ao prévia, acarreta em P(k) =
P(k;) =0 (mod p;), como gostariamos.

Passemos a construcgao desses kls e pls. Tome py um primo. Consi-
dere P(po) = p2+po+1. Como (P(po), po) = 1, existe um primo p; # po,
tal que p1 | P(po), onde P(pp) = 0 (mod p1). Agora, tome P(pop1) =
(pop1)? + pop1 + 1. Novamente, (P(pop1),pop1) = 1 e existe um primo
p2 & {po,p1}, tal que pa | P(pop1), onde P(pop1) = 0 (mod p3). Proce-
dendo recursivamente, no n—ésimo passo, teremos P(pop1 - pn—1) =0
(mod py), e, assim, construidas as n solugdes particulares para P(k;) =0
(mod p;). Isso conclui o problema.

1.5.1 Problemas Propostos

Problema 21. Seja N = 1234567 . ..4344 o numero de 79 digitos obtido
escrevendo os inteiros de 1 até 44 concatenados. Qual € o resto que N
deiza quando diwvidido por 457

Dica: Note que N =0 (mod 9) e N = 4 (mod 5), para, entdo, usar o
Teorema Chinés dos Restos.

Problema 22. Mostre que, para todo k inteiro positivo, existem k in-
teiros positivos consecutivos, nenhum dos quais € livre de quadrados.

Dica: Lembramos que m é livre de quadrados se nao existe n € N, tal
que n? | m. Construa um sistema com k congruéncias lineares, que nos
dao p? | * + ¢, para p; um namero primo e 1 < i < k. Use o teorema
para justificar a existéncia de solugao.

Problema 23. Mostre que, dados k e n niumeros naturais, € possivel
encontrar k niumeros consecutivos, cada um com pelo menos n divisores
primos distintos.
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Dica: Veja o Problema

Problema 24 (Olimpiada de Mayo 2013). E possivel escrever 100 nii-
meros impares em uma fila, de forma que a soma de cada cinco adja-
centes seja um quadrado perfeito, e que a soma de cada nove nimeros
adjacentes também seja um quadrado perfeito?

Problema 25 (IMO 2009 [9]). Seja n um inteiro positivo e sejam aq,

as, ..., ag, com k > 2, inteiros distintos do conjunto {1,2,...,n}, tais
que n divide a;(a;41—1) parai=1,2,...,k—1. Prove que n nao divide
ak(al — 1).

Problema 26. Um inteiro positivo n é chamado de auto-replicante se
os tltimos digitos de n? formam o mimero n. Por exemplo, 25 € auto-
replicante, pois 25% = 625. Determine todos os nimeros auto-replicantes
com exatamente quatro digitos.

Problema 27 (OBM 2017 [10]). Demonstre que, para todo m inteiro
positivo, existem inteiros positivos a e b, sem fatores primos em comum,
de modo que a® + 2017b% possui mais de n fatores primos distintos.
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