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Apresentagao

Caro Leitor,

A Revista Olimpiada de Matemaética do Estado de Goids é uma pu-
blicagao anual do Instituto de Matemadtica e Estatistica da UFG e tem
como principal publico alvo, professores e alunos do ensino fundamental
e médio. Tem como meta ser um veiculo de:  difusdo cultural, integrac¢dao
Universidade/Escola, espago de criagdo e reflexdo critica sobre a ciéncia
Matemdtica.

Convidamos o leitor que, na leitura dos artigos e problemas propos-
tos e resolvidos, faga anotacdes complementares, amplie seus conheci-
mentos nas bibliografias citadas e principalmente, seja capaz de difundir
oralmente e com naturalidade o conteido assimilado aos seus colegas,
amigos, pais, filhos, etc. Também gostariamos de receber sugestoes e
problemas que serao submetidos a andlise para possivel publicagao, ver
endereco a 12 contra capa.

Lembramos que devemos estar sempre atentos para o fato de que o
dominio da ciéncia, em particular da matematica, e o seu bom uso sao
fundamentais para o desenvolvimento da humanidade.

Esperamos que todos possam apreciar, aqui, a riqueza da matematica
e sejam agentes transformadores para elevarmos a cultura matematica
no nosso Estado e no nosso Pais.

Goiania, 2004.
Os Editores.
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Coletaneas de Problemas e Solucgoes

Problema 1. Joao e Pedro dao uma volta em uma praga no mesmo
sentido e contam as casas. Como nao comegam a contar da mesma casa,
a quinta casa do Joao é a décima segunda do Pedro e a quinta casa do
Pedro é a trigésima de Joao. Quantas casas existem em volta da praca?
(Pré olimpiadas de Portugal /www.spm.pt)

Solugao. A quinta casa de Jodo é a décima segunda de Pedro e apés
Joao contar 25 casas, ele ird para a trigésima e Pedro estard na quinta,
mas para Pedro voltar novamente para a décima segunda casa, e com-
pletar assim uma volta, faltarao 7 casas. Podemos concluir que existem
32 casas.

Problema 2. Os nuimeros reais a e 3 sao tais que
o -3 +50—-17=0, B —-382+56+11=0.

Encontre a + 3.

Solugao. Defina f(z) = 23—32%+5z. Vamos mostrar que f(a)+f(3) =

6 implica a + 3 = 2. Como f(z) = (z — 1)3 + 2(z — 1) + 3, temos
fla)=3=(a—1+2(a~1)
) =3=(B-1°+2(6-1)

Adicionando temos

0=(a—-1)*+(B-1)>+2a+3-2)
=(a+B-2a-1+(@=DBE -1+ (B -1)"+2]
e como o segundo fator é positivo, obtemos o resultado. (Observacdo:
este problema foi retirado da Sizth Irish Mathematical Olympiad.

CRUX with MAYHEM On-line, pagina 9, n.01, vol.1, 1997.
http://journals.cms.math.ca/CRUX/
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Problema 3. Azambuja escreveu ()4 (O 1 6 O 30 no quadro de sua
sala de aula. Disse para seus colegas que eles dispunham dos algarismos
9, 8 e 5 para colocar dois deles em dois circulos vazios, apagar os circulos
nao preenchidos e assim obter um ntmero de seis algarismos diferentes.
Quais algarismos devem ser escolhidos e onde colocéd-los para formar o
maior nimero possivel que seja divisivel por 67 (Olimpiada Cearense de
Matemética)

Solugao. Vamos chamar de n o nimero procurado, como n é divisivel
por 6 entao n deve ser par e para que isso ocorra o 8 deve estar dentro
do ultimo circulo de n. Como 9 e 5 sao maiores que quatro, para que n
seja o maior possivel, ou 5 ou 9 deve estar no primeiro circulo de n, mas
quando se faz isto com o nove n = 941638 que nao ¢ divisivel por 3, logo
nos resta entao que n = 541638.

Problema 4. Qual é o resto da divisao de 22 por 57 (A.M.P.F.)

Solugao. Observamos que 220 = 22'% — 410 Como quatro é da forma
5k — 1,42 = (5k — 1)2 = 25k®> — 10k +1=5- (5k> —2k) + 1 =5q¢+ 1 e
facilmente se verifica que (5k — 1)® é da forma 5k — 1, logo vemos que
quando um numero da forma 5 x k — 1 elevado a uma n-ésima poténcia

par deixa resto 1. Logo 2?° deixa resto 1 quando dividido por 5.

Problema 5. Quantos niimeros de 3 algarismos existem cuja soma dos
algarismos ¢é igual a 257 (A.M.P.F.).

Solugao. 25 =949+ 7, logo o menor algarismo que os nimeros que
estamos procurando pode ter é 7, e além disso o 7 nao pode aparecer
duas vezes pois 7+ 7+ 9 = 23 < 25. Logo existem 3 ntmeros desse
tipo que possui o digito 7: 799, 979 e 997. O digito 8 nao pode aparecer
juntamente com o digito 7 pois 74+8+9 = 24 < 25, porém pode aparecer
juntamente com outro digito 8 pois 84+8+9 = 25, logo existem 3 niimeros
dessa forma: 988, 898 e 889. Finalmente, existem 6 ntimeros dessa forma.

Problema 6. Um cubo de madeira com aresta de 9¢m é pintado com-
pletamente, sendo depois repartido em 27 cubos iguais de aresta de
3cm. Qual é a area total das faces nao pintadas desses cubos pequenos?
(Olimpiada Portuguesa de Matemdtica)

Solugao. Os 27 cubos obtidos tém no total 6 x 27 faces, das quais 6 x 9
foram pintadas (9 por cada uma das faces do cubo inicial). Temos assim
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6 x 27 — 6 x 9 = 108 faces que ndo foram pintadas, e cuja area total é
de 108 x 9em? = 972cm?.

Problema 7. A fracao % pode ser representada como uma diferenca
das seguintes formas

1 1

1 1 1 1 1 1 1
6 37 6

_1_ 1 N 1 _ 1
) 6 6 4 127 6 5 30

De quantas maneiras a fracdo ﬁ pode ser representada na forma

1 1
2175«  y’
onde x e y sao inteiros positivos?
Solucao. Observe que se
111
2175 x  y
temos que
2175y 21752
r=——"= -
y + 2175 y+ 2175

Assim 2 serd um inteiro se e somente se y + 2175 for um fator de 21752
e x serd positivo sempre que y for, como 2175%/(y + 2175) < 2175 e y é
positivo sempre que y + 2175 > 2175, vamos buscar os fatores de 21752
maiores do que 2175. Mas 21752 = 32.5%.29% tem (2+1)(4+1)(2+1) = 45
fatores positivos, um dos quais é sua raiz quadrada, 2175. Como os
fatores de 21752 tomados os pares cujo produto é 21752, sdo exatamente
a metade dos outros 44 fatores que excedem 2175, temos 22 solugoes
nos inteiros positivos. A menor é z = 300 e y = 348. Isto pode ser
generalizado imediatamente para solugdes inteiras positivas de 1/n =
1/ — 1/y. Como 7(n?) (o nimero de divisores de n?) é fmpar para
um quadrado perfeito, existem (7(n?) — 1)/2 solugdes para a equagio
1/n=1/z—1/y.

CRUX with MAYHEM On-line, pdgina 443, n.07, vol. 23, 1997.
http://journals.cms.math.ca/CRUX

Problema 8. Trés circulos de raio p (iguais) sdo internos a um tridngulo
ABC, tangentes a dois de seus lados e passam por um ponto 7. Mostre
que
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(i) t=x% fw onde r ¢ o raio do circulo inscrito e R circulo circunscrito
ao triangulo ABC;
(if) T estd no segmento de reta definido pelos centros dos circulos

circunscrito e inscrito do AABC.

Problema 9. Seja S = {1,4,9,16,25,...} o conjunto dos quadrados
inteiros positivos.

(a) Encontre o quadrado t tal que ¢ + 43 também estd em S.

(b) Para quais quadrados u em S, u 4+ 420 também estd em S?

Solucao. Para resolver z2 + n = 32, escrevemos a equacdo como n =
y?— 2% = (y—x)(y+x). Assim, y —z e y + 2 sdo fatores de n da mesma
paridade.

(a) Para n = 43, podemos ter 43 = (y—x)(y+x) somente se y—x = 1
ey+x =43 ou x = 21, y = 22. Verificamos que 212 + 43 = 222, assim
o quadrado desejado é t = 212 = 441.

(b) Paran =420 =4-3-5-7, podemos ter 420 = (y — z)(y + =) com
y—z = 2d onde d é um divisor de 3-5-7 tal que d < (3-5-7)/d. Existem
4 tais divisores, d = 1,3, 5, ou 7 e daf existem 4 quadrados z? tais que
22 + 420 também é quadrado. Estes quadrados podem ser encontrados
como segue:

d=1 y—z=2  y+z=210 =104, y=106 z*=104>=10816
d=3 y—z=6, y+x=70 2x=32, y=238 2?=322=1024
d=5 y—z=10, y+z=42 z=16, y=20 z*=16>=256
d=7 y—xz=14, y+zx=30 z=8, y=22 2*=8"=64

http://www.math.okstate.edu/ hsc/exams

Problema 10. Quantos ntimeros inteiros positivos N, de dois algaris-
mos, tém a propriedade de que a soma de N com o nimero obtido pela
inversao da ordem dos digitos de N é um quadrado perfeito? (American
mathematics competitions: http://www.unl.edu/amec/e-exams)

Solugao. Procuramos os numeros que satisfazem a seguinte equagao:
actca = p?. Como ac = 10xa+ce ca = 10xc+a a equacio é equivalente
a: 10x (a+c¢)+a+c=p? (a+c)x 11 = p?. Daf concluimos que
a + ¢ = 11, pois sé assim a soma serd um quadrado perfeito. Como a e
c sao numeros de 1 a 9, os pares a e ¢ que satisfazem a equacao acima
sao:2e9,3e8,7¢e4,6ebd. Temos portanto quatro pares ordenados,
mas como existem dois nimeros para cada par ordenado concluimos que
existem 2 X 4 = 8 nimeros que possuem essa propriedade.
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Problema 11. Se 21998 — 21997 _ 91996 4 91995 — 5 91995 " qyal o valor
de k? (www.unl.edu/amc/e-exams)

Solugéo. k% 21995 _ 93 21995+21995 —924 91995 _ 991995 _ 8 x 21995 +
21995 —4x 21995 —2x 21995 =9x 21995 —6x 21995 =3x 21995 =kx 21995
portanto k = 3.

Problema 12. Considere os nimeros obtidos do nimero 12345, efe-
tuando-se todas as permutagoes de seus algarismos. Colocando esses
nameros em ordem crescente, qual é o lugar ocupado pelo nimero 435217
(www.somatematica.com.br/desafios)

Solugao. Colocando-se as permutagoes obtidas pelos 5 algarismos em
ordem crescente temos: 4! = 24 ntmeros da forma lzzxz, 4! nimeros
da forma 2zzxz, 4! nimeros da forma 3zxxz, 3! = 6 nimeros da forma
41zzx, 3! nimeros da forma 42zzx, 2! = 2 nimeros da forma 431zx , 2!
nimeros da forma 432zx finalmente 2! nimeros da forma 435xx.

Somando todas as possibilidades e observando que 43521 é o maior
nuimero nesta seqiiéncia vemos este estd na 90° posigao.

Problema 13. Um homem gastou tudo o que tinha no bolso em trés
lojas. Em cada uma gastou 1 real a mais do que a metade do que
tinha ao entrar. Quanto o homem tinha ao entrar na primeira loja?
(www.somatematica.com.br/desafios)

Solugao. Vamos considerar que quando o homem entrou na primeira
loja ele tinha N reais. Entao o nosso objetivo é achar o valor de N.
O problema diz que em cada loja o homem gastou 1 real a mais do
que a metade do que tinha ao entrar. Na loja 1 o homem entrou com

N e gastou (N/2) + 1. Portanto o homem ficou com: N — ((§) +
1) =N—(¥)—1=CNN2 _ (N2 Na loja 2 o homem entrou
com (N2_2) e gastou % +1= %. Portanto o homem ficou com:

(N;Q) —( (NIQ)) = (2N7447N72) = (NZG). Na loja 3 o homem entrou com

w e gastou % +1= @ +1= %. Como o homem ficou
com zero reais concluimos que o dinheiro que ele entrou na loja 3 menos
o dinheiro que ele gastou na loja 3 é igual a zero: (1\747_6) — (%) =
0, M%Nﬁz) =0, 2N—-12—N-2=0, N = 14. Portanto, quando
o0 homem entrou na primeira loja ele tinha 14 reais.
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Problema 14. Vocé quer cozinhar um ovo por 2 minutos. Entretanto
vocé s6 possui 2 relégios de areia, um de 5 minutos e outro de 3 minutos.
Como vocé poderia colocar o ovo para cozinhar e tird-lo dentro de 2
minutos exatos? (www.somatematica.com.br/desafios)

Solugao. Vocé vira os dois reldgios de areia ao mesmo tempo. Quando
o de 3 minutos acabar vocé coloca o ovo e quando o de 5 minutos acabar
voce retira o ovo.

Problema 15. Quantos sdo os possiveis valores inteiros de x para que

2499 Seja um ntimero inteiro?
x+19 .
(www.somatematica.com.br/desafios)
Solugao. Podemos escrever a expressao da seguinte forma: iﬁg =

1+ %. Este nimero é inteiro se, e somente se, z 4+ 19 for divisor de
80. Como 80 tem 20 divisores inteiros, entao existem 20 valores de x.

Problema 15. A igualdade 3'90 4 7100 = 8100 ¢ verdadeira ou falsa?
(Kvant selecta: Algebra and Analysis, I, AMS, Vol.14, 1991)

Primeira Solugao. Vamos olhar para o iltimo digito dos niimeros do
lado esquerdo e do lado direito da igualdade: 3 ao quadrado é 9, 3 ao
cubo termina com 7, 3 a quarta poténcia termina com 1, 3 a quinta
poténcia termina com 3, 3 a sexta poténcia termina com 9, e assim
sucessivamente. Depois da quarta poténcia, o ultimo digito repete, e
assim o nimero 3'%° o Wltimo digito de 3%, a saber 1. Da mesma forma,
podemos verificar que o tltimo digito de 7'%° é 1, enquanto o ltimo
digito de 8'%0 ¢ 6. Portanto, a igualdade é falsa.

Segunda Solucgao. Observe que 3+ 7 é maior que 8. Mas 32+ 72 = 58
¢ menor que 82 = 64. Além disso, 3100 4 7100 = (32)50 4 (72)50 <
(3% + 72)°0 = 58%0 < 64°0 = 8190 Portanto, a igualdade ¢ falsa.

Terceira Solugao. O numero da esquerda é divisivel por 2, mas nao
é por 4. De fato, o quadrado de qualquer ntimero impar tem resto 1
quando dividido por 4, pois (2n + 1) = 4n? +4n + 1 = 4(n? +n) + 1.
A soma (3°%)2 + (7°%)2 tem resto 2, quando dividida por 4. Por outro
lado, 8190 ¢ divisivel por 4. Portanto, a igualdade é falsa.

Problema 16. Quantas sao as seqiiéncias de 10 termos, pertencentes
a {0,1,2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a zero?
(Matemadtica do ensino médio, Elon Lages Lima).
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Solugao. Chamando de x,, o nimero de seqiiéncias com n termos que
nao possuem dois termos consecutivos iguais a zero, o valor de x,, o serd
a soma de:

i) O ndmero de seqiiéncias de n + 2 termos que comegam por 1 e nao
possuem dois zeros consecutivos. Mas isso € precisamente igual a =11,
pois se o primeiro termo é 1, para formar a seqiiéncia basta determinar
os termos a partir do primeiro, o que pode ser feito de x,; modos.

ii) o niimero de seqiiéncias de n+ 2 termos que comegam por 2 e nao
possuem dois zeros consecutivos. Analogamente, isto é igual a x,,41.

iii) O ndmero de seqiiéncias de n + 2 termos que comegam por 0
é 2z, pois, havera duas possibilidades depois do zero. Logo, 412 =
2X Tpt1+2X Ty E facil ver que 1 = 3 e x5 = 8. Dai temos, x19 = 24960.

Problema 17. Prove que um quadrado perfeito n nunca deixa resto 7
quando dividido por 10. (Artur M.P.F)

Solucao. Como n é um quadrado perfeito, existe um p tal que, p? = n.
Representando p na base 10 temos, p = ag + a; x 10 4+ ag x 102 + -+ +
an—1 x 10"~ + a,, x 10™. Efetuando p? temos: p* = a3 + 10 x k, logo o
resto da divisio de n por 10 é o resto da divisao de a3 por 10, e como
ap € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, temos : 12 = 1,22 = 4, 32 =9, 42 =
16, 52 = 25, 62 = 36, 72 = 49, 82 = 64, 92 = 81,0% = 0, que nunca
deixard resto 7 quando dividido por 10.

3

Problema 18. Seja n um numero inteiro positivo. Prove que n°—n =k

é sempre um multiplo de 6. (Artur M.P.F)

Solugao. n®—n=nx(n?>-1)=nx(n+1)x (n—1). Suponha que n
nao é um multiplo de 2, isto implica que n + 1 e n — 1 sao multiplos de
2 e portanto, k é um multiplo de 2. Analogamente suponha que n nao é
um multiplo de 3, entao n = 3k 4+ 1 ou n = 3k + 2, com k& um nimero
inteiro. Sen = 3k + 1, n — 1 = 3k e portanto k£ é um multiplo de 3
também. Sen =3k+2, n+1=3(k+1) e k é um multiplo de 3. Em
qualquer hipétese k é um multiplo de 3 e um multiplo de 2, logo, k é um
miltiplo de 6.

Problema 19. O conjunto A possui quatro elementos e o conjunto B
sete elementos. Quantas funcoes f : A —— B existem? Quantas sdo
injetoras? (Matemadtica do ensino médio, Elon Lages Lima).

Solugao. Como os quatro elementos do dominio podem se ligar aos
outros sete sem restricao temos que o nimero de fungoes é 7T X7 X7 X7 =
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2401. Vamos agora calcular quantas sao injetoras. Vamos supor que B
tém quatro elementos, mas se isso fosse verdade entao é facil observar
que existiriam 4! fungoes injetoras, mas como B tem 7 elementos, esses
sete elementos podem ser combinados em grupos de quatro a quatro de
(combinagao de 7 elementos quatro a quatro) maneiras logo, o nimero
total de fungdes injetoras é: (combinacdo de 7 quatro a quatro)x4! =

Cx24= 510 x24="7x5x 24 = 840.

Problema 20. Uma pessoa vai comprar um presente e leva R$1200, 00
Quando lhe perguntaram quantos custou o presente, ela disse: “Sobrou
troco, mas nao direi nem o troco nem o prego do presente. digo apenas
que o prego do presente, sendo lido ao contrario é o valor de nove pre-
sentes e que o prego do presente é maior ou igual a R$1000,00”. Quanto
custou o presente? (Desafio/www.somatematica.com.br)

Solugao. O valor do presente é um nimero de quatro algarismos, sendo
1 o primeiro deles, o ultimo algarismo sé poderia ser o 9, pois s6 assim
poderiamos inverter o niimero e obter 9 vezes o primeiro. Assim, sabemos
que o numero é lab9. como 9bal é miltiplo de 9, 1ab9 também serd,
para que tal nimero seja multiplo de 9, a + b = 8, dos pares (a,b), que
satisfazem esta condigao e a condigao de que o preco seja menor que 1200
sao: (0,8), (1,7), testando ambos, chegamos que o prego do presente é
R$1089.

Problema 21. Sejam R;, Ry, Rj3 circunferéncias de raios respectiva-
mente r, 71 e 7y , com 0 < 71 < ro < r. As circunferéncias R1 e Ry, sdo
tangentes internamente a R em dois pontos distintos A e B e também tem
intersecao em dois pontos distintos. Mostre que o segmento AB passa
por um dos pontos de interseccao de R; com Rs, entao r = ry + ro. 1-
XV Garra Nazionale di Matematica (1999).

Solugao. Os tridngulos OAB, O1;AC e O;BC sao semelhantes, por-
tanto os lados opostos do quadrilatero OO10-C sao iguais e ele é um
paralelogramo e r = OA = 001 + O1A = 005 + O3B = 11 + 19.

Problema 22. Se p e 8p? + 1 sdo niimeros primos positivos, prove que
p = 3. (Olimpiada Cearense de matemadtica)

Solugao. Suponha por contradigao que p seja um ntmero qualquer da
forma 3 x k+ 1, entdo 8p> +1 = 2x (4p? — 1) +3 =2 x 2 xp+
1) x (2 x p—1) + 3, substituindo p temos : 2 x (2x (3 x k+1+4+1) x
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2x@Bxk+1-1)4+3=2x2xBxk+2)x(2x3xk)+3=
IX2x(Bx2xk+1)+1)x(2x (k)]+3=3x¢g+3=3x(¢+1),
onde g é a parcela entre colchetes, assim chegamos a uma contradigao
pois 8p? 4 1 serd um miltiplo de 3 e ndo serd primo. Analogamente se
prova para p = 3 X k + 2. Logo nos resta que p = 3k, mas como p é
primo entao k = 1 e portanto p = 3.

Problema 23. Ache todas solugdes reais positivas (se existir) de :
2 Hyed+ 22 =2 +y+z e a?+y?+ 22 = xyz (Olimpiada do
Canadd/http://www.cms.math.ca/Olympiads/CMO)

Solugao. Seja f(z,y,2) = (22 —z)+(y> —y)+ (23 —2), onde f(z,y,2) =
0.Sex, y, z > 1, entdo f(z,y,z) > 0 com igualdade somente se ¢ =y =
z =1. Mas se x = y = z, entao a segunda equagao nao sera satisfeita.
Logo em qualquer solugao do sistema, pelo menos uma das varidveis é
menor que 1. Sem perda de generalidade, suponha que z < 1. Entao
22 4+ y? + 22 > y? + 22 > 2yz > xyz. Sendo assim, o sistema nio tem
solugoes reais positivas.

Problema 24. Um ntmero positivo n é dito pratico se todo inteiro
positivo menor ou igual a n pode ser escrito como uma soma de divisores
distintos de n. Por exemplo, os divisores de 6 sao 1, 2, 3 e 6. Temos
entao,

1=1,2=2,3=3,4=1+3,5=2+3, 6 =6,

portanto 6 é pratico. (Olimpiada do Canadé: http://www.cms.math.ca/
Olympiads/CMO). Prove que o produto de dois ndmeros préticos é
também pratico.

Solugao. Considere p e ¢ praticos. Para qualquer k < pg, nés podemos
escrever: k =axqg+bcom0 <a <p,0<b<q. Como pe qsao praticos,
nés podemos escrever: a = ¢ + ... + ¢y, b = dy + ... + d,, onde os ¢;’s
sao divisores distintos de p e os d;’s sao divisores distintos de ¢q. Agora :
k=(c14...+em)xq+(di+...+dy) =1 Xq+...4+cmxXqg+di+---+d,.
Como qualquer ¢; X g e d; divide p x g. Como d; < ¢ < ¢; X ¢ para
qualquer 4, j, os ¢;’s e d;’s s@o todos distintos, concluimos entao que
p X q é prético.

Problema 25. Existem casas em volta de uma praca. Joao e Pedro
dao uma volta na praga, caminhando no mesmo sentido e contando as
casas. Como ndo comecaram a contar da mesma casa, a 5% casa de Joao
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é a 12% de Pedro e a 5% casa de Pedro é a 30% de Jodo. Quantas casas
existem em volta da praga?

Problema 26. Se a metade de cinco fosse nove, quanto seria a terca
parte de dez?

Problema 27. Pouco se sabe sobre a biografia de Diofanto, que foi um
notavel matemadtico da Antigiiidade. Tudo o que se conhece a respeito
dele foi extraido de sua sepultura, onde havia uma inscrigao composta
sob a forma de um exercicio matematico. Leia-o e descubra a idade que
ele tinha quando morreu.

“Caminhante! Aqui foram sepultados os restos de Diofanto. E os
numeros podem, 6 milagre! Revelar quao dilatada foi sua vida, cuja sexta
parte constitui sua linda infancia. Transcorrera % de sua vida, quando
seu queixo se cobriu de penugem. A sétima parte de sua existéncia,
transcorreu num matrimonio estéril. Passado um qiiinqiiénio, fé-lo feliz
o nascimento de seu precioso primogénito, o qual entregou seu corpo, sua
formosa existéncia, que durou apenas a metade da de seu pai, a Terra.
E com dor profunda desceu a sepultura, tendo sobrevivido quatro anos
ao falecimento de seu filho.”

Problema 28. Escrevendo todos os niimeros inteiros de 100 a 999,
quantas vezes escrevemos o algarismo 57

Problema 29. Determinar como 1000 moedas de 1 dinar foram dis-
tribuidas em 10 caixas do mesmo tamanho, numeradas e fechadas, de
maneira que:
a)A numeracao das caixas, de 1 até 10, foi feita em ordem estrita-
mente crescente, relativa ao conteiiddo de moedas que cada uma encerra.
b)E possivel fazer qualquer pagamento, de 1 a 1000 dinares, sem
precisar abrir as caixas.

Problema 30. A equacdo x2+px+¢ = 0 tem trés raizes reais distintas.
Prove que p < 0.

Solugao. Sejam x1,z2 e x3 as raizes da equagdo. Pelas Relagoes de
Girard temos:

1 +ax0+23=0 e T1To + T1X3 + Tox3 = P.
Logo,

(1 + 22 + :L'3)2 = xf + :z:% + :z:% + 2(x129 + 2123 + T223)
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of + a3+ a3
5 .
Como 1,2, 23 sdo distintos entdao x2 + 23 + 23 >0 e p < 0.
(XIV OBM Sénior, ver Olimpfadas Brasileiras de Matemaética, 92 a
162 | Problemas e resolucoes, SBM, 2003.

:>0:x?+x§+x§+2p<:>p:—

Esta secdo contou com a colaboragao de:

Artur Monteiro Prado Fernandes
Aluno do 32 série de Matemética/UFG
Bolsista da PROEC/2003.
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Classificados na X1/ OMEG, 2003

Nivel 1 (52 e 62 Séries do Ensino Fundamental)

e PRIMEIRO LUGAR
Alice Duarte Scarpa - Colégio Pré-Médico

e SEGUNDO LUGAR
Sdstenes Gutembergio Mamedio Oliveira - Instituto Presbiteriano de
Educagao
e TERCEIRO LUGAR
David Issa Matos - Colégio Crescer
Isadora Vianna Rodrigues - Instituto Maria Auxiliadora
e MENCAO HONROSA
Alexandre Ferrari Amaral - Externato Sao José
Arthur Marcus da Silveira - Colégio Objetivo
Cleuter Antonio Pigorelli Carneiro - Colégio Disciplina
Danilo Sulino Silveira Pinto - Colégio Disciplina
Felipe Giovanni de Moura Santos - Colégio Sol Nascente
Felipe Sales Nogueira Amorim Canédo - Colégio Nova Opgao
Guilherme Nogueira - Colégio Fonte de Luz
Maira Nunes Costa Neves - Instituto Presbiteriano de Educacao
Simone Alves - Ntucleo Educativo

Vaniele Guimaraes Carvalho - Educandario Nascentes do Araguaia
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Nivel 2 (72 e 82 Séries do Ensino Fundamental)

e PRIMEIRO LUGAR

Francisco Habib Issa Matos - Colégio Crescer
e SEGUNDO LUGAR

André Rodrigues Salerno - Instituto Presbiteriano de Educagao
e TERCEIRO LUGAR

Erick Assis Lima - Colégio Marista

e MENGAO HONROSA
Ana Paula Rodrigues de Magalhdes - Colégio Agostiniano
Cdssio Sobocinski Castro - Colégio Integrado Jad
Elissa Stein Naves de Brito - Colégio Marista
Erika Goulart Rodrigues - Instituto Presbiteriano de Educagao

Fernanda Toledo de Moraes Antoniolli - Educandédrio Nascentes do
Araguaia

Guilherme Augusto Sousa Alcantara - Centro Educacional Paulo
Freire-Anglo

Henrique Tadeu de Pina Jayme - Colégio Disciplina
Lais de Souza Meireles - Nicleo Educativo

Leto Miranda Garcia - Colégio Delta

Lucas de Oliveira Serra - Colégio Marista

Luiza Niron de Souza Melo - Colégio Agostiniano
Marcel Campos Guimardaes - Colégio Delta

Marco Thlio Soares Andrade - Colégio Marista
Milena Dias Vasconcelos - Instituto Presbiteriano de Educagao
Ney César de Melo Filho - Colégio Crescer

Nicolle Aratgjo Belchior Teizeira - Colégio Disciplina
Patricia Eliza Floriano de Carvalho - Colégio Einstein
Raquel de Oliveira Morais - Colégio Integrado Jao
Rodrigo Silva Miranda - Instituto Maria Auxiliadora

Sdvio Augusto Teizeira e Silva - Colégio Einstein
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Thalles Melo de Oliveira Lopes - Colégio Agostiniano
Vantuir Santos Junior - Colégio Intercom 2000

Vinicius Queiroz de Almeida - Colégio Disciplina

Nivel 3 (Ensino Médio)

o PRIMEIRO LUGAR

Guilherme Rodrigues Salerno - Colégio Visao

e SEGUNDO LUGAR
Gustavo de Souza Pinto - Colégio Progressivo
Leno Silva Rocha - Colégio Mega

e TERCEIRO LUGAR
Lidiane Pires Antoneli - Colégio Objetivo

e MENCAO HONROSA
Danilo Borim do Nascimento - Colégio Santa Clara
Ewerton Martins de Menezes - Colégio Anglo de Campinas
Hugo Alves Akitaya - Colégio Integrado Jad
Ivo Takao Futida - Colégio Agostiniano
Rafael Prudente Mamare - Colégio Visao
Ralph Canhete Ribeiro Silva - Colégio Visao
Thiago Carneiro Elias - Colégio Mega

14
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e

Noticias

>> Olimpiadas:

e A XIII Olimpiada de Matematica do Estado de Goids serd
realizada no dia 25 de setembro de 2004 das 13:30h as 17:30h, nos
campi da UFG de: Goiania, Catalao, Jatai e Rialma, nos campi da UEG
de: Anépolis, Iporad e Porangatu e Itumbiara.

Para participar a escola deve estar cadastrada. A ficha de cadastra-
mento e de inscri¢ao se encontram no final desta revista.

O cadastramento e as inscrigoes deverao ser enviadas a Coordenagao
de Olimpiadas, em Goiania, até 29 de agosto de 2004. Poderao
participar, por escola, até:

> 5 alunos no nivel 1 (52 e 62 séries do Ensino Fundamental);

> 5 alunos no nivel 2 (72 e 82 séries do Ensino Fundamental);

> 10 alunos no nivel 3 (Ensino Médio).

A selegdo dos alunos participantes na Olimpiada Regional fica a
critério da escola, podendo ser utilizada a prova da 12 fase da Olimpiada
Brasileira de Matematica - OBM para esta selegao.

e A 262 Olimpiada Brasileira de Matematica sera realizada nos
niveis 1, 2 e 3 em trés fases:

> 12 fase 05/06/2004 na escola;

> 22 fase 11/09/2004 na escola;

> 32 fase 16 e 17/10/2004, no Instituto de Matemdtica e Estatistica
da UFG.

Para participar a escola deve se cadastrar na Secretaria da OBM. A
ficha pode ser encontrada no site: www.obm.org.br

e A 262 Olimpiada Brasileira de Matematica - Nivel Uni-
versitario serd realizada em duas fase. A primeira fase serd em 11 de
setembro de 2004 e a segunda fase serd nos dias 16 e 17 de outubro de
2004 no Instituto de Matematica e Estatistica da UFG. Poderao parti-
cipar alunos de qualquer curso universitario.
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e A Olimpiada Internacional de Matematica é a mais importante
competicao internacional, realizada desde 1959. Participam dessa com-
peticao cerca de 100 paises de todo o mundo, representados por equipes
de até 6 estudantes secundérios ou que nao tenham ingressado na Uni-
versidade ou equivalente, na data da celebracao da Olimpiada. Este ano
a 452 IMO sera realizada no periodo de 17 a 26 de setembro na Espanha.

e VI Olimpiada Ibero-americana de Matematica Universitaria
serd em 6 de novembro de 2004.

> Para maiores informacoes sobre outras Olimpiadas de Matemética su-
gerimos os sites: http://www.obm.org.br ou http://www.sbm.org.br

>> Eventos:

e VIII Encontro de Matemadtica e Estatistica (XVIX Semana
da Matematica) em Goiania no periodo de 18 a 22 de outubro de 2004.
Maiores informacoes pelo telefone 521-1208, pelo e-mail eme@mat.ufg.br
ou no site www.mat.ufg.br.

e O Simpédsio de Matematica - XV Jornada de Matematica de
Catalao sera realizada no Campus Avancado de Catalao em outubro de
2004. Maiores informagdes com o professor Carlos Alberto Pereira dos
Santos pelo e-mail crsantos@mat.unb.br ou pelo telefone (0XX62) 447
56 42.

e O IT Encontro de Matematica e Educacao Matemaética de
Jatai (ENEM) serd realizada no Campus Avancado de Jatai em setem-
bro de 2004. Maiores informagoes com o professor Licio Aurélio Purcina
pelo e-mail lapurcina@bol.com.br ou pelo telefone 99 55 05 73.

e A VIII Jornada de Matematica de Rialma serd realizada de 13
a 17 dezembro de 2004 em Rialma. Maiores informagoes por e-mail:
jhilario@mat.ufg.br ou no site: www.mat.ufg.br/cursos/rialma.

> Para maiores informacoes sobre outros eventos sugerimos uma visita
em: http://www.sbm.org.br
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¥

Solucgoes das Provas da X1/ OMEG, 2003

Nivel 1

12 QUESTAO. Uma fragdo da forma %, onde m é um numero inteiro

positivo, é chamada de unitaria.

a) Calcule a soma das fracoes unitérias

1+1+1
2 3 15

59

~ ISR BRSNS [ 1,1 41
b) Calcule as fragoes unitdrias ;- e ;- tais que 5 + - + -~ = =5.

c¢) Escreva as fragoes % e % como soma de fragoes unitarias distintas.

Solugao apresentada por: Alice Duarte Scarpa.

a)
111 15 10 02 27 9
2 3 15 30 30 30 30 10
b)
1 1 59 35 24 12

m w70 70 70 35

m
O minimo multiplo comum de m e n deve ser 35, logo m =7 e
n =>5.
¢) Temos

5 10 1 1 1 11 4 1 1 1 1
===+t

T 2ttt BTttt
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22 QUESTAO. As figuras abaixo mostram uma folha de papel sendo
dobrada, um recorte na folha dobrada e o resultado do recorte. A figura
1 mostra a folha inteira, a figura 2 mostra a folha sendo dobrada no
segmento médio M N, a figura 3 mostra um corte numa folha dobrada
na forma de um tridngulo PQR retangulo em @ e a figura 4 mostra
a folha desdobrada mostrando o buraco na forma de um quadrildtero
(PQRQ’) com dois angulos retos, em Q e Q.

M
—

M| N
Figura 1 Figura 2
Q
:h S P R
P R
Figura 3 Figura 4

Figura 1.1: Recortes de folhas

Para responder cada um dos itens abaixo faca um desenho do recorte
a ser efetuado, como o da figura 3, e o resultado do recorte, como o da
figura 4.

a) Como devemos recortar a folha dobrada para termos um quadrado?
b) Como devemos recortar a folha dobrada para termos um tridngulo?

¢) Como devemos recortar a folha dobrada para obtermos um retangulo?

Solugao apresentada por: Alice Duarte Scarpa, David Issa
Mattos.
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2)

b)

c)

Corte a folha dobrada em um retangulo cuja altura tenha a metade
da largura.

Corte a folha dobrada na forma de um triangulo, com um lado
perpendicular a dobra.

Corte a folha dobrada na forma de um quadrado.

32 QUESTAO.

a)

Considere 3 baldes com capacidades de 8 litros, 5 litros e 3 litros.
Estando inicialmente o balde de maior capacidade cheio e os outros
dois vazios descreva um procedimento (transferéncia da dgua entre
os baldes) para que possamos dividir em duas partes iguais 8 litros
de 4gua usando apenas os trés baldes.

Considere 3 baldes com capacidades de 12 litros, 7 litros e 5 litros.
Estando inicialmente o balde de maior capacidade cheio e os outros
dois vazios descreva um procedimento para que possamos dividir
em duas partes iguais 12 litros de agua usando os trés baldes.

Solugao apresentada por: Alice Duarte Scarpa, David Issa
Mattos, Séstenes Gutembergio Mamedio Oliveira.

a)

Transfira toda a dgua do balde de 8 litros para os baldes de 5 e
de 3 litros. Depois transfira a dgua do de 3 para o de 8, deixando
o de 3 vazio. Coloque a parte da dgua do de 5 que cabe no de 3,
deixando o de 3 com 3 litros, o de 5 com 2 litros e o de 8 com 3
litros. Passe a agua do de 3 para o de 8, e do de 5 para o de 3,
assim o de 8 fica com 6, o de 5 vazio e o de 3 com 2. Passe a parte
que cabe do de 8 para o de 5 deixando assim: o balde de 8 litros
com 1 litro, o balde de 5 com 5 litros e o balde de 3 litros com 2
litros. Passe a parte que cabe do 5 para o 3, deixando-o com 4.
Passe o que hé no balde de 3 litros para o de 8 deixando assim: O
balde de 8 com 4 litros, o balde de 5 com 4 litros e o balde de 3
vazio.
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b) Transfira toda a dgua do balde de 12 litros para os baldes de 7 e
5 litros. Depois transfira dgua do balde de 7 litros para o balde
de 12 litros, deixando o de 7 vazio. Passe o que héd no balde de 5
para o de 7, deixando assim: o balde de 12 litros com 7 litros, o
balde de 7 litros com 5 litros e o balde de 5 litros vazio. Passe 5
litros de 4gua do balde de 12 litros para o balde de 5 litros. Passe
dois litros do balde de 5 litros para o balde de 7 litros. Passe o que
héa no balde de 7 litros para o balde de 12 litros, ficando este com
9 litros. Passe os 3 litros do balde de 5 para o balde de 7 litros,
ficando o balde de 5 litros vazio. Passe 5 litros do balde de 12 litros
para o balde de 5 litros, e passe 4 litros do balde de 5 litros para o
de 7, restando no balde de 5 litros apenas um litro. Passe 7 litros
do balde de 7 para o balde de 12 litros. Ficando este com 11 litros.
Passe 1 litro que restou balde de 5 para o de 7. Passe 5 litros do
balde de 12 para o de 5 e o que restou no balde de 5 para o de 7,
assim o balde de 12 e o de 7 fica com 6 litros.

42 QUESTAO. Determine o niimero fantasma de seis algarismos que esté
escondido na tltima linha. Nas trés primeiras linhas hd também nimeros
de seis algarismos e ao lado de cada um deles estd anotado quantos
algarismos hd em comum com o nimero fantasma: os nimeros na coluna
B (bom) indicam quantos estao colocados na mesma posigao no nimero
fantasma e na coluna R (regular) indica quantos algarismos estdo no
numero fantasma, mas em posi¢ao nao correta.

B | R
1 3 5 2 4 6 2 10
5 7 9 6 8 0 2 | 2
2 6 0 4 8 1 2 | 2
— = = = 6 | 0

nas outras posigoes s6 podem ser 7, 8, 9 ou 0, pois sao os Unicos que nao
estdao na primeira fila. Os ntmeros 1 e 2 foram escolhidos porque nas
suas colunas sé haviam nimeros da primeira fila, que seriam R se fossem
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52 QUESTAO. Seja m um nimero inteiro positivo formado por quatro
algarismos e n o nuimero escrito na ordem inversa dos algarismos de
m. Por exemplo, os nimeros 2476 e 6742 estao em escritos em ordem
inversa. Mostre que m + n é sempre um multiplo de 11.

Solugao apresentada por: David Issa Mattos.

Seja
m = 1000x A+100x B+10xC+D, n=1000x D+100xC+10x B+ A,
com A, B,C,D € Z. Escrevendo

m= (1001 x A—A)+(99x B+ B)+ (11 x C - C) + D,
n= (1001 x D— D)+ (99 x C+C)+ (11 x B— B) + A,

tem-se

m=1001 X A+99x B+11xC—-—A+B-C+ D,
n=1001xD+99xC+11xB-D+C—-B+A

Dai

m+n=1001 x A+1001 x D+99x B+99xC+11xC+11x B
=1001(A+ D) + 110(B + C),

e como 1001 e 110 sao multiplos de 11 segue o resultado.

62 QUESTAO. A policia prendeu uma dupla que cometera um delito em
conjunto e que a policia tem evidéncias suficientes da culpa de ambos,
mas nao possui elementos suficientes para incrimina-los. O promotor
estima que o tempo de prisdo para ambos deveria ser de 2 anos. O
delegado ird interrogar os dois prisioneiros, que nao tém possibilidade de
comunicagao na cadeia, e adota a seguinte estratégia: Para cada um o
delegado propGe o seguinte jogo: Se vocé confessar o crime implicando
0 seu parceiro e ele por sua vez nao confessar vocé saird livre enquanto
ele terd 10 anos de prisao. Se ambos confessarem o crime o tempo de
prisao serd de 05 anos para cada um. Se ambos ndo confessarem o crime
entdo vocés ficardo presos por dois anos.

O dilema de cada prisioneiro é o seguinte: qual a melhor estratégia
racional a ser adotada para minimizar seu tempo na cadeia, confessar ou
nao?
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Descreva a melhor estratégia para cada prisioneiro no jogo descrito
justificando claramente sua resposta.

Solugao apresentada por: Alice Duarte Scarpa, Isadora Vianna
Rodrigues.

Nao confessando o crime, podem ficar 2 ou 10 anos presos. Confes-
sando podem ficar nenhum ou 5 anos presos. Confessando o pior que
pode acontecer é ficar 5 anos presos e nao confessando o pior é ficar 10
anos. Confessando ha chance de libertagao e no caso de ambos confes-
sarem a pena é menor. Logo o melhor é confessar.

Nivel 2

12 QUESTAO. Uma fragao da forma %, onde m é um numero inteiro

positivo, é chamada de unitaria.

a) Calcule a soma das fra¢oes unitarias

1 n 1 n 1 i 1
2 3 15 115
b) Calcule fracoes unitdrias L e L tais que £ + L + 1 =38,

¢) Escreva as fragoes % e % como soma de fragoes unitarias distintas.

Solucao apresentada por: Vinicius Queiroz de Almeida.

2)

Lol 1 5 23 46 6627209
2 3 15 115 690 690 690 690 690 230
b) Sabendo que o denominador da fragao % é o minimo multiplo

comum (mmc) entre 2 e mais dois nimeros, estes podem ser 5 ¢ 7 e

1+1+1_35+14+10_59
2 5 7 70 70 70 70

Logo,m =7 e n=>5.
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¢) Como % tem denominador 7, 1 é uma parcela da soma procurada.

Considerando que outra parcela é 3, temos % + % = 2. Sabendo que

14-
10 5 1 : 5
= falta i1 Da soma anterior para dar = Logo,

5_1+1+1
77 2 147
11 1

Usando os mesmos argumentos para i3, sabemos que a fragao 73
é uma parcela da soma procurada. Considerando % e % como parcelas,
obtemos a soma %, que nao é equivalente a % Assim, vamos considerar
% e % como parcelas, temos a soma 22, Como 23 ¢é equivalente a %,

52" 52
acrescentamos 5—12 e obtemos,

1,11 1
13 2 4 52 13"

22 QUESTAO. Um n-miné é um poligono formado colocando-se n quadra-
dos justapostos através de seus lados. Abaixo temos desenhado um 3-

mind e um 5-mind. Em ambos casos a soma dos angulos internos é igual
a 720°.

Figura 1.2: 3-miné e 5-mind

a) Desenhe todos os 4-minds.

a) Qual o valor minimo da soma dos dngulos internos de um 4-mind.
E o valor maximo? Justifique a sua resposta.

¢) Qual o valor minimo da soma dos angulos internos de um n-miné?
Justifique a sua resposta.
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Solugao apresentada por: André R. Salerno, Erick Assis Lima,
Francisco H. Issa Mattos.

a) Desenhar 5 figuras, (considere congruentes as rotagoes das figuras)
sendo:

i) 4 quadrados um em cima do outro formando um retangulo vertical;

ii) 3 quadrados um em cima do outro e um no rodapé inferior for-
mando um L;

iii) 3 quadrados um em cima do outro e um colado no meio & esquerda;

iv) 2 quadrados um em cima do outro colados em outros 2 da mesma
forma na mesma altura, formando um quadrado grande;

v) 2 quadrados um em cima do outro e um no rodapé em cima do
outro.

b) Observe que na juncao de dois quadrados 4 dos dngulos retos desa-
parecem (pois dngulos rasos nao definem angulos internos nem vértices).
Assim, o valor minimo dos angulos internos de um 4-miné é 360°, e
ocorre no quadrado grande, figura i) e iv) do item a). O valor maximo
é de 12 x 90° = 1080°, e ocorre na figura 1.2 iii).

¢) O valor minimo da soma dos dngulos internos de um n—miné
é 360°, e ocorre, por exemplo, na configuracdo tipo i) e iv) onde se
empilham os n quadrados formando um retangulo.

32 QUESTAO. Seja m um numero inteiro positivo formado por quatro
algarismos e n o numero escrito na ordem inversa dos algarismos de
m. Por exemplo, os nimeros 2476 e 6742 estao em escritos em ordem
inversa.

a) Mostre que m + n é sempre um miltiplo de 11.

b) Generalize o item a) supondo um nimero inteiro positivo formado
por um ntmero par de algarismos.

a) Solucao apresentada por: Francisco H. Issa Mattos.
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Sejam a, b, c e d os algarismos do niimero m, assim:

m=ax10®+bx10°+¢cx 10" +d
=(1001 xa—a)+ (9 xb+b)+ (11 xc—c)+d
=1191 xa+9xb+c)—a+b—c+d

n=dx10°+¢x10°+bx 10" +a
=(990xd+10xd)+ (110 xc—10x¢c)+ (22 xb—12x b) +a
=11(90xd+10xc+2xb)+10xd—-10xc—12xb+a

m+n=11(91 xa+ 10 x b+ 10 x ¢+ 91 x d).

b) Solucao apresentada pela Comissao.

Seja m=ag+a10+--- —|—a2n+1102"“ en =dag,t+1 + aonl0+4 -+
a110%" + ap10%"*1, entdo

m+n =(ag + a2ny1)(10*" T 4 1) + (a1 + a2,)(10*™ + 10)+
(ag + a2n_1)(102n71 + 102) + -+ (an + an+1)(10"+1 + 10n)

m+n =(ao + azn 1) (1077 + 1) + 10(a1 + az,)(10°" " + 1)+
102(612 + aanl)(l()Q”*?’ +1) 4+ +10"(an + ant1)(10 4+ 1).

Usando inducdo finita, prova-se que 10271 4+ 1 ¢ miiltiplo de 11 para
todo n natural.
Portanto m + n é divisivel por 11.

42 QUESTAO. A policia prendeu uma dupla que cometera um delito em
conjunto e que a policia tem evidéncias suficientes da culpa de ambos,
mas nao possui elementos suficientes para incrimind-los. O promotor
estima que o tempo de prisao para ambos deveria ser de 2 anos. O
delegado ird interrogar os dois prisioneiros, que nao tém possibilidade de
comunicacao na cadeia, e adota a seguinte estratégia: Para cada um o
delegado propoe o seguinte jogo. Se vocé confessar o crime implicando
0 seu parceiro e ele por sua vez ndo confessar vocé saird livre enquanto
ele terd 10 anos de prisdo. Se ambos confessarem o crime o tempo de
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prisao serd de 05 anos para cada um. Se ambos ndo confessarem o crime
entdo vocés ficardo presos por dois anos.
O dilema de cada prisioneiro é o seguinte: qual a melhor estratégia
a ser adotada para minimizar seu tempo na cadeia, confessar ou nao?
Descreva a melhor estratégia para cada prisioneiro no jogo descrito
justificando claramente sua resposta.

Solugao apresentada por: Luiza N. de Souza Melo.

A melhor opgao seria confessar, pois se o outro prisioneiro nao con-
fessar ele corre sério risco de pegar uma pena de 10 anos de priséo.

52 QUESTAO. Usando os algarismos 1, 1, 2, 2, 3, 3 pode-se formar o
nimero 312132 que possui a seguinte propriedade: Entre os algarismos
1, temos um algarismo, entre os algarismos 2 temos dois algarismos e
entre os algarismos 3 temos trés algarismos.

a) Usando os algarismos 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4 forme um nimero
de 8 algarismos de modo que entre os algarismos ¢ (i = 1,2,3,4)
tenhamos ¢ algarismos.

b) Mostre que o problema andlogo ao anterior com os algarismos
1,1, 2, 2,3, 3,4, 4, 5, 5 mnao possui solugao.

a) Solugao apresentada por: Erick Assis Lima.

Como o numero deve ser formado por 8 algarismos, usando a pro-
priedade, primeiro coloca-se os dois 4 (os maiores algarismos), distando
um do outro 4 “casas”: 4 ____4 __,depoisosdois3: 4 _3 4 3
com a restri¢do de nao ser na casa 2. A seguir coloca-se os dois 2 (com a
restricao de nao ser na quarta casa e nem na segunda, pelo fato de que
os dois 1 devem ser colocados de tal maneira que distem 1 casa um do
outro podendo ser apenas a segunda e a quarta. Sobrando as casas 5 e

8 para os dois numeros 2. Ficando assim: 413124 3 2.

b) Solugao apresentada pela Comissao.
Seja a; a posicao do primeiro j que aparece no nimero. Entao a; +
(j + 1) é a posigao do segundo j. Assim

2n 2n

. 2n(2n+1
Sae=di= 2t (1.1)
k=1 k=1
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Mas
2n 2n n
Sar=2>"a;+Y j+n. (1.2)
k=1 k=1 j=1

De (1.1) e (1.2), temos

2n+1) n(n+1) 3n?—n
zzaﬁ t _pton

isto é,
3n -n
Z aj =

Como cada a; é inteiro, 3n* —n é divisivel por 4. Se n =5, 3n* —n = 70
que nao é divisivel por 4. Logo o problema nao tem solugao.

62 QUESTAO. Existem niimeros naturais n com a seguinte propriedade:
“n e 3™ possuem o mesmo algarismo das unidades.”
Por exemplo, 7 e 37 = 2187, 13 e 3'3 = 1594323; 27 e 3?7 =
7625597484987
Se colocarmos todos os niimeros inteiros positivos que possuem esta
propriedade ordenadamente em uma seqiiéncia crescente, qual é o nimero
de ordem 20037

Solugao apresentada por: André Rodrigues Salerno, Fran-
cisco H. Issa Mattos.

Observando a tabela:

n 112(3[4(5|/6|7|8]---136
algarismos das unidades de 3™ |3 |9 |7 1|39 |7 |1 | --- |1 [

Os numeros n que obedecem a propriedade sao 7, 13, 27, 33. O que
nos leva a dizer que os préximos serao 47, 53, 67,73, - - -.

Assim, 7 é o primeiro, 13 é o segundo, 27 o terceiro, vemos que se
a posigdo de um nimero dessa seqiiéncia for par, ele terminarda em 3 e
se for impar em 7. Os demais algarismos de n sdo sua posi¢ao menos 1,
por exemplo: o 242 niimero da seqiiéncia serd 233 pois 4 é par (portanto
as unidades serao 3) e 2341 é igual a 24. Assim o 2003° niimero serd
20027, porque 2003 é impar e 200241=2003.
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Solugao apresentada pela Comissao.

O algarismo das unidades é o resto da divisao do numero por 10.
Temos, 3' =0x10+3, 32=0x10+9, 3 =2x10+7, 3*=
8x10+1, 3°=24x10+3,---. Podemos comprovar que a partir de 3°
o resto se repete na ordem das 4 primeiras poténcias: 3, 9, 7, 1. Assim
os numeros naturais n com a propriedade citada sao: 7, 13, 27, 33,---,
e o numero de ordem 2003 é igual 20027.

Nivel 3

12 QUESTAO. Uma fragao da forma i, onde m é um numero inteiro, é
chamada de unitéria.

a) Calcule a soma das fragoes unitérias

1+1+1+1+1
2 3 15 115 230

59

~ o s 1 1 . 1 1 1 _ 59
b) Calcule fragdes unitdrias .- e - tais que 5 + -~ + - = =5.
5 11

c) Escreva as fragoes 2 e 13 como soma de fragdes unitdrias distintas.

d) Dado um ndmero primo p escreva a fragdo unitdria % como soma

de duas fragoes unitarias, isto €, resolva a equagao

1 1 1
- =—+—, m, n €N
p m n

Solugao apresentada por: Danilo B. do Nascimento.

a) Temos,
2 3 15 115 230 30 230 10 237 23"
b) Temos
m+n_1+1_59 1 24 12
mn m n 70 2 70 35
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c¢) Solugao apresentada pela Comissao.
Temos

5 10 1 1 1 1 4 1 1 1 1

7T 2t mTm T atiTmTe
d) Por célculo direto observamos que as tnicas solugoes sao: m =
n=2poum=p+1, n=pp+1).

22 QUESTAO. a) Paratodon > 1, n € N, mostre que %—i—i—f—%—i—- . ~+% >

3=

b) Mostre que 1+ 4 4+ 4 + -+ + 752 > 6.
Solugao apresentada por: Guilherme Rodrigues Salerno.

a) Paran = 2, %—&—i > % é verdadeiro. Para todo n maior que 2, % < %,
assim toda a soma é maior que %
b) Asoma1+%+-~-+2q% é maior que 1+ 34+ 2+ 4+ + 212 pois

1024
2 1 1. 4 1 1 1
Z<§+Z’ g<g+g+7+§,"',edemodogeral,
2m 1 1
ol Sgnpg T T gt

Como1+2%+2%+§—§+--~+22%:1+%-1O:6,temos

1+1+1+1+ +L>1+1+g+ +—512—
2 3 4 2003 2 4 1024

6.

32 QUESTAO. Seja A um tridngulo de lados a, b, e c e alturas hy
em relagao ao lado a, h, em relagao ao lado b e h, em relacao ao lado
c. Dizemos que A é um triangulo altitude se ele for semelhante a um
triangulo Ay, cujos lados sdo as alturas hg, hy € he.

a) Mostre que se A com lados a > b > ¢ é um tridngulo altitude entdo
a b c

he — hy — hg”

b) Mostre que A com lados a > b > ¢ é um tridngulo altitude se, e
somente se, b*> = ac.
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Solugao apresentada por: Gustavo de Souza Pinto.

a) Sendo a drea de A igual a A = %, quanto maior o lado, menor
é a altura em um mesmo tridngulo, pois sendo b (base) o lado e h a
altura relativa a esse lado, h = %. Assim, para uma mesma &rea (A),
quanto maior a base, menor é a altura. Sendo a > b > ¢, tem-se:
a>b— hy > hgeb>c— h.> hy, logo h. > hy > hg, sendo
he, hy € hg os lados de A. Fazendo a razao de semelhanga entre os lados
dos tridngulos A (tridngulo altitude de lados a > b > ¢) e Ay, (tridngulo
semelhante a A, com lados h, > hy > h,), tem-se:

a_b_c
he hy hg
~ o . a b c
b) Das relagoes para um tridngulo altitude — = — = — segue que
he hy  hg
c- hy a- hg
b= he =
hg ¢ c
Tem-se
a ha b- hb & hc
Ap = = =
2 2 2
- he
o que implica hy = ¢ b logo
. c-he a-hg,
. h,
b:Tf’ ou seja, 62:02~h—a:02~ hca =a-c,

assim prova-se que A com lados a > b > ¢ é um triangulo altitude se, e
somente se, b = ac.

42 QUESTAO. Considere um polindomio real p(z) = ax? + bx + ¢, a > 0,
possuindo duas raizes reais x1 e x3. Mostre que se |z;| < 1 (i = 1,2)
entdo —(a+c) <b< (a+c)ec? <a’

Solucao apresentada por: Lidiane Pires Antoneli.
Observe que:

T1+x2 =——,

Ty T2 =
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Como —1 < x1,z9 < 1, segue que —1 < < 1. De a > 0 tem-se

ISH e

—a < ¢ < a. Portanto, |c\ <aec?<a?

Observe ainda que p(1) = a+b+c= (a+c)+bep(—1)=a—b+c=
(a+¢)—b, ecomoa>0e|z;] <1,i=1,2, temos que p(1) > 0 e
p(—1) > 0 o que implica b > —(a + ¢) e b < a + ¢, respectivamente.

52 QUESTAO. Existem ndmeros naturais n com a seguinte propriedade:
“n e 3™ possuem o mesmo algarismo das unidades.”

Por exemplo, 7 e 37 = 2187, 13 e 3% = 1594323; 27 ¢ 37 =
7625597484987.

Se colocarmos todos os niimeros inteiros positivos que possuem esta
propriedade em uma seqiiéncia crescente, qual é o niimero de ordem
20037

Solugao apresentada por: Gustavo de Souza Pinto, Lidiane
Pires Antoneli.

a) Observando as primeiras poténcias de 3 e seus algarismos das
unidades obtém-se a seguinte seqiiéncia de niimeros com a propriedade
desejada:

7,13,27,33,47,53,67,73,87,93, - - - .

Os elementos de ordem impar da seqliéncia acima tém algarismo das
unidades igual a 7 e vale a seguinte regra: o n-ésimo termo da seqiiéncia,
com n {mpar, é dado por 10(n—1)+7. Assim o 2003° termo da seqiiéncia
é 10 - 2002 + 7 = 20027.

62 QUESTAO. Seja a > 0 um ndmero irracional e defina para todon € N
o numero inteiro |na| como sendo o maior inteiro menor que na. Por

exemplo, [V2] =1e [5v2] =T7.

a) Suponha 1 < a < 2, @ um ntmero irracional. Mostre que a fungao
f + N — N definida por f(n) = |na| ndo é sobrejetiva, isto é,
existe pelo menos um nimero natural p tal que p # f(n), para
todon € N.

b) Sejam « e 3 irracionais positivos tais que 1/a + 1/8 = 1. Defina
também g : N — N por g(n) = [n3]. Mostre que f(N)Ng(N) =10
e f(N)Ug(N) =N, onde f(N) ={f(n): n €N} eg(N)={g(n):
n € N}. Assim os conjuntos f(N) e g(N) definem uma particao em
N.
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c¢) Existe a > 0 irracional tal que f(n) = |[na| ndo seja injetiva, isto
é, existem nimeros distintos m, n € N tais que f(m) = f(n)?

Solugao apresentada pela Comissao.

a) Suponhamos 2 > « < 2. Neste caso tem-se |a] =1, [2a] =3¢
portanto 2 # f(n), para todo n € N.

Se 4 < a < 2 temse o] =1, [2a] =2, [3a] =4 e portanto
3 # f(n), para todo n € N. Em geral para Zﬁ <a< ”T'H tem-se que
fn)=ne f(n+1) =n+2 e portanto f nao é sobrejetiva.

b) Primeiro prova-se que f(N) N g(N) = 0. Seja f(m) = g(n) = k.
Logo,

kEk<ma<k+lek<nf<k+1pois ae g sao irracionais.

Portanto tem-se,

m <1<m n <1<n

k+1  « kK’ k+1 B "k
Assim obtém-se,

L‘F n <l+l<ﬂ_‘_ﬁ

k+1 k+1 o B  k Kk

Como 1 + % = 1 por hipétese obtém-se, JoHt < 1 < ™ que é
equivalente a k < m+n < k+ 1. Isto é uma contradicao pois encontra-
se um numero inteiro m + n entre dois niimeros inteiros consecutivos.

A seguir mostra-se que f(N) U g(N) =N.

Por contradigao suponha que exista um inteiro k tal que k # f(n), k #

g(m). Logo,

ma<k<k+l<(m+la nB<k<k+1<(n+1)g.

Repetindo o procedimento anterior obtém-se as desigualdades,
m<1<m+1 n<1<n+1
B " k+1

ko  k+17 0k
Somando as duas desigualdades,
m+n < 1 <1< m+n+2
k Q@ k+1
Logo, m+n <k <k+1<m+n+2 que é uma contradigao.
¢) Tomando a < 1/2 tem-se law < 1 e 2a < 1. Logo f(1) = f(2) = 0.
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Equacoes do Segundo Grau e Geometria
Plana

Ronaldo Garcia

Resumo. Neste artigo sao obtidos resultados relacionando
a geometria do triangulo, dos poligonos convexos e das
coOnicas com as equagoes do segundo grau.

1.1 Introdugao

A geometria euclidiana plana é fonte secular de problemas de matema-
tica de variados graus de dificuldade. A sua sintese e resultados in-
spiraram por varias geracoes grandes descobertas, inclusive a geometria
nao euclidiana. O desenvolvimento da geometria no periodo grego foi
um grande marco. Os conceitos de distancia e angulo sao tao atuais
quanto a vinte e seis séculos atras.

Neste pequeno artigo, direcionado a alunos do ensino fundamental
e médio, recordamos alguns conhecimentos cldssicos e apresentamos, no
contexto da geometria plana, alguns assuntos que continuam sendo de-
senvolvidos com técnicas mais sofisticadas de andlise, dlgebra e geome-
tria. Para uma apresentacao dos conhecimentos atualmente ensinados
no ensino médio sugerimos ao leitor consultar os livros citados na bibli-
ografia, [6].

1.2 Relagoes métricas no triangulo

Nesta secao recordamos algumas relagoes métricas do triangulo.
Considere um tridngulo de lados a, b e ¢ com angulos internos «, 3 e
. Veja figura 1.1. Definimos o semi-perimetro, s, do tridngulo A(a, b, ¢)
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Figura 1.1: Tridngulo A(a, b, ¢) com angulos internos «, 3, .

por s = (a + b+ ¢)/2. Temos os seguintes resultados que deixamos a
cargo do leitor certifica-los.
AQ

a® = b? 4 ¢? — 2bccos (Lei dos cossenos)

s(s —a)(s—b)(s—c¢) (Férmula da Area ou de Héron)

b
a ¢ (Lei dos senos)

sena  senf3  senry

I b2+ c? —a? ota® s(s—a)

C = C — = RS S A—
g A 935 (s —b)(s —c)
a  [(s=b)(s—c) a  [s(s—a)

TN T e OGNV T e

(1.1)
Relagoes analogas para os angulos § e v sao validas. Para um estudo
mais apurado de geometria elementar sugerimos o leitor as seguintes
referéncias, [1], [2] e [7].

1.3 Deslocamento paralelo ao triangulo A

Dado um tridangulo A = A(a,b,c) e nimero real r > 0 consideramos o
conjunto dos pontos p € R? tais que

d(p,A) =,

onde d(., A) denota a distancia de p ao tridngulo A e a mesma é definida
como sendo a menor distancia de p aos vértices e aos segmentos de retas
suportes do triangulo.
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Como o tridngulo A delimita duas regides no plano, o mesmo possui
duas orientagdes (interna e externa) e temos que {p € R? : d(p,A) =
r} possui duas componentes conexas, AT(r) e A™(r); as quais saos
chamadas de deslocamentos paralelos de A. Mais precisamente temos,

Lema 1. Seja A = A(a,b,c) um triagngulo. Entao:

i) Para todo r > 0 o conjunto A*(r) é formado de segmento de
retas e arcos de circunferéncias (circulos) e estd contido na regido
exterior ao triangulo A.

ii) Para r > 0 pequeno, o conjunto A~ (r) é um tridgngulo semelhante

a A e estd contido na regiao interna ao triangulo A. Veja a figura
1.2.

NG —

Figura 1.2: Conjuntos A™(r) e A™(r) equidistantes ao triangulo A.

Demonstragao. Para cada ponto de p € A consideramos um circulo cen-
trado em p e raio r, o qual denotamos por Cp(r). Os conjuntos A™(r)
e A~ (r) sdo as componentes conexas do envelope da familia de circulos
{Cp(r) : p € A}. Relembramos que o envelope é, intuitivamente, o con-
junto tangente & familia considerada. Claramente o conjunto A™(r)
¢ formado de segmentos de retas paralelas aos lados do triangulo A e
de arcos de circulos que faz a concordancia com estes segmentos. Veja
figura 1.3.

J& o conjunto A~(r) é formado somente de segmentos de retas e
define um tridngulo. Observamos que os vértices de A~(r) estdo nas
bissetrizes dos angulos de A e a distancia r dos lados de A. Logo,
pelas propriedades de semelhanca de tridngulos conclui-se que A~ (r) é
semelhante a A. O

Observacao 1. Sugerimos ao leitor uma consulta ao livro de J. Lucas,
[7], para um estudo sobre as congruéncias e semelhancas de tridngulos.
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X SET525
< 15,45:\

YA R aaTaTaTav R A
(EREXRA000000 DY)

Figura 1.3: Envelope de circulos que definem os conjuntos AT (r) e
A~ (1), equidistantes ao triangulo A.

Observagao 2. Observamos que a operacdo de deslocamento paralelo
ndo é simétrica. Por exemplo, o deslocamento paralelo de A™(r) nao
tem A como uma das componentes conexas do envelope associado.

Proposicao 1. Seja A a drea da regido delimitada pelo triangulo A e
s=(a+b+c)/2 o seu semi perimetro. Entao:

i) A drea da regiao delimitada por AT (r) é A+ 2sr + wr.
ii) A drea da regigo delimitada por A= (r) é A — 2sr+ %7“2.

Demonstragdo. Consideramos as figuras 1.2 e 1.4. O acréscimo em &rea
a regiao delimitada por A corresponde a de trés retangulos cujas bases
sao os lados do triangulo A e altura r e de trés arcos circulares de raio
r e angulos centrais iguaisam —a, 1 — G em — 7.

Portanto a drea de A*(r) é dada por

1
A+r(a+b+c)+§7“2(7T—a+77—ﬁ+77—7).

Como a + 4 v = 7 segue o resultado do item i).
A drea de A~ (r) é dada por

A—r(a—hy—he) —r(b—hg —he) — (¢ — hg — hp) — rhg — rhy — The
=A—r(a+b+c)+r(hg + hy + he),

onde denotamos por h,, hy e h. os lados dos triangulos formados nos
vértices, veja figura 1.4.
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\j\
(o

Figura 1.4: Conjuntos A™(r) (esquerda) e A~(r) (centro e direita) na
vizinhanga dos vértices (dngulo agudo e obtuso) do tridngulo A.

Observamos que h, = rcotg(5), hy = 7"cotg(§)7 he = reotg(3).
Logo a drea de A~ (r) é dada por:
A—(a+b+o)r+ r2[cotg(%) + cotg(g) + cotg(%)].

De (1.1) temos que

cotg(%)—l—cotg(g) + cotg(%) =

B s(s—a) s(s—b) s(s—c¢)
‘Ws—b)(s—c) +\/<s—a><s—c> +¢<s—a><s—b>

82 2

Vs(s—a)(s—b)(s—c) A

O

Corolério 1. O raio do circulo inscrito a um triangulo A(a,b,c) ér
A

S

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 1 a drea do triangulo A~ (r) é igual a

2 2
s (A—sr)
A—2sr+ =22 "1
T A

Temos que a area da regido delimitada por A~ (r) é igual a zero
quando A~ (r) reduzir a um ponto, digamos py. Pela definigdo py é
equidistante aos trés lados de A e é o incentro associado. Portanto
A = sr er éoraio do circulo inscrito. O
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1.4 Deslocamento paralelo a um poligono convexo

Nesta secao generalizamos o resultado da secao 1.3 para poligonos con-
VeXos.

Proposigao 2. Seja A a drea da regidgo delimitada por um poligono
convezxo A e L o seu perimetro (comprimento). Seja AT(r) = {p €
R%\ int(A) : d(p,A) = r}. A drea da regiio delimitada por A*(r) é
A+ Lr + 7r?.

Demonstra¢ao. Sejam a; os lados do poligono A, «; os dngulos internos
e 3; os correspondentes angulos externos. De forma andloga ao caso do
triangulo a contribui¢ao angular de area, correspondente a cada vértice
do poligono, é 1r?(m — a;) = 37°3;. Logo a drea de AT (r) serd:

1

A+ T(Z a;) + 5#(2 3:).
(2 7

Como ), 3; = 27 (soma dos angulos externos de um poligono convexo)

segue o resultado. O

Observacao 3. A funcio Area (AT (r)) = A+ Lr + w2 é geome-
tricamente correta apenas para v > 0. Especulando que o seu discrimi-
nante seja positivo obtemos a sequinte inequacdo L? —4mwA > 0. De fato
esta inequacdo € sempre verdadeira e € de fundamental importancia em
matemdtica, conhecida como desigualdade isoperimétrica. Veja [4].

Proposicao 3. Seja A a drea da regidgo delimitada por um poligono
convero A de dngulos internos o; e L o seu perimetro (comprimento).
Seja A=(r) = {p € int(A) C R? : d(p,A) = r}. A drea da regido
delimitada por A= (r) é A — Lr+ [}, cotg(%:)]r?.
Demonstracdo. Denotamos por a; os lados do poligono A e por «; 0s
angulos internos correspondentes aos seus vértices.

Analogamente ao caso do tridngulo a drea de A~ (r) é obtida a partir
da drea de A subtraindo as dreas dos n retangulos de altura r e bases
a; —h; —h;+1 e dos 2n tridangulos de base r e altura h;. Portanto temos,

A—T(al_hl—h2)—’r‘(a2—hQ—hg)—--'—(an—hn—h1)
—(rhy +rha+ -+ rhy)

—A-— T(Z a;) + T(Z hi),
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onde denotamos por h; os lados dos triangulos formados nos vértices,
veja figura 1.4. Como h; = rcotg(5) segue o resultado.
O

Observacao 4. O coeficiente Y ;| cotg(S) para o cdlculo da drea de
A~ (r) em geral nao tem uma simplificagao simples como no caso do
triangulo. Isto ocorre porque n lados nao determinam univocamente o
poligono quando n > 3. Somente para n = 3 temos rigidez, i.e., 0s
angulos internos e externos do triangulo sao determinados pelos seus
lados.

1.5 Conjuntos Equidistantes no Plano

Os resultados anteriores nos sugerem considerar outras situagoes geomé-
tricas no plano euclidiano. Nesta secdo iremos definir a parabola, a
hipérbole e a elipse usando os conceitos de conjuntos equidistantes.

Comegamos observando que o conjunto equidistante a duas retas
concorrentes no plano é uma reta, denominada bissetriz. O conjunto
equidistante a dois pontos é uma reta chamada mediatriz e o conjunto
equidistante a dnico ponto é um circulo ou circunferéncia. Observamos
que nao fazemos diferencga entre circulo e circunferéncia.

Proposicao 4. Considere dois circulos Co(r) € Cp(R). Defina o con-
junto E(r,R,a,b) = { p € R? : d(p, Ca(r)) = d(p,Cys(R)) }.

i) Suponha que Co(r) e Cp(R) sejam disjuntos e que nao possuem
regido interior em comum, entdo E(r, R, a,b) € um ramo de hipér-
bole.

ii) Suponha que Co(r) e Cy(R) sejam disjuntos e que possuam regido
interior em comum, entio E(r,R,a,b) é uma elipse se a #b e é
um circulo de raio 1(r + R) quando a = b.

iii) Considere uma reta £ disjunta do circulo Cq(r) e considere o con-
junto E(r,a,l) = { p € R? : d(p,C,(r)) = d(p,¢) }. Entdo
E(r,a,l) é uma pardbola.
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Figura 1.5: Ramo de hipérbole, elipse e pardabola

Demonstragao. Na situagao descrita no item i) temos que d(p, Co (1)) =
|p —a| —r, onde |p — a| é a distancia euclidiana entre p e a. Também,
d(p,Cy(R)) = |p — b] — R. Logo d(p, Cy(r)) = d(p, Cv(R)) se, e somente
se, [p—al—r = |p—b|— R que é equivalente a [p—b|—|p—a|=R—r. A
equacao anterior é exatamente a definicdo geométrica de hipérbole: “é
o lugar geométrico tais que a diferenca entre as distancias a dois pontos
fixados € constante.”.

Na situagao descrita no item ii) temos que d(p,Co(r)) = |p—a|—1e
d(p,Cy(R)) = R — |p — b|. Logo d(p,Cy(r)) = d(p, Cp(R)) se, e somente
se, [p—a|—r=R—|p—b| que é equivalente a [p—b|+ |p—a] = R+,
Esta equagao é a definigdo geométrica da elipse: “é o lugar geométrico
tais que a soma das distancias a dois pontos fizados € constante.”.

Na situacao descrita no item iii) temos que d(p, Cy(7)) = |p — a| —
r. Logo d(p,Cy(r)) = d(p,f) se, e somente se, |p —a| —r = d(p,?)
que é equivalente a |p — a| = d(p,¢) +r = d(p, Z), sendo ¢ uma reta
paralela e uma distancia r de ¢. Esta equacao ¢é a definicao geométrica
da parabola: “€ o lugar geométrico tal que a distancia a um ponto e uma
reta € constante.”.

O

A demonstracio da proposicio a seguir é um exercicio elementar de
algebra (eliminagao de radicais) e serd confiada ao leitor atencioso.

Proposicao 5. A equacdo candnica da hipérbole é uma equagao do se-
gundo grau da forma
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A equacdo candnica da elipse € uma equacdo do sequndo grau da
forma , ,

Tl
a b2

A equagdo canénica da parabola € uma equagdo do sequndo grau da

forma
y = ax?.

Observagao 5. As formas candnicas acima relacionam de forma evi-
dente a dlgebra com a geometria analitica. E comum nos livros textos a
apresentacao das conicas (elipse, hipérbole, pardbola) a partir das suas
correspondentes equacgoes algébricas. Esta relagao algebra x geometria
€ um capitulo importante dos Fundamentos e Histéria da Matemaética.

Também observamos que as conicas desempenharam papel central na
determinacao, pelos fisicos e astronomos, da orbita e periodo do movi-
mento da terra em relagao ao sol. Lei da Gravitacdo Universal de New-
ton, Leis de Kepler, Problema dos n corpos, Teoria da Relatividade de
Einstein, etc. Veja por exemplo [3] para uma introdugdo ao assunto.

Finalmente observamos que as propriedades focais da elipse sdao fun-
damentais no estudo dos bilhares.

Para finalizar esta secdo apresentamos o seguinte problema classico.
Problema: Dado uma reta L no plano consideramos dois pontos Fy e
F5 num semi plano definido por L. Determine um ponto P € L tal que
d(P, Fy) + d(P, Fy) seja minimo?

A solugao mais comum deste problema consiste em refletir F; em
torno de L e tracar uma reta L; ligando este ponto refletido ao ponto
Fy. A interseccdo L N Ly é o ponto Py procurado.

Uma outra solugao consiste em tomar uma familia de elipses E) com
focos F e Fy. A elipse E), tangente a reta L tem a seguinte propriedade.

“Se P = E,, N L, entdo os segmentos PF; e PF, formam angulos
iguais com a reta L.” Portanto P = P;. Justifique!

1.6 Conclusao

Espero que este artigo seja oportuno para o leitor, especialmente para os
alunos do ensino médio, e que também possa ser usado pelos professores
como fonte de material complementar para o ensino dos conceitos aqui
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apresentados. Num préximo trabalho pretendemos explorar conceitos
introduzidos neste artigo e generalizar varias nogoes geométricas.

Por exemplo, deixamos para o leitor investigar as estruturas geomé-
trica e algébrica do conjunto de pontos p € R? tais que

d(p7 Cl) =+ d(pa 62) + d(p7 C3) = Cte7

onde ¢1, c2 e c3 sao trés pontos dados e d(p,q) = |p — q| é a distancia
entre dois pontos. Observamos que em varios casos analisados obtivemos
que este conjunto é convero. Além disso, analogamente as cOnicas, este
conjunto também pode ser definido em temos de distancias a circulos
com centros nos pontos ¢; e de raios apropriados.

Outra nogao que apresentamos ao leitor é a definicao de distancia
média de um ponto a um conjunto. Dados n pontos ¢; no plano conside-

ramos o conjunto finito C' = {c1,ca,...,cn-1,¢,} € definimos
1 n
=1
Assim a elipse é o conjunto de pontos do plano tais que a distancia
média ao conjunto de dois pontos (focos) é constante.
Quando o conjunto C' considerado for um continuo definimos a funcao

f:C =R, f(z)=dpz)e

o (p,C) = /C f(@)da/ /C dr,

onde dx representa a medida apropriada e a formulagao do conceito e-
xige conhecimento do Célculo Diferencial e Integral, veja [5]. No caso
mais simples quando C' é unidimensional e tem comprimento finito, dx
representa o elemento de comprimento.

Por exemplo, para C = [a,b] x {0}, a # b e p = (0,¢) temos que

b+ Vb2 + 2 }
a+vVaZ+e2

Se D = {(x,y) : 2> +y?> <1} e p € D, por exemplo p = (1,0), temos
que dy,(p, D) = S—Q = 1,131768484.... De fato, neste caso

s

1 1 v 1—x2 5 5 32
—1J—V1—2z2

dm(p,C) = %a)[b\/lﬂ +—ava?+ 2+ Aln

2(b
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onde m = Area(D).

Para obter o resultado acima é necessario o conhecimento de Célculo

Diferencial e Integral de Fungoes de Varias Varidveis.

Para C' = {(z,y) : 22 +y?> = 1} e p = (0,0) temos que d,(p,C) = 1.

Para finalizar desafiamos ao leitor a definir e a calcular d,,(p,C) para

p=(0,0)e C={(z,y): 2> +y* < 1}.
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Geometria e Algebra: Construcoes
Geométricas Possiveis e Impossiveis

Edméia Silva & Marcelo Souza

Resumo. Neste artigo trataremos de alguns problemas
classicos da Geometria, relacionados com a trissecao de um
angulo qualquer, a duplicacao de um cubo, e a quadratura
de um circulo. Veremos que usando a Algebra podemos
provar que estas construgoes sao impossiveis usando régua
sem marcas e compasso.

1.1 Introducao

Neste artigo apresentamos uma conexao entre a Geometria Plana e a
Algebra, através do topico construgoes geométricas que estd relacionado
com polinémios irredutiveis e extensoes quadraticas de corpos.

Durante um curso de Geometria I vimos que dados segmentos de
medidas a,b, o segmento va? + b2, corresponde & hipotenusa de um
triangulo retangulo de catetos a e b, e sua construgao se reduz ao tracado
de segmentos perpendiculares. Uma pergunta que surge entao € a seguinte:
quais condigoes garantem que se pode construir segmentos via régua e
compasso? Veremos uma forma de responder a esta pergunta. Vale
destacar que Gauss, aos 17 anos de idade, investigou a construgao de
p-gons regulares, que sao poligonos regulares de p lados, onde p é primo.
A construcao era até entdo conhecida apenas para p =3 e p = 5. Gauss
descobriu que o p-gon regular é construtivel se, e somente se, p é um
primo da forma 22" + 1, chamado Primo de Fermat. Os cinco primeiros
primos de Fermat sao: 3, 5, 17, 257, 65.537. Na verdade, estes sao os
tinicos primos de Fermat conhecidos, até hoje. Em 1732, Euler fatorou
22" +1 = 641 x6.700.417, mostrando que para n = 5, 22" +1 nao é primo.
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Trataremos de alguns problemas classicos da Geometria, relacionados
com a nao possibilidade de se construir segmentos, utilizando uma régua
sem marcas e um compasso, a saber: a trissecao de um angulo qualquer
dado, a duplicacdo de um cubo dado (entenda duplicar seu volume), e
a quadratura de um circulo dado (construir um quadrado com mesma
area do circulo dado).

1.2 Corpos e Extensoes Quadraticas.

Para moldar nossas idéias devemos comegar examinando um pouco das
construgoes cldssicas. A chave para um entendimento mais profundo estéd
na traducao dos problemas geométricos para uma linguagem algébrica.
Problemas de construcao geométrica sao do seguinte tipo: um certo
conjunto de segmentos de reta é dado, e um ou mais segmentos sao
procurados. Os segmentos podem aparecer como lados de um triangulo
a ser construido, como raio de circulo, ou como coordenadas cartesianas.

Por simplicidade vamos supor que queremos construir um segmento
x, a partir de outros segmentos dados. A construcao geométrica implica
em resolver um problema algébrico do seguinte tipo:

i) primeiro devemos encontrar uma equagao entre a quantidade = e
as quantidades dadas;

ii) a seguir, encontrar o valor de z resolvendo a equagao;

iii) finalmente devemos determinar se esta solu¢do pode ser obtida por
um processo algébrico que corresponda a uma construcao usando
régua sem marcas € compasso.

Se dois segmentos a e b sdo dados, cujas medidas representarao tanto
0 segmento quanto a sua medida em relagao a um segmento “unitario”,
entao é facil construir soma, subtragao e multiplicacao por racional:

a+b, a—0>b, r-a.

De fato, sobre uma reta suporte marcamos A e C, com AC = a, e
com a ponta seca do compasso em C' e abertura b obtemos B de modo
que C pertenga ao segmento AB. Dai teremos AB = a + b. Para a
diferenca basta considerar B no segmento AC' que teremos AB = a — b.
(Fig. 1.1).
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Figura 1.1:

Vejamos agora como construir r - a, 7 = 7, m,n € Z,n # 0. Que-
remos construir x = r-a = - a, logo z satisfaz a equagao ;- = 2,
e sua construcao pode ser feita usando semelhanca de triangulos, da
seguinte forma: trace um angulo agudo e sobre os seus lados marque n
e a no mesmo lado e m no outro, em seguida trace um segmento ligando
a extremidade de n a extremidade de m, e um segmento paralelo ao
anteriormente construido passando pela extremidade de a. O segmento

obtido do mesmo lado de m serd = (Fig.1.2).

n a

X

Figura 1.2:

De modo analogo, dados segmentos a e b, é possivel construir os
segmentos ab e ¢. Para construgao de x = \/a utilize um segmento
unitario DB, com DB = 1, e um segmento AD, com a = AD, para
formar o diametro AB = AD + DB de um semi-circulo. Levante uma
reta perpendicular a este diametro passando pelo ponto D e obtenha o
ponto de intersecao desta reta com o semi-circulo, denotando este por
C, teremos que CD = x é a altura relativa ao vértice C' no tridngulo
retangulo ABC. De fato, AD e DB sao projegoes dos catetos AC e CB
sobre a hipotenusa AB, e das relagdes para tridngulo retangulo temos

que AD - DB = AD" (Fig. 1.3).
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Figura 1.3:

Destas consideragoes segue-se que de quaisquer segmentos dados pode-
mos construir qualquer quantidade que é expressa em termos destes, por
repetidas aplicagoes, em numero finito, de adig¢oes, subtragoes, multi-
plicagbes e divisdes. Um conjunto de nimeros F tais que: o — 3 €
F, -3 € IF,% € F,a # 0, Yo, € F, é dito corpo. Como exemplo
citamos o conjunto dos numeros racionais Q, dos reais R, e dos niimeros
complexos C.

Dizemos que um corpo K é uma extensao de um corpo F se K contém
F. Por exemplo, R é uma extensao de Q.

Dado « € F tal que v/a € F, o conjunto F[\/a] = {a + by/ala,b € F}
é um exemplo de subcorpo de R, ou seja, um subconjunto que com as
mesmas operagoes do corpo é também um corpo. Este é denominado
corpo da adjungéo de /o a F. Observamos que:

a) Se x = a + by/a, x # 0, entéo

1 b
- = a - \/aa

z  a?—ab? a? — ab?

onde a? — ab?® # 0, pois caso contrario teriamos o € F.

b) F[\/a] é o menor corpo que contém F e /a. De fato, se L é um
corpo tal que F C L e /a € L, entdo a + by/a € L,Va,b € F. Portanto
Fl\/a] C L.

Dizemos que F[\/a] é uma extensao quadrética de F.

Fagamos agora a seguinte pergunta:

O que tém em comum os trés problemas classicos da Geometria grega:
a trissecao de um angulo qualquer 6, a duplicagao de um cubo de aresta
a, e a quadratura de um circulo de raio a?

Resposta: Estes problemas da Geometria grega nao tém solugao, isto
é, eles nao sao resolvidos, em geral, por meio de régua sem marcas e de
um compasso, e como veremos ao longo deste trabalho, eles estao rela-
cionados com o problema de se construir, a partir de um dado segmento
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a, oS segmentos: y; = acos%, Yo = av/2, Y3 = a\/7.

Vamos agora definir um nimero real construtivel.

Seja F um subcorpo qualquer de R. O conjunto P = {(z,y)|z,y € F},
é dito plano de F.

Uma reta que contém dois pontos de P tem uma equacao da forma
ax + by + ¢ = 0, onde a,b,c € F. Uma circunferéncia C' em P é uma
circunferéncia cujo centro (£,7) € P e cujo raio r € F e é dada pela
equacao (z—&)2+(y—n)? = r? que é equivalente a 2 +y?+az+by+c = 0,
onde a = =26, b= —2n, c =& +n? —rZ

As seguintes operagoes em P:
(I) Intersegao de duas retas em P;
(IT) Interse¢ao de uma reta em P e uma circunferéncia em P;
(ITI) Intersegdo de duas circunferéncias em P,

sao ditas operacoes elementares em P.

Observe que a operagao (IIT) pode ser vista como a operagao (II), pois
seCr: 2?24+ y? +arx+biy+c =0eCo: 224+ 9y2 +agx+boy+cy =0,
sao duas circunferéncias em F que se interceptam, temos a intersecao
estd sobre a reta r1 : (a1 — ag)x + (b — ba)y + (c1 — c2) = 0, e pode ser
obtida pela intersecao de C; ou Cy com ry.

Definicao 1. Um ponto A € R? ¢ dito construtivel a partir de P se
€ possivel determinar A através de um numero finito de operacgdes ele-
mentares em P. Um nimero real o € dito construtivel se o ponto («,0)
€ construtivel.

O conjunto F = {a € R|a é construtivel} é um corpo, pois se «, § €
F, entao o £ 3 € T, aﬁeFe%EF,B;AO.

Proposicdo 1. Dados o, € R, o ponto (a, ) € construtivel se, e
somente se, a e (3 sao construtiveis.

Prova: Suponhamos que («, 3) é construtivel, logo em um sistema
de coordenadas cartesianas retangulares xoy podemos, usando régua e
compasso, tragar por («,3) uma reta paralela ao eixo = e outra paralela
ao eixo y, obtendo assim na intersegdo com o eixo z o ponto («,0), e
com o eixo y o ponto D = (0, 3). Agora com centro em O = (0,0) e raio
OD obtemos o ponto (3,0) (Fig.1.4 (a)).
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(o B) R G

Figura 1.4:

Supondo agora que « e 3 sao construtiveis, temos que o ponto («, )
é obtido pela intersecdo de C : (z — a)? + y? = ? (circunferéncia de
centro (a,0) e raio |3]) com a reta x = « (paralela ao eixo y passando
por (a,0)) (Fig. 1.4 (b)). O

Por definicao, um nimero real a > 0 é construtivel a partir de Q,
o corpo dos nimeros racionais, se podemos construir um segmento de
comprimento « através de um ntumero finito de aplicagoes das operacoes
elementares (I) e (II). Uma extensao F de Q é dita extensdo construtivel
a partir de Q se todo a € F é construtivel a partir de Q.

Sabemos que se a > 0 é construtivel, /o também o é. Assim se F é
uma extensao construtivel de Q e se @ € F é tal que \/a ¢ F, a extensao
quadratica F[\/a] = {a + by/a|a,b € F} é uma extensao construtivel de
F, e conseqiientemente uma extensao construtivel de Q.

Vejamos agora que se « é construtivel existe uma extensao F con-
strutivel a partir de Q, tal que o € F[\/7], onde y € F e /7y £ F.

Antes de mais nada, vamos mostrar que se um ponto () estd na
intersecao de uma reta r e uma circunferéncia C7, em um corpo F, entao
Q é um ponto em IF ou em F[,/7], onde y € Fe /5y ¢ F.

De fato, sejam 7 : ax +by+c=0e Cy : 22 +y? +dr+ey+ f = 0, com
a,b,c,d,e, f € F. Obviamente a e b nao sao simultaneamente nulos, isto

7

é, a®> +b? # 0. Sem perda de generalidade, suponhamos b # 0. Assim
—c—ax

b

substituindo y = na equagao de C, obtemos a equacao

Az? + Bz + C =0,

onde A = a?+b%, B = 2ac+b*d—abe, C = b%f —bce+c?, sao elementos
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de F. As solucoes desta equacao sdo dadas por:

-B+vA
r=———"—/onde A =B%—4AC.
2A
—c—ar —bc+aB FaVvA
Como y = ————, obtemos y =

b 2Ab
Portanto a intersegao de r e C; é um ponto no plano de F (se VA € F)

ou no plano de F[v/A] (se VA ¢ F).

Logo se a € R é um nimero construtivel a partir de Q, pelo exposto
acima e pela definicao de nimero construtivel, existem niuimeros reais
Y1, 0 Yn, tal que v € Fo = Q, /71 & Q,72 € F1 = Qmi] e 72 &
Fy, V3 € Fy = Fl[\/%] = Q[\/’W’\/%]a \/’)TS g F27"' yYn € Fpo1 =
Q[ﬁ7 7\/777,71]7 \/’W Q/ ]anl e tal que « S IE"n = ]anl[\/’yin] =
Qv -+ Al

Podemos resumir tudo isto da seguinte formas:

Teorema 1. Um niumero real o é construtivel se, e somente se, existem
ndmeros reais 1, ,Yn, tal que y1 € Fog = Q, /71 € Q, 72 € F; =
Qml e vz €F1, s € Frnor = QAL+ s V-1l v/ Tn € Fna
e tal que o € Fyy = Fpo_1[\/Vn] = Q[y/71, -+ v/l

Corolario 1. Se um numero real o é construtivel entdo existe um po-
linémio p(x) com coeficientes racionais de grau poténcia de 2 tal que

p(a) = 0.

Prova: Pelo Teorema 1 existem 71, ---,7, € R tal que @ € F,, =
QI 1 s/l e a € Q[\/71, -+ ,\/Tn—1]. Vamos mostrar que « é raiz
de um polindémio em Q de grau 2™.

Sen = 1l,a € Q7] € Q, logo existem a;,b; € Q tal que
o =a +bi\/1, @ —ay =bi\/1 e a* — 2a1a + af — by, = 0. Vemos
que « é raiz do polindémio p(z) = 22 — 2a1x + a; — b371, com coeficientes
em Q.

Mostremos por inducao sobre [,0 < [ < n, que « é raiz de um
polinémio de grau 2! em F,,_; = Fr—4+1)[\/Fn=a+1)- Se l = 0, como
a € F,, segue que « é raiz de p(z) = x — a de grau 2° = 1. Se
I = 1, observamos que F,, = F,_1[\/7x], logo existem a,b € F,_; tal
que @ = a4+ b/, e a® — 2aa + a® = b%y,. Portanto o é raiz de
p(x) = 22 — 2az + a? — b*y,, cujos coeficientes estdao em F,, ;.
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Suponhamos que « é raiz de um polinémio de grau 2! em F,,_;,0 <
I < n, e mostremos que « é raiz de um polinémio de grau 2+! em
Ian(l+1) CFny.

Seja p(x) = arr® +ap_125 "1+ + a1z +ap um polinémio em F,,_;
de grau k = 2! tal que p(a) = 0, isto &,

akak + ak,lak_l + - F+aa+ay=0 (*)

Como a; € F,,; = Fn—(l+1)[< /'Yn—(l+1)]7 0 < j <k, existem ¢;,d; €
Fp_@+1) tal que

aj =¢; +dj\/n—@r1), 0<J <k

Substituindo a; em () obtemos a seguinte equacao
e+ Feja+ g = —(dpo® +dj_10* V- Fdia+ do)\/Tn—(1+1)>

e elevando ao quadrado ambos os lados encontramos um polinémio f(x)
de grau 2k = 21, com coeficientes em F,,_41) do qual a é raiz. Assim,
se | = n, a é raiz de um polinémio de grau 2" em Fy = Q. &

Definigao 2. Um nidmero x, real ou complexo, é dito algébrico sobre Q
se ele € raiz de uma equacdao algébrica da forma

nx™ + ap_12" P 4 a1z 4 ag =0, (n>1, a, #0)

onde os coeficientes a, € Q. Um numero que ndo € algébrico sobre Q ¢é
dito transcendente sobre Q.

O niimero /2 é algébrico sobre Q, pois satisfaz a equacio 2 —2 = 0,
j4 os ntimeros e, 7,22 nao sdo algébricos sobre Q, ver [BW] e [Djairo].

Pelo Corolario 1, vemos que todo niimero construtivel é algébrico. Na
verdade, na demonstracao do Corolario 1, apresentamos uma maneira de
obter um polinémio em Q do qual « é raiz. E mais, este polinémio assim
construido é irredutivel sobre Q. Temos entao o seguinte resultado.

Corolario 2. Se a € R € uma raiz de um polinémio irredutivel sobre Q,
cujo grau nao € uma poténcia de 2, entao « mao € construtivel.

Agora podemos responder as perguntas feitas no inicio do artigo.
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1) E possivel trissectar um angulo qualquer dado?

Em geral, a resposta é nao. E claro que alguns angulos podem ser
trissectados porque podemos construir a sua terga parte, por exemplo,
para 0°, 90°, 145° e 180°. O que iremos mostrar é que a trissecao nao
é um procedimento valido para todo angulo. Para a prova, é suficiente
entao mostrar que o angulo de 60° nao pode ser trissectado.

De uma maneira geral, construir um angulo 6 é equivalente a con-
struir o ponto A = (cosd,senf), pois em um sistema de coordenadas
de origem O, o angulo 6 é formado pelo eixo x e pela semi-reta de
origem O que contém A. Assim para verificar se um angulo é con-
strutivel é suficiente saber se o seu cosseno é construtivel, uma vez que
senf) = £+/1 —cos?26. Assim, a solucao deste problema é equivalente
a construir um segmento de medida o = cos (%) Seja 0 = %, entao
30 = 2% e cos30 = %

Relembrando a identidade trigonométrica

cosf = x = 4 cos® (Z) — 3cos <§> ,

obtemos a seguinte equacio: 8a® — 6a = 1. Logo a é raiz de p(x) =
8x3 — 6z — 1, o qual é irredutivel sobre Q e pelo Coroldrio 2, o nao é
construtivel. O

Observamos aqui que se nao seguimos as regras podemos trissectar
um angulo por meio de um método de Arquimedes (usando uma régua
com marcas e deslizando a régua, o que nao é permitido pelas regras da
construgao geométrica) (ver [W], fig 118). Na Figura 1.5, dado o angulo
z calcule y.

=

Figura 1.5:

2) E possivel duplicar o cubo, isto é, existe a € R tal que o volume
do cubo de aresta o tenha o dobro do volume de um cubo de aresta 17
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Este problema é equivalente a construir um segmento de medida o
tal que a® = 2, isto é, encontrar « construtivel raiz do polinémio p(z) =
3 — 2. Este é um polinémio irredutivel sobre Q, e pelo Corolério 2, o
nao é construtivel.

Observamos que verificar que um polindmio de grau 3 é irredutivel
sobre Q é equivalente a mostrar que este nao possui raiz racional.

3) E possivel encontrar a € R tal que o quadrado de lado « tenha
area igual a do circulo de raio 17

Este problema é conhecido como quadratura do circulo e é equivalente
a determinar o € R tal que o = 7, isto é, a = /7. Isto equivale a dizer
que 7 é um numero algébrico sobre Q, e isto nao é verdade, ver [Djairo].
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Alguns Exemplos de Curvas Planas

Maurilio Marcio Melo

Resumo. Nestas notas apresentamos algumas curvas no
plano, por exemplo as coOnicas, a cicldide, a astrdide, a
hipociléide, a cardidide e a cisséide. Outras curvas sao
apresentadas nos exercicios.

1.1 Introdugao

Primeiramente gostariamos de enfatizar que estas notas foram escritas
com a intencao de tornéa-las acessiveis a estudantes que ainda nao en-
traram na universidade, por este motivo os exemplos sao tratados exi-
gindo apenas conhecimentos bésicos a este nivel de escolaridade. Espe-
ramos que estes exemplos, venham despertar aos leitores, interesse pela
matematica, independente de suas areas de vocagoes para o estudo.

Nosso principal objetivo com estas notas é mostrar aos estudantes de
matematica, especialmente para os alunos de nivel médio, que existem
maneiras diferentes de apresentar as equagoes satisfeitas por um conjunto
de pontos (x,y) do plano. A maneira mais conveniente, depende do que
se pretende com este conjunto.

Inicialmente, daremos os exemplos bem conhecidos dos alunos, em
geral, estudados em disciplinas de geometria e geometria analitica, que
sao a reta e as conicas.

Usaremos algumas curvas para mostrar que suas equagoes nas coor-
denadas cartesianas usuais, se tornam um tanto quanto complicadas, in-
viabilizando seu uso, quando se pretende, por exemplo, esbogar o grafico
da mesma. Nestes casos o uso de um outro sistema de coordenadas, por
exemplo, as coordenadas polares, podem facilitar as expressoes, viabi-
lizando o manuseio.
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Lembramos aos leitores que um estudo um pouco mais aprofunda-
dos de curvas, em geral, é feito a nivel universitario, logo nas primeiras
disciplinas de um curso de ciéncias exatas.

Para um estudo mais avangado, recomendamos [2] e [5].

Nossos agradecimentos ao professor Ronaldo Garcia pelo incentivo
na preparacao destas notas.

1.2 Curvas

A seguir daremos alguns exemplos de curvas, apresentando algumas
maneiras diferentes de representar certos conjuntos de pontos no plano.
1.2.1 Equacoes Paramétricas de uma Curva

Em nossas notagoes P representa um ponto de R?, isto é, P = (x,y) €
R2. Uma curva em R? ou uma curva plana é um conjunto de pontos
da forma P(t) = (z(t),y(t)), onde z(t) e y(t) sdo fungdes reais de um
parametro ¢t pertencente a um intervalo I. Nas aplicagoes fisicas, em
geral, o pardmetro ¢ representa o tempo e o conjunto de pontos P(t)
representa a trajetoria de um movimento.

A seguir daremos exemplos de algumas curvas.

Exemplo 1. Sejam Py = (zo,y0)e Pi = (x1,y1) pontos de R%2. O
— —
conjunto de pontos P = P(t) tais que PyP = tPy Py, e portanto,

P(t) = (vo+ (z1—20)t, yo+ (y1 —vo)t) ou P(t) = (wo+at, yo+bt),
representa a reta no plano definida pelos pontos Py e Py.
Exemplo 2. O conjunto de pontos

P = (z,y) = (xo + Rcost,yo + Rsent), t € [0,2n],

representa o cérculo de centro em (xg,y9) e raio R. De fato, de x =
zo + Rcost e y = yp + Rsent, obtemos a relag ao

(z —20)” + (y — w0)* = R,

que é a equagdo cartesiana do circulo de centro em (zg,yp) e raio R.
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Exemplo 3. O conjunto de pontos
P = (z,y) = (xo + acost,yo + bsent), ¢t € [0, 27],

representa a elipse de centro em (xg,yo) € eixos paralelos aos eixos co-
ordenados de comprimentos 2a e 2b. De fato, de © = x¢ + acost e
Yy = Yo + bsent, obtemos a relagao

(

que é a equagao cartesiana da elipse.

LI Y—Yo\2
=1
P () =1

Exemplo 4. O conjunto de pontos P = (z,y) = (¢,at?), t € R, repre-
senta uma pardbola de vértice na origem e eixo paralelo ao eixo y.

Exemplo 5. O conjunto de pontos

P = (z,y) = (xg + acosht,yg + bsenht), t € R,

representa, uma, hipérbole. De fato, lembrando que cosht = et+72e*t e
senht = et_;ft , obtemos de x = zg+a cosht y = yg+bsenht a expressao
T — o9 Y—Yo\2
_ -1
( a ) ( b ) )

que é a equagao cartesiana da hipébole com eixos paralelos aos eixos
coordenados.

Figura 1.1:

As curvas elipse, pardbolas e hipérbole sao obtidas como intersecao
de um cone com planos, conforme fig.1.1, por isso elas sdao chamadas
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conicas. Observemos que a pardbola é uma situagdo intermedidria entre
elipse e hipérbole.

A seguir daremos exemplos de curvas obtidas por movimentos de
pontos no plano.

Exemplo 6. O conjunto de pontos
P =(x,y) = (Rt — Rsent, R — Rcost), t € R,

representa a trajetéria de um ponto pertencente a um circulo de raio
R posto a girar, sem deslizar, ao longo de uma reta situada num plano
horizontal; por esta razao esta curva ¢ chamada de cicldide, fig.1.2a.
Observemos que AA’ = A’P = Rt, e que

AA" — PQQ = Rt — Rsent e
= AC'-QC"=R— Rcost.

X

Figura 1.2:

Exemplo 7. O conjunto de pontos

.
t,(R—r)sent — rsen

P=(z,y) = ((R—r)cost+ rcos t),

t € R, representa a trajetoria de um ponto pertencente a um circulo de
raio r posto a girar, sem deslizar, ao longo de outro circulo de raio R,
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conforme fig.1.2b. De fato, observamos primeiramente que os angulos
t, 0 e 6 que aparecem na fig.1.2b satisfazem a relacao

B=90—0+t (1.1)

Da fig.1.2b, observamos também que as coordenadas de um ponto P da
curva satisfazem as relagoes

x = (R—r)cost+rsenf
y = (R—r)sent—rcosp.

Substituindo nas expressdes anteriores o valor de § obtido em (1.1),
obtemos as igualdades

x = (R—r)cost+rcos(t—0) (1.2)
= (R—r)sent+rsen(t —0).
Da fig. 1.2b, podemos observar que os angulos t e  satisfazem a relagao

Rt = r0, e portanto 6 = %t, que substituida em (1.2) fornece as ex-
pressoes

x = (R—r)cost+ rcos

R—r

y = (R—r)sent—rsen t.

A curva descrita no exemplo anterior é conhecida como hipocicldide,
ver [1]. No caso particular R = 4r a curva é conhecida por astrdide.
Observemos que neste caso, a curva toma a forma (Rcos®t, Rsen®t). A
fig. 1.3a mostra a curva neste caso. A fig. 1.3b mostra a hipocicldide no
caso R = 8r, i.e.,

(Trcost + rcosTt, 7Trsent — rsen7t).

Outra observacao que podemos fazer é que quando R e r estao relaciona-
dos por um ntimero racional, isto é % = g, p e q inteiros primos entre
si, a curva fecha-se apés n voltas e que se esta relagao for um nimero
irracional a curva jamais fecha-se. Um bom exercicio é demonstrar as
afirmagoes anteriores, ver exercicio 2, bem como calcular em funcao de

p e q o nimero de voltas n necessarios para o fechamento da curva.
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Figura 1.3:

Exemplo 8. A curva, cujas equagbes paramétricas sao dadas por

z(t) = a-+acott—Lcost
y(t) = {sent,

representa o movimento da extremidade A de uma escada apoiada numa
caixa na forma de um cubo de aresta a, quando a extremidade B é posta
a deslizar para a esquerda no sentido da parede, fig.1.5.

e

Figura 1.4:

Observemos que y = ¢sent, e por semelhanca de triangulos, obtemos

a relacao
a _x—a+/lcost

9

y lcost

de onde tiramos, usando a expressao de y, que x(t) = a+acott — £ cost.
Um caso particular, £ = 2 e a = 1, i.e.,, (1 + cott — 2cost,2sent) é
mostrado na fig. 1.5a



Olimpiada de Matemaética do Estado de Goias 60

Figura 1.5:

Exemplo 9. A tractriz (fig.1.5b), ver [2], é a curva « tendo componentes
x(t) =t — tanht, y(t) = secht, onde tanht = Z‘:f;ﬁf, secht = —1—. A
tractriz tem a propriedade que para qualquer valor do parametro t, o
segmento de reta sobre a tangente a curva ligando o ponto «(t) ao eixo

x, tem comprimento constante e igual a 1.

1.2.2 Coordenadas Polares

Uma outra maneira de representar uma curva no plano é usando as
coordenadas r e 6, obtidas da seguinte maneira: considere uma curva e
um ponto P pertencente a curva, chamamos de r o raio obtido ligando
o ponto P a origem do sistema xOy e de 6 o angulo formado por este
raio e o eixo O, fig.1.6.

Figura 1.6:

Assim, conhecendo 7 e 0 o ponto fica determinado pelas relacoes



Olimpiada de Matemaética do Estado de Goias 61

x = rcosf (1.3)

y = rsenf.

Reciprocamente, dados z e y, podemos determinar r e 6 pelas relagoes

r = a2+ y? (1.4)
0 = arctg Y.
x
A seguir mostraremos, através de exemplos, como as coordenadas polares

podem ser tteis para simplificar certas expressoes de curvas, dadas em
coordenadas cartesianas

Exemplo 10. Consideremos a curva dada em coordenadas polares por
r = cos 20 = cos f — sen? 6.

Atribuindo valores para #, computando os valores correspondentes de r
e usando a paridade da fungao cosseno, obtemos, com relativa facilidade,
que o grafico da curva é o da fig.1.7, conhecida por rosdcea de quatro
pétalas.

Figura 1.7:



Olimpiada de Matemaética do Estado de Goias 62

Observemos que usando as relagdes de transformagcao dadas em (1.3)
e (1.4) a equacao da curva em coordenadas cartesianas x e y, fica dada
por ,
(44 = 2?2,
que nao tem muito interesse, para efeito de esbogo da curva.

Exemplo 11. (Limagon de Pascal.) De um ponto fixo O sobre um
circulo de raio a traga-se a corda OB. A corda é prolongada ao ponto
P tal que o comprimento do segmento BP seja constante e igual a k.
Vamos encontrar o lugar dos pontos P quando o ponto B percorre o
circulo.

Figura 1.8:

Escolhendo o sistema de coordenadas de modo que o ponto O seja
a origem e o circulo tenha centro (a,0). Usando coordenadas polares a
equacgao do circulo passa ser r = 2a cos . Assim temos que

r=|0P|=0B+BP =0B +k,
e portanto,
r = 2acosf + k.

Existem trés casos a ser considerados, k < 2a, k = 2a, e k > 2a. O caso
k < 2a é ilustrado na fig.1.9a.

Exemplo 12. A curva
r =1+ cosb,

tem representacao, no sistema xQOy, dada pela fig.1.9b e é conhecida por
cardioide.
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(a)
Figura 1.9:

Exemplo 13. A curva que apresentaremos a seguir é conhecida por
cisséide de Didcles, ver [5]. Consideremos o lugar geométrico descrito
pela intersecio da tangente & parabola y = —1 2, b > 0 com a normal

b
a esta, passando pela origem, fig.1.10.

Figura 1.10:

Seja y = max + k a reta tangente & pardbola no ponto (zg,¥yo). O
sistema

Yo = mazo+k
1 2
Yo = _@an

deve ter unica solugao. Substituindo a segunda equagao na primeira,
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obtemos a equagao em xg

xg + 4bmaxg + 4bk = 0,

impondo a condicao de tangéncia, obtemos que m = — % e assim
yoz,\/%aro + k , que fornece a seguinte equacao em k
K+ 2yok +yg = (k +y0)* =0,
e portanto k = —yp. Assim a equacdo da tangente toma a forma y =
—/—%2 — yo, ou usando a relacao yo = —ﬁx%,
Lo
=—(=x . 1.5
y= (5,7 + o) (1.5)

A equacdo da normal a esta passando pela origem é dada por
y=—=u. (1.6)

Assim o lugar geométrico procurado é o conjunto de pontos (x, y), solugoes
do sistema constituido pelas equagoes (1.5) e (1.6) quando (zo,yo) varia
sobre a pardbola. Eliminando (zg, yo) nas equagées (1.5) e (1.6), obtemos
a equacao

ba? —y(a® +y*) = 0,
que é a equacao pretendida. Observemos que a equagao desta curva em
coordenadas polares toma a forma

r =bcosfcotb.
Uma aplicagao desta curva é encontrada no problema da duplicagao do
cubo, ver [5].
1.3 Exercicios

1) Mostre que a astrdide, exemplo 7, tem equacdo cartesiana dada por
x5+ y% — R3. Mostre que esta curva é algébrica, isto é, existe um
polinémio p(z, y) tal que a curva é representada pela equagao p(z,y) = 0.
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2) Mostre que a hipocildide, exemplo 7, é uma curva fechada, caso % = g
e aberta, caso contrdrio. No primeiro caso determine o niimero minimo
de voltas necessario para a curva fechar-se.

3) Encontrar as condigdes que a e | devem satisfazer para que a curva
do exemplo 8, tangencie a parede, i.e., o eixo y; observe que esta é a
situagao ideal, caso alguém queira subir na escada.

4) Use um recurso grafico para estudar a variacao das curvas da familia
dada parametricamente por

r =2acos’t, y =2acostsent
5) Esboce a curva dada parametricamente por
x(t) =t> —t, yt) =1t

Mostre que de fato esta curva é algébrica, encontrando um polinémio
p(z,y) tal que p(x(t), y(t)) = 0.

6) Esboce a curva dada em coordenadas polares por r = asenbf, nos
casos b = 4,2/3. Mostre que se b = g, entao a curva é algébrica; encontre
o grau do polinémio, ver [5].

7) Obtenha as equagdes paramétricas da curva obtida ao girar sobre um

circulo de raio R, um circulo de raio r, tangente exteriormente ao circulo
maior.

8) Mostre que a curva dada em coordenadas polares por r = cos %9, pe
q inteiros é fechada.

9) Mostre que a cisséide pode ser obtida fazendo a seguinte construgao
geométrica: considere o circulo de didmetro b e centro (0, ). Para um
ponto P sobre a reta y = b tracemos o segmento OP. Seja Q a intersecio
de OP com o circulo, marquemos o ponto A tal que OA = QP. Variando
o ponto P sobre a reta y = b o ponto A descreve a cisséide.

10) Obtenha a conchdide de Nicomedes (y — a)?(z? + y?) = b%*y?, con-
struida da seguinte maneira: Para cada ponto P pertencente a reta y = a
marquemos sobre a reta OP dois segmentos PA = PA’ = b, onde b é
um valor fixo; os pontos A e A’ descrevem a conchdide.

11) Mostre que as curvas dadas por z(t) = 2be’’ cos nt, b > 0 representam
rasaceas de 2n pétalas se n é par e n pétalas se n é impar. Esboce as
curvas nos casos n = %, 3, 4. (sug.: férmula de Euler e = cost+isent).
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Equacoes Polinomiais Sobre Matrizes!

Robert Lee Wilson

Resumo. Neste artigo sao estudadas equagoes polinomiais
com coeficientes a anéis de matrizes.

1.1 Introducao

Aqui estao dois fatos bem conhecidos sobre equagoes polinomiais sobre
o corpo dos nimeros complexos (C):
(I) (Teorema de Vieta) Para quaisquer nimeros complexos 1, ..., T, (ndo

necessariamente distintos), existe um tnico polinémio monico sobre C
—1
fl@)=a2"+ap_12" " 4+ ...+ a1z + ap
= (z—x1)...(x — x,)

tal que a equagdo f(x) = 0 tem raizes 1, ...,x, (contando multiplici-
dades). Entao

Ap—5 = (—1)7' Z PRI P

J1<...<Ji

(II) (Teorema Fundamental da Algebra) A equacao sobre C
2"+ ap_ 12" L ar+ag=0

tem uma raiz. Conseqiientemente, tem exatamente n raizes (contando
multiplicidades).

1 Este artigo foi tema de uma conferéncia proferida pelo Prof. Robert Lee Wilson,
quando esteve visitando o IME/UFG em 2003; a Prof*. Shirlei Serconek, gentilmente,
fez a tradugao para a Revista da Olimpiada.
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Neste trabalho, descrevemos afirmacoes similares que podem ser feitas
sobre uma equagao polinomial

X" 4 Ay 1 X" 4+ A X +40=0

sobre My (C), a dlgebra das matrizes k por k sobre C. Para simplificar
assumiremos n = 2 e k = 2. Todos os resultados podem ser estendidos
para n e k arbitrarios, porém a notacao se torna mais complicada. Tais
problemas para polinémios de grau pequeno (particularmente para n =
2) foram tratados por diversos autores pois eles surgem naturalmente em
teoria de controle e em andlise funcional. Veja, por exemplo, [GHR, LR].
Para n arbitrario, a solugao do caso diagonalizavel foi estudada por Fuchs
e Schwarz [FS]. As diferengas entre a situacdo para equagoes sobre os
nimeros complexos e a situagao para equagoes sobre matrizes surge por
duas razoes: a multiplicacdo em My (C) ndo é comutativa e nem todas
as matrizes em M} (C) sdo invertiveis. Se A € M3(C) denotaremos por
Nul A o nticleo de A, também chamado o espaco nulo de A. Se S C C?
denotaremos por Span S o espaco gerado por S.

1.2 Analogos do Teorema de Vieta

Sejam X7 e X, raizes da equacdo quadratica X2+ A; X + Ay = 0 sobre
uma dlgebra (ndo necessariamente comutativa - por exemplo, M (C)).
Entao temos

X12+A1X1+A0:O e X22+A1X2+A0:0
Tomando a diferenca temos
X7 — X34+ A1(X; — Xp) =0.
Substituamos X? — X7 por X;(X; — Xo) + (X7 — X2)Xs. (Esta é a
versao nao comutativa da bem conhecida férmula u? —v? = (u+v)(u—0v)
que é vélida no caso comutativo.) Obtemos

X1(X1 — Xo) + (X1 — X9)Xo+ A1 (Xy — X2) =0.

Logo,
—Al(Xl —XQ) ZXl(Xl —X2)+(X1 _X2)X2. (1.1)
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Isto tem duas conseqiiéncias:
Primeiro, se X; — X5 é invertivel, podemos multiplicar a direita pelo
seu inverso e obter

A =X+ (X1 — Xg)Xg(Xl — Xg)_l.
Para melhorar a notagao, escrevamos
1= X1 e Y2 = (X1 — X2) Xo(X1 — Xo) 7L

Entdo, —A; = y1 +y2 e Ag = —X? — A1 X1 = —9? +y7 + yoy1. Em
outras palavras:

Ay = —(y1 +y2) e Ao = 1Yoy

Estas sao formulas analogas as do caso comutativo, mas elas envolvem

fungoes racionais, nao apenas polinomios. Esta generalizagao do Teo-

rema de Vieta (que pode ser estendida a equagoes de grau n usando a

teoria de quase-determinantes) foi feita por Gelfand e Retakh.
Segundo, a equagao (1) pode ser reescrita como

(X1 + AN (X1 — Xo) = (X) — X2)Xo. (1.2)

Agora, trabalhemos em M(C) e tomemos
1 1 0 1
si=lo o =l o]
1 0]]0 1 0 1
(X1 = Xo) Xz = [0 o} {0 0} - [0 0} '

Mas as linhas da matriz —(X; + A1)(X; — X2) devem estar contidas no
espacgo-linha da matriz

Entao

1 0
-

Logo é impossivel satisfazer (2) e daf ndo existem equagoes quadriticas

sobre M5(C) com raizes
11 0 1
0 0”0 0]
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1.3 Solucgoes de equagoes polinomiais - quantas solugoes
podem existir?

Alguns exemplos:

(1) X2 - [8 (1)] = 0 nao tem solugoes.

Para ver isto, suponha que [z Z] é uma solugao e observe que
a bzi a*>+bc bla+d)] [0 1
c d| " |cla+d) be+d*| |0 0]’

entdo a +d # 0. Mas c(a + d) = 0, entdao ¢ = 0. Logo, (comparando os
elementos da diagonal) a? = d? = 0, e a = d = 0, uma contradicdo.
Retornaremos a este exemplo mais tarde e veremos um outro modo,
menos computacional, de analisa-lo.
o - 0 , .
(2) X2 = 0 tem infinitas solugoes. Por exemplo, {0 g] ¢ uma solucao

para todo x € C.

1 0 +1 0 .
2 _ = e _
3) X [O 4] = 0 tem quatro solugoes: X [ 0 2} . E claro
que estas quatro matrizes sao solugoes. Para ver que nao existem outras

- . a b
solucoes, considere X = [c d

2 [a*+bc bla+d)] [1 0
T lela+d) be+d?| T |0 4]°

} . Entao, como anteriormente,

entao

0=0b(a+d)=c(a+d).
Sea+d#0,entdo b =c=0,a® = 1,d> = 4, dando as quatro solucdes
listadas. Se a+d =0, entdo a = —d e a®> = d?. Dai, 1 = a®> + bc =
be + d? = 4, uma contradicao.

(4) X2 — [(1) (1)] = 0 tem infinitas solugoes.

A mesma andlise de (3) mostra que X = {Z _ba] ¢ uma solucao

quando a? + bc = 1. Se b = ¢, estas sdo exatamente as matrizes de
reflexdes em C2.
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Observagao 6. Aqui estd uma pergunta que responderemos: Para que
valores de | existe uma equacao quadrdtica

X2+ A X+A)=0

com exatamente | solugdes? Até agora, sabemos que existe uma equag¢do
sel =0,4oucc. Nao temos ainda a resposta paral =1,2,3,4,5,6,7,8, ...
[ 0 1 2 3

77 7

5 6 7 .. o0
7T X 777

4
X X
Queremos encontrar todas as solugoes de

X2+ A X +Ap=0. (1.3)

Primeiramente, precisamos descobrir como especificar uma solugao X.
Existem varias maneiras de fazer isto:

(a) Escreva os elementos de X, i.e., X = {_21 _21] .

(b) Escreva X H

coluna de X). Por exemplo,

<=3 e b=

descreve a mesma matriz de (a).
(c) Escreva Xv; e X vy para uma base arbitraria {vi,vo} de C2. Por

exemplo, N H _ m e X [_11] - {—33}

descreve a mesma matriz de (a) e (b).

(d) Escreva uma base {vy, vo} para C? consistindo de autovetores de
X e especifique o autovalor correspondente a cada autovetor. (Recorde
que um vetor nao-nulo v é um autovetor para X com correspondente

(a primeira coluna de X) e X [ﬂ (a segunda

autovalor A se Av = Av.) Note que exigir que [ } seja um autovetor

1

para X com correspondente autovalor 1 e que { } seja um autovetor

-1
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para X com correspondente autovalor 3 descreve a mesma matriz de (a),
(b) e (c). Observe que substituindo v; por ¢;v; onde ¢1, ¢y # 0 descreve
a mesma matrix. Logo, se

s={|,/mecruqff)’

podemos assumir que os autovetores sdo escolhidos de S. E importante
observar que nem toda matriz pode ser escrita deste modo. As matrizes
que podem ser descritas desta maneira sao chamadas diagonalizdveis.

1.4 Solucoes diagonalizaveis

Podemos agora encontrar todas as solugoes diagonalizaveis da equagao
(3). Seja X uma tal solugéo e seja v um autovetor de X com correspon-
dente autovalor A. Entao

0=0v= (X2 +A4X+A)v=X>v+AXv+ Ay
= N2V + M v + Agv = (AT + NA; + Ag)v.
Isto equivale a requerer que
det(V T+ XA +A40) =0 e v ENul (NT+M\A; + Ap).
Logo A é uma raiz da equagao
det(t?T +tA; + Ag) =0,

uma equacgao de grau 4. Cada uma de suas raizes é um possivel autovalor
de X e os correspondentes autovetores podem ser tomados dentre os
elementos nao nulos de

SN Nul (A1 + MA; + Ay).

Agora, a matriz
21 +tA + A

¢ uma matriz com elementos em C[t]. Um resultado geral (Forma cané-
nica racional) diz que

P (2T + tA, + Ag)Q(t) = [flét) fz?t)]
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onde P(t) e Q(t) sdo matrizes invertiveis sobre C[t], det P(t) = det Q(t) =
1 e fi(¢), f2(t) s@o polindémios ménicos em ¢ com fi(t) dividindo fao(t).
(O polinémio fi(t) é o maximo divisor comum de todos os elementos da
matriz t21 + tA; + Ag.) Entao det(t2] +tA; + Ag) = f1(t)f2(t) e X é
uma raiz de 21 +tA; + Ag = 0 se e somente se (£ — \)|f2(¢). Além disso,
e (t— A)|f1, entdo A2T + AA; + Ag = 0 e Nul (A2 + AA; + Ap) = C2.
Se (t — A) [ f1 mas (t — \)|f2(¢), entdo

Nul (NI + A1 + Ap) = Span{Q(\) m }

é um subespaco de dimensao 1. Podemos agora descrever como encontrar
todas as solugbes diagonalizdveis da equagao (3). Denote as raizes de
t?’T +tA; + Ao = 0 por \;,1 < i < mondel < m < 4. Primeiro,
suponha que f1(t) = 1. Entao, para todo 4,1 < i < m temos

dim Nul (N2T 4 NAy + Ag) = 1.

Dai esse espago é gerado por um unico vetor de S. Denote esse vetor
por v;. Entdo, para todo par (,5),1 < i < j < m com v; # v;, existe
uma solugdo X da equagao (3) tal que v; é um autovetor com autovalor
A; e vj é um autovetor com autovalor A;. Toda solucdo diagonalizavel
da equacao (3) surge desta maneira. Note que neste caso existem no
maximo 6 = (3) solucoes diagonalizdveis.

Agora suponhamos que f1(t) = 0 tem uma tnica raiz A\;. Entao,
m < 3 (pois f2(t) = 0 tem no maximo trés raizes, uma das quais é ;).
Neste caso,

dim Nul ()\%I + )\1A1 + Ao) =2

dimn Nul (V2T 4 MAL+ Ag) =1

para 2 < i < m. Daf, Nul (\2I + \;A; + Ay é gerado por um tinico vetor
de S. Denote este vetor por v;. Agora, como

Nul (M1 + M\ A + Ag) = C?,

A1l é uma solugdo. Também, se 2 < i < 'm, se vi € S e v # v;, there
é a solugdo X to equacdo (3) such that vi; é um autovetor para X com
autovalor A\ e v; é um autovetor para X com autovalor \;. Aqui existe
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uma infinidade de escolhas para v; logo uma infinidade de solugoes. Se
vy # v3, existe uma solugdo X da equagao (3) tal que vy é um autovetor
para X com autovalor s e v3 é uma autovetor para X com autovalor As.
Toda solugao diagonizdvel da equagéo (3) surge deste modo. Observe que
neste caso, existe uma infinidade solucoes diagonalizdveis se e somente
se m > 1.

Finalmente, suponha que f; = 0 tem duas raizes A\; e Ay. Entao,
f1(t) = f2(t) e A1 e A2 s@o as Unicas raizes de

NI+ MA; + Ay =0.
Além disso,
dim Nul (AT + NA;+ Ag) =2, 1 <i<2.

Entao A1, o1 sdo solugoes e para todo par (vq, ve) de elementos distin-
tos de S existe uma solugdo X da equagao (3) tal que v é um autovetor
de X com autovalor A\; e vo é um autovetor de X com autovalor As.
Toda solugao diagonizavel da equagao (3) surge deste modo. Neste caso
existem infinitas solugoes diagonizaveis. Essa discussao se aplica sem
sérias mudangas para o caso de grau n sobre M} (C). O nimero maximo
de solugdes diagonizaveis é (). Esse nimero maximo finito de solugdes
diagonizaveis (e a andlise do problema usando autovalores e autovetores)
deve-se a Fuchs e Schwarz [FS].

Exemplos:
0 1

0 0}:0. Os

(1) Encontre todas as solucdes diagonizéveis de X2 — [
possiveis autovalores sao as raizes de

_ 27 |0 1)\ _ 4
0 = det(2T [0 0})—t.

Logo 0 é o unico possivel autovalor. Os possiveis autovetores sao os
elementos nao nulos de
0 1
Nul [ .

0 0

- s ~ 1 -
Estes sao exatamente os multiplos nao nulos de { ] . Logo, nao podemos

0
encontrar uma base para C? consistindo de autovetores de X, e entdo,
nao existem solucoes diagonizaveis.
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(2) Encontre todas as solugdes diagonizdveis de X2 = 0.
Os possiveis autovalores sao as raizes de

0 = det(t*I) = t*

entao, novamente, 0 é o Unico possivel autovalor. Os possiveis autove-
tores sao os elementos nao nulos do ntucleo da matriz nula, i.e., todos
os vetores nao nulos em C2. Logo, podemos tomar qualquer base de C?
e declarar que ambos os elementos da base sao autores com correspon-
dentes autovalores 0. Isto significa que X é a matriz zero. Logo, existe
apenas uma solugao diagonizavel.

(3) Encontre todas as solugdes diagonizdveis de X2 — Ll) ﬂ =0.

Os possiveis autovalores sao as raizes de
o roo]y L 2-1 0
O—det(tl—[o 4])—det({ 0 t2—4)
=D =) =t-Dt+1D)({t—-2)(t+2).

Logo, os possiveis autovalores sao 1,—1,2 e —2. Se 1 ou —1 é um au-
tovalor, o autovetor correspondente deve ser um elemento nao nulo de

. s - 1 ,
Nul [8 g], i.e., um multiplo nao nulo de {0} Se 2 ou —2 é um au-
tovalor, o correspondente autovetor deve ser um elemento nao nulo de

Nul {03 0

0} i.e., multiplo nao nulo de [ﬂ . Entao, para determinar

X existem duas escolhas (1 e —1) para o autovalor de [é} e duas es-

colhas (2 e —2) para o autovalor de [ﬂ . Logo, existem quatro solugoes
diagonalizaveis.
(4) Encontre todas as solucdes diagonalizdveis de X? — [1 0] =0.

0 1
Os possiveis autovalores sao as raizes de

Ozdet(tQI—[(l) ﬂ):det([tQ(;l tQOJ)z(t—l)Q(tH)?.

Logo, os possiveis autovalores sao 1 e —1. Em qualquer dos casos, todo
vetor de S é um possivel autovetor. Entdo podemos escolher {vy,va}
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como um par qualquer de elementos distintos de S, e declarar ambos
autovetores para 1. Isto nos da a matrix identidade. Podemos também
declarar ambos os elementos autovetores de —1. Isto nos da —I. Mas
podemos também declarar vi; como um autovetor correspondente a 1
e vo como um autovetor correspondente a —1. Deste modo, existem
infinitas maneiras de fazer isto, e logo, existe uma infinidade de solucées.
(Observe que se escolhemos uma base ortogonal de C? este procedimento
produz a matriz de uma reflexao.)

1.5 Solucoes nao-diagonalizaveis

E bastante conhecido que se uma matriz k por k tem k autovalores
distintos, entao a matriz é diagonalizdvel. Logo se uma matriz 2 por 2
nao é diagonalizdvel, pode ter somente um autovalor.
Observe que se
X2+ A4 X+4,=0

e colocamos

Y=X+1rI

entao

Y24+ (A = 2rD)Y + (r*I —rA; + Ag) = 0.

Como A é um autovalor de X se e somente se r + A é um autovalor de
Y, podemos assumir, substituindo X por X -+ rI para um apropriado r,
que 0 é um autovalor de X.

Dai, é suficiente considerar solugées nilpotentes de

X2+ A X +Ag=0.

Como estamos assumindo que X nao é diagonalizdvel, X # 0. Entao
existe um conjunto linearmente independente {vi,va} tal que

Xvyi=0 e Xvy = vy.
Logo,
0= 0V1 = (X2 + AlX + Ao)Vl = X2V1 + Alel + A()Vl = AOV1 €

0= OV2 = (X2+A1X+A0)V2 = X2V2 —|—A1XV2 —|—AOV2 = A1V1 —|—AOV2
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Recorde que C[t] denota a algebra dos polinémios em ¢ com coefi-
cientes no corpo dos nimeros complexos. Denotaremos por (¢2) o ideal
em C[t] gerado por #2, isto é, o conjunto de todos os polinémios divisfveis
por t2. Entdo a dlgebra quociente

Clt)/ (%)

denota a slgebra dos polindémios onde fazemos 2 = 0. Escrevemos

(Cltl/(%)?

[91(15)}
g2(t)
onde g1 (t), g2(t) € C[t]/(t?). Note que Mo(C[t]) age em (C[t]/(t?))? por

multiplicacao de matrizes. Observe também que podemos escrever todo

elemento em
(C[t]/(¢%))?

univocamente na forma w; + twy onde w, wo € C2.
Agora, considere vy, vy como acima; isto €,

para o conjunto das matrizes

0= A0V1 e 0= A1V1 + AOV2

Observe que isto é equivalente a
(2T 4+ tA; + Ag)(vy +1tva) =0 (1.4)

em (C[t]/(#*))*.

Recorde que P(t)(t2I + tA; + Ag)Q(t) = {flét) f(zt)} onde P(t)

2

e Q(t) sdo matrizes invertiveis sobre C[t], det P(t) = detQ(t) = 1 e
f1(t), f2(t) sdo polindémios moénicos em ¢ com fi(¢t) dividindo fo(t). A
mesma decomposigao ¢ valida sobre C[t]/(¢?).

Note que (4) ndo tem solucao a menos que t2|fo(t); daf, de agora em
diante assumiremos que 2| fa(t).

Note que se 2| f1(t) entdo nossa equacao é X2 = 0 e que o conjunto
de solugoes é o conjunto de todas as matrizes nilpotentes.
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Fazendo t?> = 0, a primeira coluna de Q(t) pode ser escrita como
P1 + tp2 e a segunda coluna pode ser escrita como qi; + tqo, onde
P1,P2,41,92 € C2. Note que {p1,q1} é linearmente independente, pois
p1 € qi sdo as colunas da matriz invertivel Q(0).

Se f1(t) =t, entdo o conjunto das solugoes de (4) é

t 0 0
Qt) M +Q(1) M +Q(1) M = Span{tp:,d: + tdz, tq; }.
Logo existe uma solugao X com
X(ap1 +q2) =q1, X(q1) =0
sempre que {ap1 + q2,q1} é linearmente independente. Como {p1,q;}

é linearmente independente, existe uma infinidade de solugoes.
Se t ffi(t), entdao (4) tem solucao

Qo) |{] + 0 )] = spon fas + taz.tas).

Se {q1,q2} ¢é linearmente independente entdo existe uma tnica solugao
nilpotente X com Xq2 = q1, Xq1 = 0. Se {q1,q2} é linearmente depen-
dente, nao existem solugoes nilpotentes.

Exemplo: Achar todas as solugoes nilpotentes de

2 [0 1)
X [0 0}0

1| e PR

1
q1 = |:O:| 7(12:0

.|

é linearmente dependente, nao existem solugoes nilpotentes.

Escrevemos

Logo

Como o conjunto



Olimpiada de Matemaética do Estado de Goias 79
Exemplo: Achar todas as solugoes nilpotentes de

, 1 0 0 1]
¥ +[0 _JM[O 0]0

Aqui

1 o][t*+¢t 1 ]Jo -1]_J1 o0
24t 1 0 22—t |1 2+t |0 =2

o[ o

e existe uma tnica solugao nilpotente.

Logo

1.6 Quantas solugoes podem existir?

Podemos agora responder nossa pergunta anterior: Quantas solugoes a
equacao
X2+ A4 X+4,=0

pode ter?
Vimos que se essa equagao tem um numero finito de solugoes, entao o
numero de solugoes diagonalizaveis é no maximo (”2””) onde m é o nimero

de raizes distintas de

det(t*I +tA; + Ag) = 0. (1.5)

Vimos também que a equacao pode ter uma solugao nilpotente se e
somente se 0 é uma raiz de (5) com multiplicidade maior que 1. Além
disso, o niimero de solugoes nilpotentes é 0,1 ou co.

Dai, se (5) tem quatro raizes distintas e o ndmero de solugdes é
finito, esse nimero é no maximo 6. Se (5) uma unica raiz repetida
(que podemos assumir ser igual a 0) e o nimero de solugoes é finito,
existe no maximo uma solugao nao-diagonalizivel e 3 = (g) solucoes
diagonalizaveis. Finalmente, se (5) tem duas raizes repetidas e o nimero
de solugoes € finito, existem no maximo duas solugoes nao-diagonalizdveis
(uma correspondendo a cada raiz de (5)). Também, m = 2, e entdo hé
no méximo 1 = (g) solucdo diagonalizavel. Logo, em qualquer caso, o
ndmero maximo finito de solugoes é 6.
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Os seguintes exemplos mostram que para cada l = 0,1,2,3,4,5,6, c0

existe uma equacao com exatamente [ solugoes. Cada exemplo pode ser
analisado usando os métodos acima.

1.7 Exemplos

(0) X2+ [8 (1)] = 0 nao tem solugoes.
, 1o 0 1 . o
(la) X* + 0 0 X+ 0 ol = 0 tem uma tnica solugao (nilpotente).
Temos )
det r Jt tlz} =3t + 1),

e entao os possiveis autovalores para uma solugao X sao 0 e —1. Os
possiveis autovetores correspondentes a 0 sao os elementos nao nulos do

1 . |1
espaco nulo de {8 O]' O tnico elemento de S nesse espago é {O} Os
possiveis autovetores correspondentes a —1 sao os elementos nao nulos

1 . |1
do espago nulo de {O } O tnico elemento de S nesse espago é {O]

0 1
Dai nao existem solugoes diagonalizaveis.

A 10t2+t1071_10L
8Oral 2 gl | 0 2|1 24t| " |o tt43| O8°

o[ ol

e entao ha uma tnica solugao nilpotente {8 _01} .

0 0 0 0
Temos

(1b) X2+ [2 0] X+ [1 O} = 0 tem uma unica solugédo (diagonalizdvel).

t?+2t+1 0

det [ 0 2

} =t2(t+1)%

e entao os possiveis autovalores para uma solugao X sao 0 e —1. Os
possiveis autovetores correspondentes a 0 sao os elementos nao nulos do
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1 0 P . |0
espago nulo de {0 0]. O tnico elemento de S nesse espago é L} Os
possiveis autovetores correspondentes a —1 sao os elementos nao nulos

do espago nulo de {O 0

0 1}. O tnico elemento de S nesse espago é B]

Logo existe uma tnica solugao diagonalizavel [_01 8] .
Agora

[—(Zt :_ 3)t2 1— (2t1—|— 3)#} {(t —Bl)Q tg} Bt_—&-2§ (t ji)%

- [(1) tz(til)Q] '

weflof

e entao nao existem solugoes nilpotentes.
Uma solucao nao-diagonalizavel X dessa equacao com autovalor -1
de multiplicidade 2 corresponderia (substituindo X por X + I) a uma

solucdo nilpotente da equacdo X2 — {O 0] X + [0 0} . Como

Logo

0 2 0 1

1+(2tl —3)12 (Qt—l 3)152] [tOQ (tfo 1)2} {_121;3 (t_t%)z}

- [é t2(t(11)2]’

o[- [

e entao nao existem solugoes nilpotentes. Dai, nao existe solugao nao-
diagonalizavel com autovalor —1 da equagao original.

0 1} = 0 tem duas solugdes, e nenhuma delas é diago-

Logo, neste caso,

(2) X2+X+[0 0

nalizavel.
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Temos )
2+t 1

det " g " g2y

2 2
] =t (t+1)%,
e entao os possiveis autovalores para uma solugao X sao 0 e —1 e os
possiveis autovetores correspondentes sao os elementos nao nulos no
0 1
0 1

] e os Unicos elementos de S nesses espagos

o bl

Logo nao existem solucoes diagonalizaveis.
Agora,

1 o] [+t 1 o -1]1 1 0
—t2—t 1 0 24t |1 2+t |0 2eE+1)2]"

we [ el

- . L . 0 —1
e entao existe uma tnica solugao nilpotente .

0 0
Uma solucao nao-diagonalizavel X desta equagao com autovalor -1
de multiplicidade 2 corresponderia (substituindo X por X 4 I) a uma

0 1
0 0} . Como

[—t21+t (1)} Fot t21—t} {(1) t;—l t} - [(1) t2(t21)2]'

Logo, neste caso,
|1 |0
q1 - 0 I q2 - _1

~ . - -~ 1 .
e entao existe uma tnica solugao nilpotente {8 O] . Ela corresponde a

espaco nulo de [8 1} ,

sao, respctivamente,

Logo

solucdo nilpotente da equacio X2 — X + {

solugao
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da equagao original. Esta é a tinica solugao nao-diagonalizavel com au-
tovalor —1.

1 -1 0 1 -
(3) X2+ [0 _1} X+ [0 0} = 0 tem trés solugoes, uma nilpotente e
duas diagonalizaveis.
Temos )
24t 1—t] -
det[ 0 t2_t] =2t +1)(t — 1),

e entao os possiveis autovalores para uma solucao X sao 0,1, —1.
Os possiveis autovetores correspondentes sao os elementos nao nu-

0 1| |2 0] [0 2 .
los dos espacos nulos de [O 0} , [0 O] , {0 2] , respectivamente, e os

L. - |1 1 .
unicos elementos de S nesse espagos sao [0} , {ﬂ , {O] , respectivamente.

Logo existem duas solugoes diagonalizaveis: 8 ﬂ e [_01 (1] .

Agora
1 o] [+t 1—¢t|[ 5 t—1
—(B+2—2t)/2 1) | 0 2—t||1+5 24t

- [(1) t2(t+10)(t— 1)] '

el vl

~ . L. ~ . -1
e entao existe uma tnica solugao nilpotente {8 0 } .

Logo,

(4) X2 — [(1) 2] = 0 tem quatro solugoes (diagonalizdveis).
Temos
2=t 0
det 02— = -1+ 1)t—-2)(t+2).

Como este se decompoe em fatores lineares distintos, todas as solugoes
sao diagonalizdveis. Anteriormente, achamos todas as solugoes.
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(5) X%+ [_03 _12} X+ B _02} = 0 tem cinco solugoes (diagonalizdveis).

Temos

2 —3t+2 —2t—2

det[ 0 24t

] =tt-1(E+1)(t—2),

e entdo os possiveis autovalores para uma solugao X sao 0,1,—1,2. Os
possiveis autovetores correspondentes sao os elementos nao nulos dos
espagos nulos de

e e

respectivamente, e os tnicos elementos de S nesses espacos sao

17 [1] Jo] [t et .
1,0 B 1 B 1 , respectivamente.

As cinco solugoes diagonalizaveis correspondem aos pares de auto-
valores (Oa 1)) (07 _1)5 (_L 1)) (_L 2)) (17 2)

(6) X2~ F _11} X+ {_2 _12} = 0 tem seis solugoes(diagonalizaveis).

24
dt{t t—2 t+1

it el —te- v e,

e os possiveis autovalores para uma solugao X sao 0,1, —1, 2. Os possiveis
autovetores correspondentes sao os elementos nao nulos dos espagos nulos

B A O R

respectivamente, e os Unicos elementos de S nesses espacos sao

017 007 1 esvects .
a0 111 11!’ lo , respectivamente.

Existe uma solucao diagonalizével correspondente a cada par de possiveis
autovalores distintos. Logo os pares

(0,1), (0,-1), (1,-1), (-1,2), (1,2), (0,2)
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correspondem, respectivamente, a

2 -1 0 0 1 0 2 0 2 -1 2 -1
2 =112 -1|" 12 —-1|’ ({0 —=1{” (0 1| |0 O
(00) X? =0 tem uma infinidade de solugoes.
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