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Provas e Soluções Comentadas
da XXIII OMEG - 2014

Rogerio de Queiroz Chaves, Ana Paula Chaves, Abiel Costa Macedo e
Valdivino Vargas Junior.

Resumo. Apresentamos, a seguir, uma resolução comentada das
questões da OMEG de 2014, incluindo boa parte das ideias e ar-
gumentos dos próprios estudantes participantes. Para alguns dos
problemas, são apresentados comentários adicionais que podem
esclarecer e expandir o contexto do problema original, bem como
apresentar possibilidades de generalização e propor outros proble-
mas relacionados. Sugerimos que, antes de ler as soluções, o leitor
encare o desafio de resolver os problemas e desfrute da sensação
de conquista e de amadurecimento que esta atividade pode pro-
porcionar. Por isso, apresentamos primeiro somente os problemas
e, ao final, as soluções e comentários. Apresentamos, a seguir,
uma resolução comentada das questões da OMEG de 2014, in-
cluindo boa parte das ideias e argumentos dos próprios estudantes
participantes. Para alguns dos problemas, são apresentados co-
mentários adicionais que podem esclarecer e expandir o contexto
do problema original, bem como apresentar possibilidades de gene-
ralização e propor outros problemas relacionados. Sugerimos que,
antes de ler as soluções, o leitor encare o desafio de resolver os pro-
blemas e desfrute da sensação de conquista e de amadurecimento
que esta atividade pode proporcionar. Por isso, apresentamos pri-
meiro somente os problemas e, ao final, as soluções e comentários.
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Provas:

Nı́vel 1

1. Se um número termina com zeros, estes zeros são chamados zeros
terminais. Por exemplo, 520000 tem quatro zeros terminais, mas 502000
tem apenas três zeros terminais.

(a) Se P é o produto de todos os números naturais de 1 a 10, isto é,
P = 1× 2× 3× 4× · · ·× 10, quantos zeros terminais P possui?

(b) E o produto de todos os números naturais de 1 a 2014, tem quantos
zeros terminais?

2. Considerando o algoritmo da divisão no conjunto dos números inteiros
positivos, responda os itens a seguir.

(a) Na divisão de 2014 por um certo número, d, o quociente é 12 e
o resto é o maior posśıvel para divisões por d. Determine esse
número d.

(b) Determine todos os números cuja divisão por 17 deixa resto igual
ao quadrado do quociente.

3. Dividindo-se um quadrado maior em vários quadradinhos menores,
considere a tarefa de pintar de preto alguns dos quadradinhos e deixar
outros em branco, obedecendo à seguinte regra: “todo quadrado de 2×2
quadradinhos, contido no quadrado maior, deve ficar com exatamente
dois quadradinhos brancos e dois pretos”.

(a) A figura a seguir mostra 4 quadrados maiores em que a tarefa de
pintar os quadradinhos foi iniciada. Em cada um deles, mostre
uma maneira de completar a tarefa pintando os demais quadradi-
nhos de acordo com a regra ou então explique porque não é posśıvel
completar a tarefa.

(I) (II) (III) (IV)
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(b) Para cada um dos quadriculados da figura a seguir, determine de
quantas maneiras diferentes os quadradinhos podem ser pintados
obedecendo à regra.

(I) (II)

4. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma
mesa redonda. Sabe-se que 7 das mulheres têm à sua direita uma outra
mulher, e que 12 mulheres têm à sua direita um homem. Também se
sabe que exatamente 3/4 dos homens têm à sua direita uma mulher.
Diante destas informações, quantas pessoas estão em volta da mesa?

5. No conjunto dos números naturais, determine

(a) três números consecutivos cuja soma seja 24;

(b) todos os posśıveis trios de números cuja soma seja 23 e o produto
seja 360.

6. Em qualquer quadrado, o maior ćırculo que se pode desenhar em seu
interior ocupa, aproximadamente, 11/14 da área do quadrado (figura
abaixo, à esquerda). A figura abaixo, à direita, representa um quadrado
que foi dividido em várias regiões por arcos que são todos de metade
ou um quarto de ćırculo. Considerando que o lado do quadrado tenha
14 cm, calcule as áreas aproximadas das regiões marcadas com as letras
A e B.

χχχ
χχ
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Nı́vel 2

1. Se um número inteiro termina com zeros, estes zeros são chamados
zeros terminais. Por exemplo, 520000 tem quatro zeros terminais, mas
502000 tem apenas três zeros terminais.

(a) Se P é o produto de todos os números naturais de 1 a 20, isto é,
P = 1× 2× 3× 4× · · ·× 20, quantos zeros terminais P possui?

(b) E o produto de todos os números naturais de 1 a 2014, tem quantos
zeros terminais?

2. Considerando o algoritmo da divisão no conjunto dos números inteiros
positivos, responda os itens a seguir.

(a) Na divisão de x por y, o quociente é 18 e o resto é o maior posśıvel
(para divisões por y). Sabendo-se que x+y = 319, determine esses
dois números, x e y.

(b) Determine todos os números cuja divisão por 17 deixa resto igual
ao quadrado do quociente.

3. Dividindo-se um quadrado maior em vários quadradinhos menores,
considere a tarefa de pintar de preto alguns dos quadradinhos e deixar
outros em branco, obedecendo à seguinte regra: “todo quadrado de 2×2
quadradinhos, contido no quadrado maior, deve ficar com exatamente
dois quadradinhos brancos e dois pretos”.

(a) A figura a seguir mostra 4 quadrados maiores em que a tarefa de
pintar os quadradinhos foi iniciada. Em cada um deles, mostre
uma maneira de completar a tarefa pintando os demais quadradi-
nhos de acordo com a regra ou então explique porque não é posśıvel
completar a tarefa.

(I) (II) (III) (IV)
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(b) Para cada um dos quadriculados da figura a seguir, determine de
quantas maneiras diferentes os quadradinhos podem ser pintados
obedecendo à regra.

(I) (II)

4. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma
mesa redonda. Sabe-se que 7 das mulheres têm à sua direita uma outra
mulher, e que 12 mulheres têm à sua direita um homem. Também se
sabe que exatamente 3/4 dos homens têm à sua direita uma mulher.
Diante destas informações, quantas pessoas estão em volta da mesa?

5. Em qualquer quadrado, o maior ćırculo que se pode desenhar em seu
interior ocupa, aproximadamente, 11/14 da área do quadrado (figura
abaixo, à esquerda). A figura abaixo, à direita, representa um quadrado
que foi dividido em várias regiões por arcos que são todos de metade
ou um quarto de ćırculo. Considerando que o lado do quadrado tenha
14 cm, calcule as áreas aproximadas das regiões marcadas com as letras
A e B.

6. Determine todos os posśıveis trios de números naturais cuja soma
seja 23 e o produto seja 360.
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Nı́vel 3

1. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma
mesa redonda. Sabe-se que 7 das mulheres têm à sua direita uma outra
mulher, e que 12 mulheres têm à sua direita um homem. Também se
sabe que exatamente 3/4 dos homens têm à sua direita uma mulher.
Diante destas informações, quantas pessoas estão em volta da mesa?

2. A figura a seguir representa um quadrado que foi dividido em várias
regiões por arcos que são todos de metade ou um quarto de ćırculo.
Interessado em estimar as áreas das regiões marcadas com as letras A e
B, um estudante substituiu o número π por um certo número racional e,
em consequência disso, obteve exatamente o mesmo valor para as duas
áreas. Qual foi esse número racional utilizado no lugar de π?

3. Os números 1, 3, 6, 10, 15, ..., chamam-se números triangulares e
correspondem ao número de pontos igualmente espaçados e arranjados
geometricamente em triângulos equiláteros, como na figura a seguir, que
representa os quatro primeiros números triangulares.

(a) Qual é o número triangular mais próximo de 2014?

(b) Denotando por Tn o n-ésimo número triangular determine, em função
de n, o valor de T 2

n − T 2
n−1, para n ≥ 2 e utilize este resultado

para obter a soma dos cubos dos números naturais até n, ou seja,

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3, em função de n.
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4. O retângulo maior da figura a seguir é composto por doze quadrados
menores, idênticos e cujos vértices são os pontos destacados na figura.

(a) Quantos triângulos podem ser formados escolhendo-se os três vértices
dentre os pontos destacados?

(b) Quantos retângulos podem ser formados com todos os vértices nos
pontos destacados?

5. Ana, Beatriz e Célia, compartilham um carro e, para decidirem quem
vai usá-lo no próximo final de semana, usam o seguinte procedimento:
quando Ana diz “Atenção, já!”, cada uma das três, ao mesmo tempo,
apresenta com os dedos um número de um a cinco, como em um jogo de
“par ou ı́mpar”. Ana soma o total de dedos apresentados e, então, conta
até esse total, começando por ela mesma e apontando para cada uma
das três, em sequência, na ordem alfabética de seus nomes. A garota em
quem a contagem terminar é a escolhida. Considerando que o número
apresentado por cada garota seja escolhido de maneira aleatória, com
qualquer dos números de um a cinco tendo a mesma probabilidade de
ser apresentado, calcule a probabilidade de cada uma das garotas ser a
escolhida.

6. No conjunto dos números inteiros positivos, determine

(a) todos os trios de números cuja soma seja 23 e o produto seja 360;

(b) um par de números, s e p, tal que haja pelo menos três trios distintos
com a mesma soma s e o mesmo produto p.
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Soluções comentadas:

Nı́vel 1

1. Se um número termina com zeros, estes zeros são chamados zeros
terminais...

Ver resolução do problema 1 do ńıvel 2.
χχχ
χχ

2. Considerando o algoritmo da divisão no conjunto dos números intei-
ros positivos... (baseado na solução apresentada por Gilberto Gonçalves
Gomes Filho)

(a) O maior resto posśıvel na divisão por d é d − 1. Assim, 2014 =
12d+ (d− 1) = 13d− 1 ⇒ d = 2015/13 = 155.

(b) Devemos determinar os números n, inteiros positivos, tais que n =
17q+q2, onde q2 < 17, por ser o resto da divisão. Então q só pode
ser 1, 2, 3 ou 4 e, por consequência, n = 17q + q2 pode ser 18, 38,
60 ou 84.

χχχ
χχ

3. Dividindo-se um quadrado maior em vários quadradinhos menores,
considere a tarefa de pintar de preto alguns dos quadradinhos... (base-
ado nas soluções apresentadas por Gustavo Mendonça de Freitas, Renato
Abrão Helou e na proposta pela comissão da OMEG)

(a) Para facilitar a referência aos diferentes quadrados, podemos nos
referir ao quadrado maior como tabuleiro e enumerar suas linhas
e colunas com letras e números como indica a figura a seguir.

Para o tabuleiro (I), como as casas A1 e B1 já estão pintadas de
preto, as casas A2 e B2 devem ficar brancas, para termos exata-
mente 2 casas de cada cor neste quadrado 2 × 2. Por consequência,
as casas A3 e B3 devem ser pintadas de preto. Analogamente,
como D3 e D4 já estão pintadas de preto, devemos ter C3 e C4
brancas, donde B3 e B4 devem ser pretas. Mas assim o quadrado
2 × 2 localizado no canto superior direito fica com 3 quadrados
pretos, o que não é permitido. Então, não é posśıvel colorir o
tabuleiro (I) respeitando a regra.
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Os tabuleiros (II) e (III) podem ser pintados como na figura a
seguir.

Para o tabuleiro (IV) também não é posśıvel preencher os qua-
drados segundo a regra. De fato, se B1 for pintado de preto, pelo
mesmo argumento usado para o tabuleiro (I), A2 e B2 devem ser
brancos e A3 e B3 teriam que ser pretos, o que conflita com A4
já estar pintado de preto. O mesmo argumento vale para C1, e
também A2 e A3, que não podem ser pintados de preto. Mantendo
todos estes em branco, B2, B3 e C2 deveriam ser todos pretos, o
que viola a regra.
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(b) Para o tabuleiro 2×2, (I), a casa superior esquerda pode ser branca
ou preta. Para cada uma dessas escolhas, a casa inferior esquerda
também pode ser preta ou branca. Isto dá 4 maneiras de se pintar a
coluna da esquerda. Se essa coluna for toda preta ou toda branca,
a coluna da direita tem que ser toda da cor oposta. Já se a coluna
da esquerda tiver um quadrado preto e o outro branco, a coluna
da direita também precisa ter um quadrado preto e outro branco,
havendo duas maneiras de se obter isso, em cada caso. Resumindo,
o quadrado 2 × 2 pode ser pintado exatamente de 6 maneiras,
detalhadas na figura a seguir.

Para o tabuleiro 3 × 3, observa-se que, como cada quadradinho
da primeira coluna pode ser branco ou preto, há 23 maneiras di-
ferentes de pintar esta coluna. Além disso, ou os quadradinhos da
primeira coluna são pintados com cores alternadas ou haverá dois
ou mais quadradinhos adjacentes da mesma cor, o que permite
separar a contagem em dois casos.

Caso 1: Se os quadradinhos da 1a coluna forem pintados com
cores alternadas, para respeitar a regra a 2a coluna também deve
ser pintada com cores alternadas, que podem ser iguais ou opostas
às da 1a coluna. O mesmo argumento também vale para a 3a

coluna. Assim, para cada coluna temos 2 possibilidades, o que nos
dá 2 · 2 · 2 = 8 configurações posśıveis.

Caso 2: Se na 1a coluna houver pelo menos duas casas adjacentes
pintadas da mesma cor, então as casas da 2a coluna adjacentes
a estas devem ser pintadas com a cor oposta. Por consequência,
as demais casas casas da 2a coluna também devem ser pintadas
com a cor oposta à de suas vizinhas da 1a coluna. Pelo mesmo
argumento, esta restrição ocorre também para a 3a e a 4a colunas.
Neste caso, ao pintar a 1a coluna, a configuração de todo o restante
do tabuleiro fica determinada de maneira única e o número de
maneiras de pintar a primeira coluna com pelo menos duas casas
adjacentes da mesma cor é 23 − 2 = 6 (o total de maneiras de
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pintar a primeira coluna menos as duas maneiras de se pintar com
cores alternadas, consideradas no caso 1 ).

Portanto há, no total, 8 + 6 = 14 maneiras distintas de pintar
o tabuleiro 3 × 3 de modo que qualquer quadrado 2 × 2 tenha
exatamente duas casas brancas e duas casas pretas.

Outras variações deste problema podem ser vistas na resolução do
problema 3 do ńıvel 2.

χχχ
χχ

4. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma mesa
redonda... (baseado nas soluções apresentadas por Bruno Cordeiro Mar-
tins de Oliveira, do ńıvel 1, e por Lucas Gonçalves de Oliveira e Luiz
Herique Zuin Ruiz, do ńıvel 2)

Cada mulher à mesa tem à sua direita um homem ou uma mulher.
Como 7 das mulheres têm uma mulher à sua direita, e 12 mulheres têm
um homem à sua direita, são 19 mulheres ao todo. Por outro lado,
decorre destas condições que exatamente 7 das mulheres estão à direita
de mulheres e as outras 12 tem que estar à direita de homens. Como
esta quantidade de 12 homens (que tem mulheres à direita) é 3/4 do
total, a quantidade de homens é 16. Portanto, estão sentados à mesa
19 + 16 = 35 pessoas.

χχχ
χχ

5. No conjunto dos números naturais, determine... (baseado na solução
apresentada por Gilberto Gonçalves Gomes Filho)

(a) x+ (x+1)+ (x+2) = 24 ⇒ 3x+3 = 24 ⇒ 3x = 21 ⇒ x = 7,
logo os três números só podem ser 7, 8 e 9.

(b) Ver resolução do problema 6 do ńıvel 2.
χχχ
χχ

6. Em qualquer quadrado, o maior ćırculo que se pode desenhar em seu
interior ocupa, aproximadamente, 11/14 da área do quadrado...

Ver resolução do problema 5 do ńıvel 2.
χχχ
χχ
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Nı́vel 2

1. Se um número inteiro termina com zeros, estes zeros são chamados
zeros terminais... (Baseado na solução apresentada por Luiz Vasconce-
los Júnior)

(a) Cada zero terminal de P corresponde a um fator de 10 = 2 · 5 e,
consequentemente, um fator de 5. No caso de P = 1× 2× 3× 4×
· · · × 20, os únicos fatores 5 vêm de 5, 10, 15 e 20, o que resulta
em 4 zeros terminais. Para a versão proposta no ńıvel 1, em que
P = 1× 2× 3× 4× · · ·× 10, os únicos fatores 5 vêm do 5 e do 10,
logo esse número P possui dois zeros terminais.

(b) Considerando-se que cada número par no produto contribui com
pelo menos um fator 2, estes estão em maior número que os fatores
5, que só vêm dos múltiplos de 5. Basta, então, contar os fatores
5 do produto. No caso do produto de todos os números naturais
de 1 a 2014 o número de fatores múltiplos de 5 pode ser obtido da
divisão inteira 2014÷5 = 402 (com resto 4). Além disso, cada fator
múltiplo de 25 = 52 contribui com mais um fator de 5 não contado
anteriormente, ou seja, 2014 ÷ 25 = 402 ÷ 5 = 80 e sobram 14.
De maneira análoga, cada múltiplo de 125 = 53 menor que 2014
contribui com mais um fator de 5 ainda não contabilizado, com
2014 ÷ 125 = 80 ÷ 5 = 16 e sobram 14. Por fim, cada múltiplo
de 625 = 54 contribui com mais um fator de 5 não contabilizado
anteriormente e 2014÷ 625 = 16÷ 5 = 3 e sobram 139. Portanto,
o número de zeros terminais é 402 + 80 + 16 + 3 = 501.

χχχ
χχ

2. Considerando o algoritmo da divisão no conjunto dos números intei-
ros positivos... (baseado nas soluções apresentadas por Carlos Eduardo
Pires da Silva, Gustavo Seabra Garcia e Luiz Vasconelos Júnior)

(a) O maior resto posśıvel na divisão por y é y − 1. Assim,
{

x = 18y + y − 1 = 19y − 1

x+ y = 319

De onde se obtém 20y − 1 = 319 ⇒ y = 16 e x = 303.
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(b) Ver resolução do problema 2 do ńıvel 1.
χχχ
χχ

3. Dividindo-se um quadrado maior em vários quadradinhos menores,
considere a tarefa de pintar de preto alguns dos quadradinhos... (base-
ado na solução apresentada por Giovana da Mata S. M. Pacheco, e na
proposta pela comissão da OMEG)

(a) Ver resolução do item (a) do problema 3 do ńıvel 1.

(b) Para o tabuleiro 2×2, (I), a casa superior esquerda pode ser branca
ou preta. Para cada uma dessas escolhas, a casa inferior esquerda
também pode ser preta ou branca. Isto dá 4 maneiras de se pintar a
coluna da esquerda. Se essa coluna for toda preta ou toda branca,
a coluna da direita tem que ser toda da cor oposta. Já se a coluna
da esquerda tiver um quadrado preto e o outro branco, a coluna
da direita também precisa ter um quadrado preto e outro branco,
havendo duas maneiras de se obter isso, em cada caso. Resumindo,
o quadrado 2 × 2 pode ser pintado exatamente de 6 maneiras,
detalhadas na figura a seguir.

Para o tabuleiro 4 × 4, observa-se que, como cada quadradinho
da primeira coluna pode ser branco ou preto, há 24 maneiras di-
ferentes de pintar esta coluna. Além disso, ou os quadradinhos da
primeira coluna são pintados com cores alternadas ou haverá dois
ou mais quadradinhos adjacentes da mesma cor, o que permite
separar a contagem em dois casos.

Caso 1: Se os quadradinhos da 1a coluna forem pintados com cores
alternadas, para respeitar a regra a 2a coluna também deve ser
pintada com cores alternadas, que podem ser iguais ou opostas às
da 1a coluna. O mesmo também vale para a 3a e 4a colunas. Assim,
para cada coluna temos 2 possibilidades, o que nos dá 2·2·2·2 = 16
configurações posśıveis.
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Caso 2: Se na 1a coluna houver pelo menos duas casas adjacentes
pintadas da mesma cor, então, pela regra, as casas da 2a coluna
adjacentes a estas devem ser pintadas com a cor oposta. Por con-
sequência, as demais casas casas da 2a coluna também devem ser
pintadas com a cor oposta à de suas vizinhas da 1a coluna. Pelo
mesmo argumento, esta restrição ocorre também para a 3a e a
4a colunas. Neste caso, ao pintar a 1a coluna, a configuração de
todo o restante do tabuleiro fica determinada de maneira única e
o número de maneiras de pintar a primeira coluna com pelo me-
nos duas casas adjacentes da mesma cor é 24 − 2 = 14 (o total de
maneiras de pintar a primeira coluna menos as duas maneiras de
se pintar com cores alternadas, consideradas no caso 1 ).

Portanto há, no total, 16 + 14 = 30 maneiras distintas de pintar
o tabuleiro 4 × 4 de modo que qualquer quadrado 2 × 2 tenha
exatamente duas casas brancas e duas casas pretas.

Agora não é tão dif́ıcil generalizar esta idéia e resolver o problema a
seguir.

Problema proposto: Quantas são as maneiras de se pintar um
tabuleiro quadriculado de m× n, com m e n inteiros maiores que 1, de
maneira que todo quadrado de 2×2 quadradinhos do tabuleiro fique com
exatamente dois quadradinhos brancos e dois pretos?

χχχ
χχ

4. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma mesa
redonda...

Ver resolução do problema 4 do ńıvel 1.
χχχ
χχ

5. Em qualquer quadrado, o maior ćırculo que se pode desenhar em seu
interior ocupa, aproximadamente, 11/14 da área do quadrado... (base-
ado nas soluções apresentadas por Carlos Eduardo Pires da Silva, Gus-
tavo Seabra Garcia, Luiz Vasconelos Júnior, Matheus Canguçu de Paiva
Queiroz e Bárbara Custódio Rodrigues da Silva, do ńıvel 2)

A área de A pode ser vista como 1/4 da área que resta de um qua-
drado de lado 28 quando deste se retira um ćırculo inscrito (o maior
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ćırculo posśıvel, como descrito no enunciado da questão), ou seja,

Área(A) ≈ 1

4

(

282 − 11

14
· 282

)

= 42 cm2.

Para a regiãoB, é conveniente dividir o quadrado da figura em quatro
quadrados menores, por uma linha vertical e outra horizontal ambas
passando pelo centro do quadrado original. Assim, a área da região B
pode ser obtida subtraindo-se da área do quarto de ćırculo maior na
figura (que é 11/14 de 142, como observado no cálculo de A) a área de
um quadrado de lado 7 e as de dois quartos de ćırculo de raio 7, que
podem ser obtidas como no cálculo da área A. Assim,

Área(B) ≈ 11

14
· 142 − 72 − 2

11

14
· 72 = 28 cm2.

χχχ
χχ

6. Determine todos os posśıveis trios de números naturais cuja soma
seja 23 e o produto seja 360. (Baseado nas soluções apresentadas por
Enzo Paulo Sanches Sato, Luiz Vasconelos Júnior e Sarah Brennda B.
Almeida)

Se a soma é 23, os três números não podem ser todos maiores que
7. Portanto o menor deles é, necessariamente menor que 8. Além disso,
como o produto é 360, cada um dos três números é um divisor de 360 =
23 · 32 · 5 e o menor dos números não pode ser 7.

Se o menor for 6, os outros dois devem somar 17 e seu produto deve
ser 360/6 = 60 = 4 ·3 ·5, o que não é satisfeito por nenhum dos posśıveis
pares de números maiores ou iguais a 6 e que somam 17 (6 e 11; 7 e 10
ou 8 e 9).

Se o menor for 5, os outros dois devem somar 18 e seu produto deve
ser 360/5 = 72 = 8 · 9. Examinando os posśıveis pares, já descartando
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os que não dividem 72, encontra-se apenas o 6 e 12, que fornece o trio
5, 6 e 12.

Se o menor for 4, os outros dois devem somar 19 e seu produto deve
ser 360/4 = 90 = 2 ·9 ·5. Examinando os posśıveis pares, já descartando
os que não dividem 90, encontra-se apenas o 9 e 10, que fornece o trio
4, 9 e 10.

Se o menor for 3, os outros dois devem somar 20 e seu produto deve
ser 360/3 = 120 = 8·3·5. Examinando os posśıveis pares, já descartando
os que não dividem 120, observa-se que mesmo para o 10 e 10, que tem
o maior produto, esse produto não chega a 120.

Para as outras duas possibilidades, ou seja, o menor dos três números
ser 2 ou 1, a situação fica ainda menos favorável, pois o produto dos
outros dois teria que ser 180 ou 360 enquanto sua soma teria que ser 21
ou 22, respectivamente.

Portanto, os únicos trios cuja soma é 23 e o produto 360 são {4, 9,
10} e {5, 6, 12}.

Observações: Como alguns dos estudantes observaram, esta análise
pode ser abreviada pela observação de que um dos números do trio tem
que ser múltiplo de 5 e menor que 23, o que reduz as possibilidades a
analisar. Em geral, este racioćınio sempre pode ser aplicado ao maior
fator primo do produto dos números procurados, pois ele deve estar pre-
sente em um dos números. Outras variações interessantes e comentários
sobre este problema podem ser vistos na resolução do problema 6 do
ńıvel 3.

χχχ
χχ

Nı́vel 3

1. Um grupo de homens e mulheres está sentado em volta de uma mesa
redonda...

Ver resolução do problema 4 do ńıvel 1.
χχχ
χχ

2. A figura a seguir representa um quadrado que foi dividido em várias
regiões por arcos que são todos de metade ou um quarto de ćırculo...
(baseado nas soluções apresentadas por Gustavo Bittar Gonçalves, Hei-
tor de Sousa Naves, Matheus Abrão Abdala, Vińıcius Augusto Ribeiro e
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Vińıcius Gomes de Souza)

Sendo ℓ a medida do lado do quadrado, a área de A é

Área(A) ≈ ℓ2 − πℓ2

4

Para a região B, é conveniente dividir o quadrado da figura em quatro
quadrados menores, de modo que a área da região B pode ser obtida
subtraindo-se da área do quarto de ćırculo de raio ℓ a área de um qua-
drado de lado ℓ/2, que fica no canto inferior esquerdo do quadrado origi-
nal, e as áreas de dois quartos de ćırculo de raio ℓ/2, nos cantos superior
esquerdo e inferior direito. Assim,

Área(B) ≈ πℓ2

4
−
(

ℓ

2

)2

− π

2

(

ℓ

2

)2

=

(

π

8
− 1

4

)

ℓ2.

Para que se obtenha o mesmo valor para as áreas de A e B, é necessário
que

π

8
− 1

4
= 1− π

4
⇒ 3π

8
=

5

4
⇒ π =

10

3
.

Logo, o número racional utilizado no lugar de π é 10/3.
χχχ
χχ

3. Os números 1, 3, 6, 10, 15, ..., chamam-se números triangula-
res... (baseado nas soluções apresentadas por João Lúıs Reis Freitas,
Jóshua Lucas Rocha L. Sardinha, Lucas Emı́lio Mendes Ferreira, Mar-
cos Antônio de Oliveira Jr., Rafael Pereira Lima e Vińıcius Augusto
Ribeiro)

(a) Da definição, deduz-se que o n-ésimo número triangular é

Tn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
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e, observando que n2 < n(n + 1) < (n + 1)2, pode se estimar
o valor de n que produz um número triangular próximo de 2014
procurando situar o dobro deste número entre os quadrados de
dois números consecutivos. Uma rápida inspeção, notando que
2 ·2014 = 4028 = 4 ·1007, que 302 = 900 e que 322 = (25)2 = 1024,
leva a 632 = 3969 e 642 = 4096, de forma que T63 = 2016 é o
número triangular mais próximo de 2014.

Observação: Outra maneira mais simples de se fazer esta busca
é utilizando o método da bisseção (ou busca binária, neste caso),
que consiste em observar, inicialmente, que 602 = 3600 < 4028 <
4900 = 702 e ir dividindo o conjunto de possibilidades sempre ao
meio. Neste caso, como 652 = 4225 > 4028, passamos ao 62 ou 63,
com 632 = 3969 < 4028 e, então, 642 = 4096 > 4028.

(b) Fatorando T 2
n − T 2

n−1 = (Tn − Tn−1)(Tn + Tn−1) e observando que
Tn − Tn−1 = n e Tn + Tn−1 = [n(n + 1) + (n − 1)n]/2 = n2,
obtem-se T 2

n − T 2
n−1 = n3, para n ≥ 2. Então, basta substituir

cada cubo na soma dos cubos pela diferença dos quadrados dos
números triangulares correspondentes, com o que se obtém

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3

= 1+T 2
2 −T 2

1 +T 2
3 −T 2

2 +T 2
4 −T 2

3 + · · ·+T 2
n−1−T 2

n−2+T 2
n −T 2

n−1

= T 2
n =

[

n(n+ 1)

2

]2

,

uma vez que cada termo negativo se cancela com o seu oposto (que
fica três posições à esquerda) e o único termo que resta na soma é
T 2
n .

χχχ
χχ

4. O retângulo maior da figura a seguir é composto por doze quadra-
dos menores... (baseado nas soluções apresentadas por João Lúıs Reis
Freitas e Heitor de Sousa Naves)

(a) Qualquer escolha de três pontos forma um triângulo quando esses
pontos não estiverem alinhados. O total de combinações de três



Revista da Olimṕıada de Matemática do Estado de Goiás 22

pontos que pode ser obtido é C20,3 = 1.140. Basta, então excluir
da contagem os casos em que os três pontos são colineares, que
correspondem a quatro casos mutuamente exclusivos.

Caso 1: Os três pontos estão em uma mesma linha, correspon-
dendo a 4× C5,3 = 4× 10 = 40 combinações.

Caso 2: Os três pontos estão em uma mesma coluna, correspon-
dendo a 5× C4,3 = 5× 4 = 20 combinações.

Caso 3: Os três pontos estão em uma diagonal que tem exatamente
três pontos. Aqui é preciso contar também os pontos que ficam
nas diagonais de cada retângulo 2 × 4, além das 4 diagonais de
quadrados 2× 2 resultando em 8×C3,3 = 8× 1 = 8 combinações.

Caso 4: Os três pontos estão em uma diagonal que contém quatro
pontos, correspondendo a 4× C4,3 = 4× 4 = 16 combinações.

Portanto, o total de triângulos é 1140− 40− 20− 8− 16 = 1056.

(b) Seja A o conjunto dos retângulos que podem ser formados. Nova-
mente, é posśıvel dividir em 4 conjuntos disjuntos:

A1 = {Retângulos em A que possuem lados paralelos aos eixos
(vértices em duas linhas e duas colunas)}

A2 = {Quadrados em A que possuem vértices em três das linhas
e em três das colunas}
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A3 = {Retângulos em A que não são quadrados e que possuem
cada vértice em uma linha diferente e cada vértice em uma coluna
diferente}

A4 = {Quadrados em A que possuem cada vértice em uma linha
diferente e cada vértice em uma coluna diferente}

Para ver quantos retângulos estão em A1 usamos o prinćıpio mul-
tiplicativo. De fato, existem C4,2 = 6 modos de escolhermos
duas das quatro linhas. Feita a escolha do par de linhas existem
C5,2 = 10 modos de escolhermos duas das cinco colunas. Assim,
denotando a cardinalidade de A por |A|, tem-se |A1| = 6×10 = 60.
As outras contagens podem ser feitas diretamente da figura.

Totalizando as possibilidades, obtém-se |A| = |A1∪A2∪A3∪A4| =
|A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4| = 60 + 6 + 4 + 4 = 74.

χχχ
χχ

5. Ana, Beatriz e Célia, compartilham um carro e, para decidirem quem
vai usá-lo no próximo final de semana... (baseado na solução apresen-
tada por Thiago Lucas Faustino da Silva)

Denotando por a, b e c as quantidades de dedos apresentados por
Ana, Beatriz e Célia, respectivamente, como cada um pode ser um
número de 1 a 5, com iguais probabilidades, qualquer trio (a, b, c), com
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a, b e c em {1, 2, 3, 4, 5} tem a mesma probabilidade. Pelo prinćıpio fun-
damental da contagem, a quantidade desses trios é 5 ·5 ·5 = 125 e, como
a contagem que indica a sorteada é feita até atingir a soma a + b + c
que pode ir de 3 a 15, Ana será a escolhida nos casos em que esta soma
resulte em algum número do conjunto A = {4, 7, 10, 13}. Para Beatriz
ser a escolhida, a soma deve estar em B = {5, 8, 11, 14} e para Célia a
soma deve estar em C = {3, 6, 9, 12, 15}. Resta contar quantos dos trios
equiprováveis (a, b, c); a, b, c ∈ {1, 2, 3, 4, 5} , têm sua soma em cada um
desses três conjuntos.

Para facilitar a contagem, separando os números naturais de 1 a 5
em três conjuntos de acordo com o resto de sua divisão por 3, tem-se
X0 = {3}, X1 = {1, 4} e X2 = {2, 5}. Para que a soma a+ b+ c esteja
em C, por exemplo, que é um conjunto de múltiplos de 3, a soma dos
restos das divisões de a, b e c tem que ser 0 ou 3, ou seja, a, b e c têm
que estar todos em um mesmo Xi ou cada um em um Xi diferente. Só
há uma maneira de estarem todos em X0, enquanto todos em X1, pode
ocorrer de 2 ·2 ·2 = 8 maneiras diferentes e, da mesma forma, para todos
em X2. Para ficarem em Xi diferentes, tem-se 1 · 2 · 2 · 3! = 24 maneiras.
Somando todas essas possibilidades, tem-se 8+8+1+24 = 41. Portanto
Célia tem uma probabilidade de 41/125 de ser a escolhida.

Por um argumento análogo, para que a + b + c esteja em A, que é
um conjunto de números da forma 3k+1, pode se ter um dos 3 números
em X1 (2 possibilidades) e os demais teriam que ser iguais a 3 ∈ X0, o
que resulta em 3 · 2 = 6 possibilidades. Também pode-se ter dois dos
números em X2 (4 possibilidades) e o outro em X0 (pode ser a, b ou
c), o que corresponde a um total de 4 · 3 = 12 possibilidades. Por fim,
pode-se ter dois dos números em X1 (4 possibilidades) e o outro, que
pode ser a, b ou c, em X2, resultando em mais 4 · 6 = 24. Assim, para
Ana ser escolhida há 6 + 12 + 24 = 42 das 125 possibilidades, o que dá
uma probabilidade de 42/125.

As demais 42 possibilidades resultam em uma soma da forma 3k+2,
que favorece Beatriz. Portanto, Ana e Beatriz têm probabilidade de
42/125, cada uma, de ser a escolhida, enquanto que Célia tem uma
chance um pouco menor, com probabilidade de 41/125.

Observações:
Todo esse argumento pode ser reescrito de maneira equivalente em

termos de classes de congruência módulo 3, o que foi evitado aqui em
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benef́ıcio dos leitores que não estiverem familiarizados com este conceito.
Para quem estiver familiarizado, é fácil, e um bom exerćıcio, traduzir
este argumento em termos de congruências.

Este resultado é duplamente contraintuitivo, uma vez que a primeira
impressão é a de que esse sorteio daria iguais chances às três participan-
tes. Depois, observando os conjuntos A, B e C no desenvolvimento da
argumentação, a impressão é de que Célia tem maiores chances por-
que C é o mais numeroso. Curiosamente, nenhuma dessas impressões
corresponde à realidade.

Problemas propostos:
1) Uma pequena modificação neste processo de sorteio é admitir a possi-
bilidade de cada participante apresentar o número zero (nenhum dedo).
Esta modificação equilibraria as chances das três? Quem deveria ganhar
o sorteio quando a soma dos dedos apresentados for zero?
2) Como ficariam distribúıdas as probabilidades de cada um se esse
sorteio fosse realizado entre quatro pessoas? E entre n pessoas?

χχχ
χχ

6. No conjunto dos números inteiros positivos, determine... (baseado
nas soluções apresentadas por Juliana Resplande Sant’Anna Gomes, Lu-
cas Emı́lio Mendes Ferreira e na proposta pela comissão da OMEG, para
o item (b))

(a) Ver resolução do problema 5 do ńıvel 1, observando que uma
maneira alternativa de realizar as análises ali envolvidas é, uma
vez fixado um dos números, n, do trio, se existirem os outros dois,
tendo soma S = 23 − n e produto P = 360/n, serão as ráızes
da equação quadrática x2 − Sx+ P = 0. E, para que estas sejam
inteiras, ∆ = S2−4P deve ser um quadrado perfeito não negativo.
E neste caso, em particular, como o produto dos três números é
360, cujo maior fator primo é 5, pode se levar em conta que um
dos números tem que ser múltiplo de 5 e escolher esse número
n, fixado, como 5, 10, 15 ou 20. Para n = 15 ou 20, obtém-se
∆ = S2 − 4P < 0 enquanto que para n = 5 ou 10, obtém-se os
trios {5, 6, 12} e {4, 9, 10}.

(b) Para que todos os trios tenham o mesmo produto p, seus elementos
devem conter os mesmos fatores primos de p, apenas distribúıdos
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de maneiras diferentes entre os números do trio. Assim, se x, y
e z for um dos trios, pode se procurar outros trios que tenham a
mesma soma e que troquem entre si alguns fatores de maneira que
o produto seja mantido. Por exemplo, em

x+ y + z = 2x+
3

2
y +

1

3
z = 3x+

2

3
y +

1

2
z ,

na primeira igualdade, um fator 2 é transferido de y para x e um
fator 3 de z para y. Do primeiro para o terceiro termo, o que se
faz é transferir um fator 3 de y para x e um fator 2 de z para y.
Da primeira e da última igualdades obtém-se

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

x +
1

2
y − 2

3
z = 0

x − 5

6
y +

1

6
z = 0

Subtraindo a segunda equação da primeira, obtém-se 5z = 8y, o
que substitúıdo na primeira equação do sistema acima resulta em
30x = 17y. No conjunto dos inteiros positivos, a solução mais
direta é simplesmente escolher, nesta última igualdade, x = 17,
y = 30 e então, da igualdade anterior, z = 8y/5 = 48. Assim, a
soma é 95, o produto é 24480 e os três trios, obtidos das duas igual-
dades iniciais e na ordem em que aparecem ali, são {17, 30, 48},
{34, 45, 16} e {51, 20, 24}.

Observações: Obviamente outras escolhas são posśıveis para os
fatores que serão intercambiados nas duas desigualdades iniciais
e resultarão em respostas diferentes, que sempre correspondem a
soluções inteiras de um sistema linear subdeterminado. Mas é pre-
ciso tomar alguns cuidados na escolha desses fatores para se evitar
obter trios que são apenas permutações uns dos outros. Além
disso, o que garantiu que y e z tenham o mesmo sinal na solução
do sistema linear foi que, nas duas igualdades iniciais, os fatores
intercambiados entre as parcelas foram escolhidos de maneira que
em uma das somas y e z (ou o segundo e o terceiro números)
movimentam-se na mesma direção (ambos diminuem) e na outra
um aumenta e o outro diminui. Isto garante os sinais opostos para
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os coeficientes de y e z no sistema linear e permite soluções no
conjunto dos inteiros positivos.

Um par de números reais fica determinado de maneira única quando
se fixam seu produto e sua soma. Para mais que dois números, este
problema mostra que fixar a soma e o produto não determina estes
números de maneira única nem mesmo no conjunto dos números
naturais, o que não é tão surpreendente assim, uma vez que há
apenas duas restrições e mais que duas incógnitas.

A análise deste problema sugere outros problemas interessantes,
que detalhamos a seguir.

Problemas propostos (todos no conjunto dos números in-
teiros positivos):

1) Quais são os menores valores para s e p tais que haja pelo menos
três trios distintos com a mesma soma s e o mesmo produto p?

2) Qual é o maior número posśıvel de trios distintos com a mesma
soma e o mesmo produto?
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