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Introducao

Seqiiéncia numérica ndo ¢ um topico visto no ensino fundamental
apesar de poder ser tratado de uma maneira facil e interessante para alunos
deste nivel. Basta o conhecimento de niimeros para que este topico seja visto.
Existem muitas seqiiéncias interessantes que podem ser tratadas na 5% e 6%
séries, tais como a  seqiiéncia de numeros triangulares, de numeros
quadrangulares, a seqiiéncia de Fibonacci, e tantas outras, inclusive criadas
pelos alunos.

A partir do entendimento do conceito de seqiiéncias a notacdo pode ser
dada de forma natural, e como uma maneira mais simples de se representar os
termos da seqiiéncia. Se o professor preferir podera deixar a notacao para séries
do ensino fundamental mais adiantadas.

No livro O Diabo dos Numeros [5] sdo mostradas varias seqiiéncias
numéricas de uma maneira agradavel que podem ser usadas em sala de aula.

Neste artigo pretendemos mostrar algumas seqiiéncias ¢ problemas que
podem ser tratados no ensino fundamental de maneira a ser uma alternativa no
estudo de nimeros. No final deixamos alguns exercicios propostos.

Seqiiéncia Numérica
Uma seqiiéncia numérica ¢ , como o nome diz, uma lista ordenada de
numeros. Para entendermos esta defini¢do o melhor ¢ apresentar exemplos de
seqiiéncias.
Exemplos:
a) 1,2,3,435, ..
b) 2,468, 10
¢ 1,0,1,0 1,0, ..
d 1,357..21
A primeira seqiiéncia tem como termos os niimeros naturais, a segunda
os numeros naturais pares de 2 a /0 . Os pontinhos no final da primeira
seqiiéncia significam que ela continua sempre. Quando isto acontece dizemos
que a seqiiéncia possui infinitos termos ndo necessariamente distintos, como por
exemplo a seqiiéncia do item (c). J&4 a segunda seqiiéncia tem 5 termos e
dizemos que ela ¢ finita. E a quarta seqiiéncia, quantos termos possui? Para
responder esta pergunta precisamos contar seus termos:
e  primeiro termo € /;
e segundo termo ¢ 3;
e terceiro termo é 5;
e quarto termo ¢ 7; ¢ assim em diante.

3 sese
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Quando contamos, associamos um nimero natural com cada termo da
seqiiéncia. Na tabela abaixo a primeira linha aparece a ordem do termo e na
segunda linha os termos:

Ordem (1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11

Termo |/ |3 |5 |7 |9 (11 |13 |15 |17 |19 |21

Assim o niimero 2]/ ¢ o 11° termo da seqiiéncia, logo ela possui 11
termos.

Uma maneira de representarmos os termos de uma seqiiéncia mostra a
ordem do termo como indice. Esta representagdo para a seqiiéncia acima é:

Ordem 1 (2 |3 (4 |5 |6 (7 |8 |9 |10 11

Representacdo |a; |a, |a; |as |as |as |a, |ag |as |ap a

Termo I \3 |5 |7 |9 |11l (I3 |15 |17 |19 |21]

Podemos representar as outras seqiiéncias dadas por:
a) a;=1;a,=2;a;=3,a,=4;,a5=5,a45= 6, ..
b) a1:2;a2:4;a3:6;a4:8;a5:10.

Termo Geral
Na seqiiéncia de niimeros inteiros dada no item (d) observamos que
seus termos possuem a seguinte lei de formagéo:

a=21-1=1 |ay=24-1=7 |a,=27-1=13 |a;p=210-1=19

a;=22-1=3 |as;=25-1=9 |ag=28-1=15|ay=211-1=21

az=23-1=5 l|lag=26-1=11 |ay=29-1=17

Observe que o indice e 0 nimero que aparecem na equagdo multiplicado
por 2 sdo os mesmos. Assim a equagdo que generaliza estas equagdes ¢

a,=2n—1comn variandode 1 a 11.
No exemplo do item (a) o termos geral é a, = n onde n ¢ um nimero
natural. No exemplo do item (b) o termo geral € a, = 2n onde n ¢ um nimero

natural variando de 1 a 5. A seqiiéncia do item (c) pode ser representada por
a, = 1 se n for impar e a, = 0 se n for par.
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Equacao de Recorréncia
Na seqiiéncia de numeros impares dada, observamos que a diferenca entre
termos consecutivos ¢ sempre igual a 2. Entao

a2=a1+2=1+2=3 a6=a5+2=9+2=11 a10=a9+2=17+2=19

a3=a2+2=3+2=5 (17:(16""2:11“"2:]3 a11=a10+2=19+2=21

a4=a3+2=5+2=7 a3=a7+2=13+2=15
a5=a4+2=7+2=9 (19:618""2:15“"2:]7

Vemos que a equagdo que generaliza as equagdes acima ¢é
a, =a,; + 2 paran variando de 2 a 11.

A equacdo acima ¢ chamada equa¢do de recorréncia, pois para
obtermos o termo de ordem n recorremos ao termo de ordem n - 1.

Numeros Triangulares
Observe a figura abaixo.

[ J
® [ ] [ ® e
) [ ) ™Y [ J [ ] ® @
1 3 6 10

Veja que, com exce¢do do primeiro, os pontos na figura sugerem a
forma de tridngulos. O primeiro “triangulo” tem apenas um ponto. O segundo
possui 2 pontos a mais que o primeiro, logo possui

1+ 2 =3 pontos.
O terceiro possui 3 pontos a mais que o segundo, logo possui
3 +3 =6 pontos.

O quarto triangulo tera 4 pontos a mais que o terceiro, logo possui

6 + 4 =10 pontos.
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Continuando o quinto tridngulo possui 5 pontos a mais que o quarto,
logo possui

10 + 5 =15 pontos.

Este nimeros sdo chamados de triangulares por formarem tridngulos.
A seqiiéncia de numeros triangulares ¢

1,3,6,10,15, ...
Usando a notagao de seqiiéncia temos
a;=1; a;=3; a;=6; a;=10; as=15, ...

Os termos desta seqiiéncia foram obtidos de forma recorrente, isto €,
para obter um termo adicionamos o numero, que representa a sua ordem, ao seu
antecedente. Assim

ay=a;t2=1+2=3;
az=a,t3=3+3=6;
ay=a;t4=6+4=10;
as=a,+5=10+5=15.

Logo aequagdo de recorréncia dos ntimeros triangulares ¢
a,=a,;+ n,onde n é um nimero natural.

Seqiiéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa, mais conhecido mais pelo seu apelido Fibonacci,
abreviatura de filius de Bonacci, ou seja, filho de Bonacci, foi um famoso
matematico do século XIII. Seu livro “Liber abacci” (Livro de abaco) contém
os conhecimentos algébricos e aritméticos de seu tempo e varios problemas [2].
Um deles ¢ “Quantos casais de coelhos nascem, transcorridos um ano, de um
casal inicial ?”.

Uma formula¢do matematica deste problema aparece no livro O Diabo
dos Numeros [5], e arespostaé 1,2,3,5,8, 13, ...., onde cada termo, a partir
do segundo, ¢ obtido somando os dois termos anteriores. A seqiiéncia de
Fibonacci € um caso particular desta, onde os dois primeiros termos sdo iguais a
1, assim

1,1,2,3,5,8,13, ....
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Vemos que a; = 1, a, = 1 e a partir dai o préximo termo ¢ obtido
somando — se os dois anteriores, isto €,
a3:a2+ a1:1+1:2;
a;=a;z+ 612:2+]:3,'
as=ay+ a3 =3 +5=8 eassimem diante.

Logo, a féormula de recorréncia desta seqiiéncia ¢
a;=1; a=1e a,=a,;+a,,, neN.

Os termos da seqiiéncia de Fibonacci sdo encontrados na distribui¢do
dos galhos de uma arvore [5], no arranjo de folhas (filotaxia) e ocasionalmente
em genética de populacdes [7].

A soma dos quadrados dos termos da seqiiéncia de Fibonacci ¢ dada
por

2 2 2 2
a; tay tay +..+a, =a,a,;.

Uma demonstragao desta formula ¢ dada em [2].

Esta formula nos da uma maneira de decompor um retangulo de lados
iguais a a, € a,+; em quadrados de lados a;, a, , aj;,..., a, . Por exemplo,
consideremos a soma

P+1P+2°+3+5 =5x8.
Logo um retangulo de lados 5 e 8 pode ser decomposto em dois

quadrados de lado 1, em quadrados de lados 2, 3 ¢ 5. A figura abaixo nos
mostra como fazer esta decomposigao.

Mais alguns exemplos
1. Considere a seqiiéncia dada por
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a,=-5n+ 1,onde neN.
Observe que a; =-4, a,=-8;a;=-14;, a;=-19; .... Todos os termos desta

seqiiéncia sdo negativos pois
nzl=-S5n<-I1=a,=-5n+1<0

2. Considere a seqiiéncia dada por

n = , neN
n+1
~ 1 1 1
Seus termos sdo a; = — ; a, = — ;a3 = — ; a4y = —, ... Os termos desta
2 3 4 5
seqiiéncia estdo em ordem decrescente, pois
1
n+l<n+2= > , logo a,>a,.,
n+l n+2
~ 1 1
Observe que se a;; = entdo a,4j = = .
n+1 m+1)+1 n+2

3. Considere a seqiiéncia de niimeros impares dada por a, = 2n +1, n€N.
Vamos mostrar que a diferencga entre dois termos consecutivos, 0 maior menos
o menor, ¢ sempre constante e igual a 2.

Primeiro vamos calcular algumas destas diferengas.

a—a;=5-3=2; az—a,=7-5=2; a;—az=9-7=2.

Desta forma “parece” que a afirmagdo ¢ verdadeira . Devemos tomar
muito cuidado para afirmar, a partir de alguns exemplos, que a afirmagdo ¢é
verdadeira sempre. No maximo podemos afirmar que a afirmagdo ¢ verdadeira
paran =1, 2, 3, 4 . No artigo “Vale para 1, vale para 2, vale para 3, ... vale
sempre?” de Renate Watanabe [6], mostra com muita clareza os erros que
podemos cometer ao fazer conclusdes precipitadas.

Vamos provar que a afirmacao ¢ verdadeira para para todo n.

Quando consideramos o termo a,= 2n + I seu termo consecutivo ¢é

apry=2(m +1) +1=2n+ 3, assim

ape; — @n=2n+ 3 —(2n + 1 ) = 2 para todo natural n.
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Logo a diferenga de dois termos consecutivos quaisquer, 0 maior menos o
menor, ¢ sempre igual a dois.

4. Dada a seqiiéncia a, = 2", neN , mostre que o quociente entre um termo ¢
. . 1 .
seu sucessor ¢ constante e igual a 7 Tente fazer este exercicio observando

que o sucessor de a,, ¢
Ape) = 2n+1'

5. Considere a seqiiéncia dada por a;=1 ¢ a,+;= n + a, para todo nimero
inteiro n positivo, calcule ago.

Devemos procurar, se for possivel, uma maneira de resolver este problema
sem ter que calcular todos os termos de ordens 1 a 2000, pois como a seqiiéncia
¢ dada por uma equagdo de recorréncia precisariamos do termo de ordem 1999
para obter o termo de ordem 2000, do termo de ordem 1998 para obter o termo
de ordem 1999 e assim por diante.

Uma maneira de se resolver este problema ¢ observar que para todo n
inteiro positivo temos

Qper- Ay =1.

Assim,
a - 611:1
as - (12:2
ay - (13:3
as - (14:4

Q1999 - Q1995 = 1998
Q2000 - Q1999 = 1999

Observe que se somarmos os elementos do lado esquerdo de cada uma
das igualdades acima, a primeira parcela de uma equagdo ¢ a segunda parcela
da equacdo seguinte se anulam. Logo temos

axo- ay=1+2+3+..4+1999.
Vamos calcular a soma acima observando que cada uma das soma

indicadas abaixo ¢ igual a 2000, e ainda temos 999 destas somas, ¢ mais a
parcela central que ¢ igual a 1000.

[+2+3+..+999+1000 + 1001 + ...+ 1997 + 1998 + 1999 .
L |
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Assim
1+2+4..4+999 4+ 1000 +1001 + ... + 1998 + 1999 = 1000 + 999 x 2000,
e como a; = 1, temos
axo-1=1+2+3+...+2000=1999 000.

Portanto
ar00 = 1999 001.

Exercicios Propostos

1. Numeros Quadrangulares
Observe as figuras abaixo.

o o e .0
e e o e o o
1 4 9
e o o o °
® o o 0o e © o o °
e o e o o o °
e © o o °
e o © o o

25

a) Observe que o primeiro numero triangular e o primeiro ntmero
quadrangular sdo iguais e que a partir do segundo nimero quadrangular
podemos escrevé — los como soma de dois numeros triangulares
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consecutivos. Verifique esta afirmagdo para os 10 primeiros niimeros
quadrangulares.
b) Ache a formula de recorréncia da seqiiéncia de nimeros quadrangulares.

2. Triangulo Aritmético de Fibonacci
A seqliéncia de numeros impares disposta na forma triangular, como
mostra a figura abaixo, é chamado Triangulo Aritmético de Fibonacci ([1] e

[3D.

\O (W
()]

13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 41

a) Complete o Tridngulo Aritmético de Fibonacci até a décima linha.

b) Faca a soma dos termos de cada linha e observe que o resultado € o cubo de
um numero natural.

c) Obtenha a equagdo que generaliza o resultado da soma de cada linha.

d) Determine o primeiro elemento da 78 linha, sem completar a tabela.

e) Quantos elementos tem a linha de ordem 99?

3. Faca o problema 6 da prova do nivel 1 da VIII Olimpiada de Matematica do
Estado de Goias, cujo enunciado esta na pagina 37.

4. Obtenha os dez primeiros termos das seqiiéncia dadas abaixo:
a) a,=n2";

b) a,=2n-1;
c) a,= 3’ -2n+I;
1
d) ap= ;
n(n+l)

e) aj=3ea,=a,;+5;
f) a=-2ea,=a,; +n
g a;=6 a=1e a,=a,;-5a,,.
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5. Calcule o termo geral das seqiiéncias dos itens e) e f) do exercicio anterior.

6. Uma maneira de se calcular o valor aproximado da raiz quadrada de um
nimero ¢>0, conhecida desde a época dos babilonios, € calcular os termos
da seqiiéncia

1 S
ap+]=—(ap + L) para algum valor inicial a;.
2 ay

a) Calcule os 4 primeiros termos desta seqiiéncia comegando coma; =1¢ec =
2.

b) Mostre que a sequéncia a, é sempre se decrescente a partir de a,, isto é, a,
>az;>..>a,>a,+;> .. quando o valor inicial a; # \/Z eoc>0.

¢) Mostre que a seqiiéncia ¢ constante quando a; = \/Z e c>0 [4].
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