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Apresentacao

Caro Leitor,

A Revista Olimpiada de Matemdtica do Estado de Goids é uma publicacdo anual do Instituto de Matematica e Es-
tatistica da UFG e tem como principal publico alvo, professores e estudantes do ensino fundamental e médio. Tem
como meta ser um veiculo de: difusdo cultural, integracdo Universidade/Escola, espaco de criacdo e reflexdo critica sobre
a ciéncia Matematica.

Esperamos que, na leitura dos artigos e problemas propostos e resolvidos, o leitor faca anotacdes complemen-
tares, amplie seus conhecimentos nas bibliografias citadas e principalmente, seja capaz de difundir oralmente e com
naturalidade o conteudo assimilado transmitindo-o a seus colegas, amigos, pais, filhos, etc. Também gostariamos de
receber sugestdes e problemas que serdo submetidos a analise para possivel publicacio.

Acreditamos que o dominio da ciéncia, em particular da matematica, e o seu bom uso sdo fundamentais para
o desenvolvimento da humanidade e nossa atengao para este fato é que todos possam apreciar, aqui, a riqueza da

matematica e sejam agentes transformadores para elevarmos a cultura matematica no nosso Estado e no nosso Pais.

Goiania, 07 de marco 2021
Os Editores.
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proporcionar. Por isso, todos os problemas sdo apresenta-
dos primeiro e, depois, as solucdes e comentarios. Por fim,

apresentamos alguns problemas adicionais para o leitor.

1 | INTRODUCAO

Usualmente as provas da OMEG eram realizadas no ultimo terco do ano. A prova constava de uma Unica fase com
questoes discursivas. No ano de 2020 essa realidade foi alterada. No inicio deste ano o planeta viu se espalhar por
toda parte um virus que alterou a dinamica de vida de quase toda a humanidade. Desde entdo, nosso planeta vive a
pandemia causada por uma variedade de coronavirus. A doenca causada por esse virus, a COVID-19, afetou milhdes
de pessoas mundo afora causando a morte de milhdes de pessoas. Apenas no Brasil, até novembro de 2021, o nimero
de mortes ja supera a casa das 600 mil vidas. Um impacto gigantesco na vida de milhdes de pessoas que perderam
amigos e entes queridos. Impacto muito grande também dentro das instituicées. O IME-UFG, por exemplo, perdeu
para a COVID-19 em 2020, o professor Doutor Eduardo Abierto Alarcon. Lembrando que o instituto perdeu em
2021, o professor doutor Helvécio Pereira de Castro. Embora o segundo ndo tenha perdido a vida em decorréncia
da COVID-19 fica a mencao aos dois. Nao poderiamos deixar de destacar que os professores Eduardo e Helvécio
deram valiosas contribuicoes para consolidacdo e crescimento do IME. Por fim, destacamos que a UFG perdeu em

decorréncia da COVID-19 mais de trinta profissionais entre professores e técnicos administrativos.
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Assim, os anos de 2020 e 2021 foram de muitas adversidades. Eventos educacionais, artisticos, culturais e espor-
tivos foram cancelados, adiados ou realizados sem auséncia de publico. Escolas e universidades adotaram modelos
remotos ou hibridos para manterem o ensino. Diversas olimpiadas de matematica também sofreram adiamentos ou
mudancas em seus formatos. A XVI OBMEP prevista inicialmente para 2020 foi adiada para ser realizada em 2021,
sendo sua segunda fase realizada em novembro de 2021. A 427 Olimpiada Brasileira de Matematica, prevista para
2020, foi realizada no ano de 2021 em formato virtual. A XXIX OMEG também teve seu formato e época de aplicacdo
alterados. A competicdo passou a ser realizada no formato virtual e a contar com duas etapas. Na primeira fase a
prova contou com quinze questdes de multipla escolha em cada nivel. Na segunda fase o nimero de questdes foi de
quatro para cada nivel. A prova inicialmente prevista para 2020, foi aplicada em 2021.

Neste artigo apresentamos uma resolucdo comentada das questdes da segunda fase da OMEG de 2020 e listamos
as questoes relativas a primeira fase. O artigo é dividido da seguinte forma. Na Secdo 2 apresentamos as questdes
relativas a segunda fase da prova da OMEG. Na Secdo 3 as solugbes das questdes apresentadas na Secao 2 sio

detalhadas. Por fim, na Secao 4 apresentamos as questdes de multipla escolha relativas a primeira fase.

2 | PROVAS DA XXIX OMEG- ENUNCIADO DAS QUESTOES RELATIVAS A
SEGUNDA FASE

2.1 | Questoes relativas ao Nivel 1

Problema 1:
Na figura a seguir, temos uma malha formada por triangulos equilateros congruentes, todos de area igual a 1c¢m?. Qual

€ a area do pentagono cinza?

Problema 2:

Um numero de seis algarismos comecga, a esquerda, por 1. Se tirarmos esse algarismo 1 do inicio e o colocarmos no
final do ndmero, o resultado serd um numero trés vezes maior. Qual é o nimero de seis digitos inicial? Explique
detalhadamente como vocé encontrou esse nimero.

Problema 3:
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Na ilha Anchuria, ha trés tipos de pessoas: os herdis que sempre falam a verdade, os ladrées que sempre mentem e as
pessoas comuns que as vezes mentem e as vezes falam a verdade. Certa vez, um viajante chega a ilha e encontra-se
com trés moradores: Arnaldo, Bernaldo e Ceraldo e escuta deles as seguintes frases:

Arnaldo: Eu sou uma pessoa comum.

Bernaldo: Arnaldo diz a verdade.

Ceraldo: Eu ndo sou uma pessoa comum.

Sabendo que o visitante encontrou uma pessoa de cada grupo, quem é o herdi e quem é ladrdo?

Problema 4:
Temos um tabuleiro 8 x 7 (8 linhas e 7 colunas) e em cada casa devemos colocar um nimero de 1 a 56 de modo que

cada numero apareca uma Unica vez no tabuleiro. E possivel que:

1. A soma dos numeros escritos em cada coluna seja a mesma?
2. A soma dos nimeros escritos em cada linha seja a mesma?

2.2 | Questodes relativas ao Nivel 2

Problema 1:

De um campeonato de xadrez, participaram alunos de 10, 11 12 e 13 anos. A soma de todas as idades era 253. O
numero de alunos de 12 era equivalente a 1,5 (uma vez e meia) o nUmero de alunos de 13 anos. Quantos alunos de 12
anos havia no torneio?

Problema 2:

Em uma lousa estdo escritos os nimero inteiros 1, 2, ..., 20.

1. De quantas formas podemos escolher trés nimeros de modo que a ordem importe?
De quantas formas podemos escolher trés nimeros de modo que a ordem nao importe?

3. De quantas formas podemos escolher trés nimeros de modo que o produto do trés nimeros seja um multiplo de
4 sem que a ordem importe?

Problema 3:
Na figura a seguir, temos um quadrado ABCD e uma reta r que corta seus lados (ou prolongamento dos lados) nos

pontos P, Q, R, S. As areas dos triangulos cinzas estdo marcados na figura. Qual é a area do quadrado?



A.P.Chaves, F.B.L. Holanda, K.S. Andrade, O. M. L. Gomide, R.G. Pereira, T.M. Vargas e V.V. Junior 9

[ L 2
A B S

Problema 4:
Encontre todos os inteiros n tais que a fracdo

n? +20
n+21

€ um numero inteiro.

2.3 | Questodes relativas ao Nivel 3

Problema 1:

Encontre todos os nimeros inteiros positivos que podem ser escritos como soma de dois nimeros compostos.

Problema 2:

Seja ABCD um quadrado e P um ponto sobre o lado BC o incirculo do tridngulo ABP tem centro O; e raio r;. O
circulo interno ao quadrado e tangente aos segmentos CD, DA e AP tem centro O, e raio r,. Seja R o raio do circulo
circunscrito ao trianguo C O, O,. Mostre que

1. r1+r2+R:AB.
2 _ 2 2
2. RE=ri+r;.

Problema 3:
Em cada casa de um tabuleiro n x n ha uma torre ou esta vazia. Para qualquer par de torres que nido se ameacam, ha
uma casa vazia que é ameacada por ambas as torres. Qual é a quantidade maxima de torres que ha nesse tabuleiro?

Problema 4:

Encontre todas as fungdes f : Z — Z tais que
3f(n) = 2f(f(n)) = n,

para todo n € Z.
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3 | PROVAS DA XXIX OMEG- SOLUCOES DAS QUESTOES RELATIVAS A SE-
GUNDA FASE
3.1 | Solucoes das questdes relativas ao Nivel 1

Problema 1: Sejam A, B, C, D, E os vértices do pentagono e sejam M, N, P, Q, R, S pontos auxiliares sobre os vértices

da malha.

FIGURA 1 Grafo de busca

Note que o pentdgono ABCDE pode ser decomposto em quatro tridngulos ANB, ANE, EMD, MDC mais um
quadrildtero NBCE. Veja que o tridngulo ANE é metade do paralelogramo ANE Q que é formado por quatro trian-
gulos de drea 1 cm? cada. Assim, Area (ANE) = 4= 2 cm?.

De modo andlogo, temos que:

e O triangulo ANB é metade do paralelogramo APBN que é formado por dois triangulos de area 1 cm?. Logo, Area
(ANB) = 2 = 1cm?.

e O triangulo MDC é metade do paralelogramo MCSD que é formado por dois tridngulos de area 1 cm?. Logo,
Area(MCD) = % =1cm?.

e O triangulo EMD é metade do paralelogramo EMDR que é formado por quatro triangulos de area 1cm?. Logo,
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Area (ANB) = 4 =2 cm?.

Além disso, o quadrilatero NBCE é formado por oito tridngulos de area 1 cm?. Logo, Area (NBCE) = 8 cm?.
Portanto, Area (ABCDE)=2+1+1+2+8=14 cm?.

Problema 2: Seja x o nimero de seis algarismos comecando por 1. Temos que ele pode ser escrito como:
x = labcde,

onde a, b,c,d,e € {0,1,2,...,9}, e considere y o niimero que é o resultante de tirarmos o algarismo 1 de x e coloca-lo
no final, ou seja,

y = abcdel.

Outra maneira de escrevermos os nimeros x € y é:

x=1-10°+2-10*+5-103+¢c-102+d - 10+e,

y=a-100+b6-10*+c-10°+d-10%+e-10+1.

Por hipétese, temos:

y = 3x
2-10°0+b-10*+¢c-103+d-102+e-10+1 = 3(1-10°+a-10*+b-10°+c-102+d-10+e¢)
7(a-10*+b-10°+¢c-102+d-10+€e) = 299999 (1)
2-10*+b-10°+c-10°+d-10+e = 42857

Dai,a=4,b=2,c=8,d =5e e =17. Logo, o niUmero de seis digitos inicial é x = 142857. Problema 3: Temos
duas possibilidades: ou Arnaldo estd mentindo, ou esta dizendo a verdade. Entao, iremos analisar as duas situacoes:

e Se Arnaldo diz a verdade, ele é uma pessoa comum. Bernaldo estd dizendo a verdade e, portanto, € um herdi.
Uma vez que apenas pessoas comuns e herois falar a verdade e Arnaldo ja é uma pessoa comum. Neste caso,
Ceraldo é um ladrao e deve mentir. Porém, quando Ceraldo afirma que ndo é uma pessoa comum, esta falando a
verdade. Contradicao.

e Se Arnaldo mente, ele ndo é herdi. Note que Bernaldo também esta mentido ao afirmar que Arnaldo diz a verdade.

Logo, Bernaldo também nao é o herdi. Por exclusdo, Ceraldo € o herdi.

Agora, suponha que Arnaldo é uma pessoa comum. Neste caso, Bernaldo seria o ladrdo. Neste caso, ao afirmar que
Arnaldo diz a verdade, Bernaldo estaria falando a verdade. Contradicdo. Consequentemente, Arnaldo € o ladrdo e
Bernaldo é a pessoa comum.
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Problema 4: Observe que a soma dos nimeros de 1 a 56 pode ser agrupada em pares cuja soma é 57:

1+56=2+55=3+54=--.-=28+29=057.
Assim,
14+24---4+56=57x28 =1596.
1. Setodas as linhas tiverem a mesma soma, esse valor deve ser igual a % =199,5 que ndo é um valor inteiro. Por

outro lado, a soma dos inteiros escritos em qualquer linha também deve ser um nimero inteiro. Isso significa que

é impossivel fazer o que é solicitado neste item.

2. Se todas as colunas tiverem a mesma soma, esse valor deve ser igual a @ = 228. Agora podemos reaproveitar
a simetria utilizada para calcular a soma 1+ 2 + - - - + 56 para construir um exemplo de tabuleiro satisfazendo as
condigoes deste item. Veja a seguir:

1 2 3 4 5 6 7
56 55 54 53 52 51 50
8 9 10 11 12 13 14
49 48 47 46 45 44 43
15 16 17 18 19 20 21
42 41 40 39 38 37 36
22 23 24 25 26 27 28
35 34 33 32 31 30 29
3.2 | Solucoes das questoes relativas ao Nivel 2
Problema 1: Suponha que sdo x, y, z, w alunos de 10, 11, 12 e 13 anos, respectivamente. Temos que z = 1, 5w, logo w

é par. Além disso, 10x + 11y + 18w + 13w = 253. Ou seja,

10x + 11y + 31w = 253.

Que pode ser reescrita como

10(x +y +3w) + (y +w) = 253.

Assim, y + w é um numero terminado em 3.

Se y +w =3, entdo w =2 e y = 1. Portanto, z = 3. Além disso, 10(x + 7) = 250. Logo, x = 18.
Se y + w = 13, entdo 10(x + 13 + 2w) = 240. Temos agora duas possibilidades para w: w = 2 que nos da z = 3,

y=11e x =7;0uw = 4. Nesse caso, teremos x =3,y =9e z = 6.
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Problema 2:

1.

Para calcular as maneiras de escolher os nimeros, utilizaremos o Principio Multiplicativo.

Para escolher o primeiro nimero, temos 20 formas possiveis. Para escolher o segundo nimero, temos 19 formas
pois ndo podemos repetir o nimero que ja foi escolhido. Dado que o primeiro e o segundo nimero ja foram
escolhidos, para escolher o terceiro nimero, temos apenas 18 formas, pois ndo podemos repetir os dois nimeros
distintos que ja foram escolhidos anteriormente.

Desta maneira, temos 20 x 19 x 18 = 6840 formas de escolher os trés nimeros de modo que a ordem importe.
Note que um conjunto de trés ndmeros a, b e ¢ pode ser ordenado de seis formas distintas: {a, b,c}, {a,c, b},
{b,a,c}, {b,c,a}, {c,a,b}, {c,b,a}.

Assim, para descontar a ordem, é necessario dividir o nimero obtido no item anterior por 6. Neste caso, temos
6840/6 = 1140 formas de escolher trés nimeros de modo que a ordem nao importe.

Vamos separar os nimeros de 1 a 20 em trés conjuntos:

a. O conjunto com elementos impares: A = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}.

b. O conjunto dos pares que niao sio multiplos de 4: B = {2,6,10, 14,18}.

c. O conjunto dos multiplos de 4: C = {4,8,12,16,20}.

Quando escolhemos trés nimeros do conjunto {1,2,...,20}, s6 ha dois casos em que o produto ndo é um multiplo
de 4:

e Quando os trés niumeros sdo todos impares.

e Quando um dos numeros é par, mas nao multiplo de 4 e os outro dois sdo impares.

No primeiro caso, como temos 10 nimeros impares, ha (10 x 9 x 8) /6 = 120 formas de escolhermos trés nimeros
do conjunto A sem importar a ordem.

No segundo caso, ha (10 x 9) /2 = 45 formas de escolhermos dois nimeros do conjunto A sem importar a ordem.
Além disso, temos 5 formas de escolher um elemento do conjunto B. Assim, obtemos o total de 45 x 5 = 225
possibilidades neste segundo caso.

Com isso, o total de maneiras de escolhermos trés elementos do conjunto {1,2,...,20} de modo que o produto
seja um multiplo de 4 sem que a ordem importe é:

1140 — 120 — 225 = 795.

Problema 3: Sejam A;, A, e A3 as as areas dos tridngulos PDR, RCQ e SBQ, respectivamente.

A1:Lh]:‘|:h1:z
2 a

bh 8
A2:72:4=> ha =
A3=Cih3=9=>/'l3=E
c
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PI
h, \R b &
| * T~ 4 h,

\ Q
| ™

h3
9 \

A I B Cc s

Como os triangulos PDR e QCR sio semelhantes, segue que

oo w IN

Ent3o obtemos,
SRR B
Como / é o lado do quadrado ABCD, temos que
I:a+b:h2+h3:a+23:g+g =32= — = 32:§

E assim obtemos a area A do quadrado ABCD,

A:IZ:(3a)2=9a2:9~?:30.

Problema 4: Primeiro, observe que o problema equivale a encontrar os n € Z tais que n + 21 | n? + 20. Assim, temos
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que

n+21|n*+20 n+21|n%+20-n(n+21)
n+21120-21n
n+21120-21n+21(n+21)
n+211]20+212

n+21 | 461

L

n+21 € {+1,+461},

onde na ultima implicacdo usamos o fato de 461 ser primo. Portanto, obtemos as quatro solucdes n = —482, —22, —20
ou 440.

3.3 | Solucoes das questoes relativas ao Nivel 3

Problema 1: Note que todo niumero par n maior do que 6 pode escrito como
n=(n-4)+4

que é a soma de dois compostos. Note que todo nimero impar n maior do que 11 pode escrito como
n=(n-9)+9

que é a soma de dois compostos. Note ainda que 2,4, 6 ndo sdo soma de dois compostos e que 3,5,7,9, 11 ndo sao.

Problema 2:

A M B

a=90°—-40 UG \

O1>
N P

02 {
C

D & ©

Sejam Cy, C; e C os circulos de centros O, O, e O e raios ry, ry € R, respectivamente. Seja Q a intersecao dos
prolongamentos dos segmentos AP e DC. Desta forma, o circulo C; é inscrito no triangulo AQD. Sendo circulos
inscritos em tridngulos, sabe-se que seus centros estdo localizados nas interse¢des das bissetrizes dos angulos dos

tridngulos que os circunscrevem. Como o segmento BD esta contido na bissetriz comum dos tridngulos ABP e AQD
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concluimos que os centros O; e O, pertencem ao segmento BD.

Fato 1: O angulo 0,00, é reto.

Primeiramente, sabe-se que 0 0;00, = 20; 05, pois o circulo C circunscreve o triangulo O;0,C. Agora, seja
8 = PAB e note que 0;CB = 0;AB = £, ja que os tridngulos O1BA e O BC s3o congruentes (critério lado, angulo,
lado) e AO; esta contido na bissetriz de 8. Note, também, que 0,CD = 0, AD = 45 - §, pois os triangulos O,DA e
0,DC séo congruentes (lado, angulo, lado) e AO, esta contido na bissetriz de 907 — 8 (ABCD é um quadrado, logo
DAB = 903).

Observe que

BCD = 01CB+0;C0, + 0,CD = §+o1éoz +457 — g.

Como ABCD é um quadrado, sabe-se que BCD = 907 e obtém-se que O; CO, = 45%. Portanto, 000, = 20,C0, =
907 e isto significa que 0100, é um angulo reto.

Fato 2: A reta que passa por O e O é paralela ao lado BC (ou, equivalentemente, a reta que passa por O e O, é
paralela ao lado AB).

Sejam M e N as intersecOes da reta que passa por O e O; com os lados AB e CD, respectivamente. Como
0,0 = 0,0 = R e 0,00, é reto, segue que 00,0, = 00,0; = 45%. Por outro lado, como BD esta contido
na bissetriz de ADC segue que O1DN = 45%. Dai, os triangulos 0O;020 e O;DN sio semelhantes, segue que o
segmento M N é perpendicular ao lado CD e, por consequéncia, paralelo ao lado BC. Concluindo a prova do Fato 2.

Fato 3: O4/M = r; e ON = r, (ou analogo se fizer o raciocinio para a reta que passa por O e Oy). Como AB é
tangente a C; e O1M é perpendicular ao lado AB (pois AB é paralelo a CD), segue que Oy M é o raio de C;, donde

O1M = ri. Analogamente, tem-se que O, N = r,. Isto conclui a prova do Fato 3.

Para concluir o item (a), lembre que OO = R. Agora,
AB=BC=MN=MO;+0,0+ON =r +R+r,.

Para concluir o item (b), note que o tridngulo ONC é retangulo em N, com OC = R, ON = r, e NC = r; (segue

do paralelismo entre MN e BC). Assim, pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que R? = rf +r2.

Problema 3:

Problema 4: Dado n € N, defina ag = n e ax,1 = f(ax). Assim, temos pela equacao funcional dada, que

n=ay = 3a;-2a;=aop,
n=aj = 3ay;—-2a3 = a,
n=ag = 3ak+1 - 23k+2 = ag.

Portanto, a sequéncia (a,), € uma recorréncia linear de ordem 2, cujo polindmio caracteristico é dado por 3x —

2x2 = 1, com raizes 1 e 1/2. Portanto, sabemos que

ar = AKX +B(1/2)%, vk > 0. 2)
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Como A+B =ape A+B/2 = aj,com ag, a; € Z, resolvendo o sistema temos A = 2a; —ag € B = 2(ag — a1), 0 que
nos da A, B € Z. Por outro lado, note que (2) nos da B = 2€(a, — A), ou seja, como ax, A € Z, que 2 divide B para
todo «, isso s6 é possivel se B = 0. Portanto, a; = ag € conseguimos f (n) = n, que é a Unica solucao.

4 | PROVAS DA XXIX OMEG- ENUNCIADO DAS QUESTOES RELATIVAS A
PRIMEIRA FASE

4.1 | Primeira Fase - Nivel 1

Problema 1: O numero que devemos somar ao numerador e subtrair do denominador da fracao % para transforma-
la na sua inversa é:

(@) 1554 (b) 1555 (c) 1556 (d) 1557 (e) 1558

resposta: (b)

Problema 2: Dizemos que dois nimeros primos sdo quase gémeos, se a diferenca entre eles é igual a 4. Por exemplo,
13 e 17 sdo primos quase gémeos. O nimero 2021 possui uma propriedade interessante: ele é o produto de dois
primos quase gémeos, 2021 = 43 x 47. Quantos nlimeros de até 3 digitos também sdo o produto de dois primos quase
gémeos?

@2 B3 4 A5 (@6

resposta: (c) Problema 3: Sio dados um tabuleiro e uma peca, como mostrado abaixo:

De quantas maneiras podemos colocar a peca no tabuleiro, de modo que cubra completamente trés casas?
(@64 (b)36 ()25 (d)12 (e)49
resposta: (a)
Problema 4: Existem 9 nimeros de um algarismo, 90 nimeros de dois algarismos, 900 nimeros de trés algarismos, etc.
Tome cada nuimero cujo Ultimo algarismo a direita representa o nimero de algarismos desse nimero. Por exemplo, o
numero 1824 é um deles, pois 4 é o nimero de seus algarismos. Quantos nimeros desse tipo existem ?
(a) 100 000 000 (b) 99 999 999 (c) 10000 000 (d) 1 000 000 000 (e) 2 999 999
resposta: (a)
Problema 5: Se a area do retangulo dado é 24, qual é a area da figura sombreada?
(@12 (b)8 ()10 (d)14 (e)20
resposta: (a)
Problema 6: Han e Leia formam um estranho casal. Han mente as tercas, quartas e quintas, dizendo a verdade no
resto da semana. Leia mente aos sdbados, domingos e segundas, dizendo a verdade no resto da semana. Certo dia,
ambos dizem: "Amanha é dia de mentir". O dia em que foi feita essa afirmacao era:
(a) Segunda-Feira  (b) Terca-feira  (c) Quarta-feira  (d) Quinta-feira (e) Sexta-feira
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resposta: (a)
Problema 7: Maria Paula brinca de formar quadrados com palitos de fésforo como na figura a seguir:

)) s i ) WO y—————

L L@ ] L@ i L § )

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 150 quadrados?
(@451 (b)310 (c)600 (d)512 (e) 110
resposta: (a)
Problema 8: Yan estava brincando com sua calculadora da seguinte forma: ele escolheu um niimero somou 3, multi-
plicou o resultado por 5 e subtraiu 12, para finalizar dividiu o resultado por 4 e obteve como resultado o nimero 22.
Qual foi o nimero escolhido por Yan?
(@13 (017 (21 ()13 ()5
resposta: (b)
Problema 9: Sabendo que a graduacgéo de relégios de ponteiro é feita de forma que a circunferéncia seja dividia em
angulos congruentes, qual € o menor angulo entre os ponteiros quando o relégio marca 1:20?
(@) 30° (b) 60° (c)90° (d)120° (e) 270°
resposta: (c)

P11

= . L - 7
Problema 10: Sabe-se que p e g sdo nimeros inteiros positivose — < = <

. Qual o menor valor que g + 2 pode
10 g 15

assumir?

@5 (b7 (©8 (9 ()10

resposta: (d)

Problema 11: Sete criancas estdo numa brinquedoteca, ao entrarem algumas cumprimentaram outras. Jodozinho
perguntou para cada uma das criangas quantos colegas haviam cumprimentado e obteve seis respostas diferentes.
Quantos colegas Jodozinho cumprimentou?

(@0 ()1 (2 3 (4

resposta: (d)

Problema 12: Mauricio é dono de uma loja e estava fazendo o balanco das vendas do final de semana quando se

deparou com a seguinte anotagdo de um de seus vendedores

20T +#x C +10B = R$1425
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Mauricio sabia que:

e T indicava "Toalha"e cada uma custava R$30, 00;
e (Cindicava "Calca"e cada uma custava R$25,00;

e Bindicava "Bolsa"e cada uma custava R$50, 00.

Qual a quantidade de calcas deveria ter sido indicada pelo vendedor?

(@18 (b)10 ()15 (d)13 (e)12

resposta: (d)

Problema 13: Napoledo precisa cercar e colocar grama em toda a extensido de uma area conforme a dada na figura

abaixo:

4m

1m

wy

1m

5m
Wy

im

Quanto de cerca e grama, respectivamente, Napoledo precisara?
() 24m e 35m? (b)26m e 30m? (c)22m e 30m? (d)26me35m? () 24m e 30m?
resposta: (b)
Problema 14: Gil e Sah brincam de dar voltas na praca circular, Gil esta de patinete e Sah de bicicleta, ambos em
velocidade constante. Ambos saem ao mesmo instante, no mesmo sentido. Enquanto Gil d4 uma volta completa é
ultrapassada por Sah uma Unica vez e, entdo, chegam juntos ao ponto inicial. Quantas voltas Sah deu na praca quando
Gil completou a terceira volta?
@5 (b6 7 8 (9
resposta: (e)
Problema 15: Um veiculo funciona com um combustivel que é formado por 1 parte de querosene para 3 partes
alcool e 6 partes de gasolina. O tanque do veiculo esta cheio com 96 litros desse combustivel, no entanto houve um
vazamento, detectado a tempo do mesmo ndo esvaziar. Apds o conserto do vazamento, ndo havia o combustivel
disponivel, completando assim o tanque com querosene. Feito isso, o sensor de combustivel constatou 36, 6 litros de
querosene no tanque. Quanto de querosene extra foi colocado no tanque, em litros?
(@35 (b)15 ()45 (d)25 (e)30

resposta: (e)
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4.2 | Primeira Fase - Nivel 2

Problema 1: O ndmero N de trés algarismos multiplicado por 7 deu como resultado um ndimero que termina em 171.
O produto dos algarismos de N é:

(@60 (b)9 ()45 (d)89 (e)12

resposta: (a)

Problema 2: Ver Problema 2 da Primeira Fase do Nivel 1.

Problema 3: Ver Problema 3 da Primeira Fase do Nivel 1.

Problema 4: Lavinia tem um cubo com faces pintadas de cores diferentes. De quantas maneiras ela pode escrever os

nameros 1,2,3,4,5 e 6, um em cada face, de modo que a soma dos nimeros em faces opostas seja sempre 7?

(@6 (b)24 ()48 (d)216 (e)120
resposta: (c)
Problema 5: O conjunto {121,1221,12221,...,1222222222221} é dado por nimeros onde as extremidades sao for-
madas pelo algarismo 1, e entre eles todos os algarismos sdo iguais a 2. Sobre os elementos desse conjunto, é correto
afirmar que:
(a) Todos sao mdiltiplos de 11.
(b) Nao existem mdltiplos de 3 neste conjunto.
(c) Pelo menos 4 desses nimeros sdo primos.
(d) Temos 4 nimeros primos e os demais sdo compostos.
(e) Nenhuma das demais alternativas.
resposta: (a)
Problema 6: ABCDE é um pentagono regular e ABF é um triangulo equilatero interior. O angulo FCD mede:
(a) 38° (b)40° (c)42° (d)44° (e)46°
resposta: (c)
Problema 7: O triangulo ADE pode ser obtido pela rotacdo do triangulo ABC de 90° no sentido anti-horario ao redor
de A, conforme mostrado no desenho abaixo. Podemos afirmar que a € igual a:
(@) 125° (b)55° (c)45° (d)95° (e) 145°
resposta: (a)
Problema 8: Para as duas fracoes 1—? e % subtraimos o mesmo nimero b do numerador e do denominador, tal
processo fez com que as duas fragcdes se tornassem equivalentes. Sabendo que b6 é a sétima parte de um ndmero
inteiro n, qual o valor de n?
(@65 (b)31 ()43 (d)79 (e)57
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A D

40"

resposta: (a)

Problema 9: Vinte e cinco adolescentes resolveram pedir pizza para comemorar o aniversario de um deles. O valor
total das pizzas foi de R$270, 00 porém alguns dos adolescentes n3o tinha dinheiro para contribuir. Sabendo que cada
um dos que tinham dinheiro contribuiu com R$15, 00, quantos dos adolescentes nio tinham dinheiro para contribuir?
(@5 (b6 (11 (d)7 (e)18

resposta: (d)

Problema 10: Ver Problema 10 da Primeira Fase do Nivel 1.

Problema 11: Considere o retangulo ABC D abaixo e tome um ponto £ no segmento AB de forma que o angulo AE D

seja igual a 45°. Seja F o ponto no segmento BC que faz com que DE + EF = 10vV2cm. Qual o comprimento de CF?

E
A B
E F
LY
.
D C

10cm

(@) 2vV2em  (b)2ecm (©)3cm  (d)3V2em  (e) 4cm
resposta: (e)
Problema 12: O sobrinho de Rita estava vendendo uma rifa para ajudar com os custos de sua formatura, os bilhetes
tinham ndmeros de 1000 a 9999. Rita decidiu ajudar o sobrinho e disse a ele que compraria todos os bilhetes que
seguissem as seguintes regras:

e possuir exatamente dois algarismos 8;
e nao iniciar com o algarismo 8§;

e nao possuir as sequéncias 78 e 89.
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Quantos bilhetes da rifa Rita comprou?

(@) 56 (b)64 (c) 169 (d)523 (e) 1000

resposta: (c)

Problema 13: Ver Problema 14 da Primeira Fase do Nivel 1.

Problema 14: Considere um triangulo ABC com angulos A, 8 e C e lados correspondentes a, b e ¢ satisfazendo a

equacio acos B — bcos A = §c. Calcule o valor de tan/é .
3 s 5 tan B
(@) 3 (b) 3 ©4 (3 (e5

resposta: (c)
Problema 15: Ver Problema 15 da Primeira Fase do Nivel 1.

4.3 | Primeira Fase - Nivel 3
Problema 1: Ver Problema 3 da Primeira Fase dos Niveis 1 e 2.
Problema 2: O mapa de uma cidade esta representado na figura abaixo. Todas as suas ruas sio de mao Unica, de

modo que vocé s6 pode dirigir para "leste"ou "norte". Quantas maneiras diferentes existem para chegar ao ponto B,

partindo de A, e passando pelos pontos C ou D?

(@) 14160 (b) 9240 (c) 7920 (d) 3000 (e) Nenhuma das alternativas.
resposta: (a)
Problema 3: Para quantos valores de n inteiros, a fracao "2;;22%2' € um numero inteiro?
(@6 (b)8 ()10 (d)12 (e)14.

resposta: (d)

1

Problema 4: A quantidade de pares de nimeros inteiros (x, y), que sao solucdo da equacao , + - = L ondepeg

1

Yy~ pq
sdo ndmeros primos, é:

(@7 ()8 (009 (d)10 (e)11.

resposta: (d)

Problema 5: Para todo n natural, definimos a funcdo:

e f(n)=7,senépar;

e f(n)=5n+1,sen éimpar.



A.P.Chaves, F.B.L. Holanda, K.S. Andrade, O. M. L. Gomide, R.G. Pereira, T.M. Vargas e V.V. Junior 23

A quantidade de solu¢des da equacgéo f(f(f(n))) = 14 é:

@1 b2 (3 (4 (@5

resposta: (b)

Problema 6: Sabendoque 1 < x <6equey = |2x — 1|+ |x — 6|+ 5, podemos afirmar que y é igual a:
(@3x-2 (B)3x-7 (©x+10 (dx-2 (e)x+5

resposta: (c)

Problema 7: Ver Problema 12 da Primeira Fase do Nivel 2.

Problema 8: Suponha a e b nimeros reais positivos satisfazendo % + % < 2V2e (a- b)2 = 4(ab)3. Calcule log,, a.
@2 (-1 (1 (-2 ()3

resposta: (b)

Problema 9: Dados quatro pontos fixados A(-3,0), B(1,-1), C(0,3), D(-1,3) e um ponto varidvel P em um sistema
de coordenadas, determine o valor minimo de |PA| + |PB| + |PC| + |PD|.

@7v2 (B 2v3+2V5 (0)3V2+2V5 (d)3V5+5V2 (e)5V7

resposta: (c)

Problema 10: Qual serad o numero de solucées racionais do sistema de equagdes abaixo?

>
<
N
+

< N N
I

@2 (b0 (@1 (3 (@4
resposta: (a)

Problema 11: Ver Problema 15 da Primeira Fase dos Niveis 1 e 2.

Problema 12: As coordenadas do baricentro do triangulo obtido pela representacio grafica de i+(=8i)'/3,i = V=1 e C
sao:
1 11
— -1 1 g
@00 ©(30 @0 @on ©f;;)
resposta: (d)
Problema 13: Do ponto P(0,0) partem duas retas tangentes & parabola 3x = y2 + 3. A area do triangulo formado

pelos pontos de tangéncia dessas retas e o foco desta parabola é:

V3 V3 V2
(a) \/§ (b) o (c) 4 (d)7 (e) 1
resposta: (d)
Problema 14: Considere trés amigas: Ana, Bia e Carla. Uma das meninas torce para o time do Goids, a outra torce

para o Vila Nova e a outra torce para o Atlético Goianiense. Sabe-se que:

e Ana torce para o Goias ou a Carla torce para o Goias;

e Ana torce para o Vila Nova ou Bia torce para o Atlético Goianiense;

e Carla torce para o Atlético Goianiense ou Bia torce para o Atlético Goianiense ;
e Bia torce para o Vila Nova ou Carla torce para o Vila Nova.

Assim, os times que Ana, Bia e Carla torcem sao, respectivamente:
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(a) Goias, Vila Nova, Atlético Goianiense

(b) Vila Nova, Atlético Goianiense, Goias

(c) Atlético Goianiense, Goias, Vila Nova

(d) Vila Nova, Goias, Atlético Goianiense

(e) Goias, Atlético Goianiense, Vila Nova

resposta: (e)

Problema 15: Para a realizacdo de um campeonato de futebol interclubes, deve-se escolher 10 times, dentre 4 times
da regido norte, 5 da regido centro-oeste e 6 da regido nordeste. A probabilidade de que, escolhidos ao acaso esses
10 times hajam exatamente 4 da regido centro-oeste e pelo menos um time de cada uma das outras regides, €, apro-
ximadamente:

(a) 36,4% (b)14,9% (c)34,6% (d)25,6% (e)44,2%

resposta: (a)
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Jaboatio Dos Guararapes Neste material falaremos sobre poténcia de ponto, um tema

extremamente recorrente nas olimpiadas de matematica,

Contato
iremos comecar falando de semelhanca de triangulos, se-
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guindo até estarmos com teoria suficiente para comecar-
mos a falar sobre a poténcia de ponto em si, assim como
seus teoremas, o material estd recheado de problemas re-

solvidos e inimeros problemas propostos, esperamos que

vocé goste. Vamos 3!

1 | INTRODUCAO

Semelhanca de Tridangulos € a base da geometria olimpica, conhecendo bem ela conseguimos explorar diversos outros
assuntos, como a poténcia de ponto, a homotetia e a rotohomotetia, as quais discutiremos nas préximas secgoes.
Durante todo o artigo utilizaremos a seguinte notagdo, (A1Ay...A,) e [A1Ay... A,] representam, respectiva-

mente, o circuncirculo e a area do poligono A1 AyA3A4 ... A,

Triangulos semelhantes sdo, a grosso modo, tridngulos que "sairam da mesma férma de bolo", mas a férma conse-

gue mudar de tamanho, isso fica mais claro na figura 1, observe-a abaixo.

FIGURA 1 Aqui, ABC e DEF sido semelhantes.

A figura é um pouco intuitiva, vocé ja deve ter percebido o que definimos como tridngulos semelhantes, definindo

formalmente:

Definicao 1 Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem dngulos ordenadamente congruentes e os lados

25
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homélogos proporcionais. Sendo k a razdo entre tais lados homdlogos, k é a razdo de semelhanca dos dois tridngulos.

Nao confunda triangulos semelhantes com tridngulos congruentes, dois tridangulos sdo chamados congruentes
quando k = 1, ou seja, quando a "férma"dos dois triangulos é a mesma.

-"Legal, mas como eu posso provar que dois tridngulos dados sdo semelhantes?"

Temos 3 maneiras de provar que dois ou mais tridngulos sdo semelhantes, os 3 casos de semelhanca de triangulos.

Proposicdo 1 Caso 1 - Angulo, Angulo, Angulo (AAA): Dois tridngulos que tém, congruentes dois a dois, os trés angulos

internos sdo sempre semelhantes.

Proposicio 2 Caso 2 - Lado, Angulo, Lado (LAL): Se dois tridngulos tém dois pares de lados proporcionais e os dngulos entre

esses dois lados proporcionais sdo iguais, entdo esses tridngulos sdo semelhantes.

Proposicdo 3 Caso 3 - Lado, Lado, Lado (LLL): Quando dois tridngulos tem trés lados correspondentes proporcionais eles

sdo semelhantes.

Algo interessante aqui € que a razio da area de dois triangulos semelhantes é o quadrado da razdo de semelhanca.

Exemplo 1 (OBM): Sejam ABCD um quadrado, M o ponto médio de AD e E um ponto sobre o lado AB. P ¢ a intersecdo de
EC e MB. Mostre que a reta DP divide o segmento EB em dois segmentos de mesma medida.

Solucado. Considere k a medida do lado do quadrado e J a intersecdo entre BP e CD, observe que como MD//CB
e MD = g BD é base média do tridngulo BJC, desse modo obtemos que /M = MB e JD = DC = k, o que nos dd
que, tomando N a intersecdo de PD e AB, APNE ~ APDC e APNB ~ APDJ, juntando ambos os fatos temos que
ﬂ=ﬂ=@=>ﬂ=D—C=1,comisso,EN=NB.
DC PD DJ NB DJ

Podemos usar a semelhanca de tridngulos para descobrir propriedades interessantes sobre cevianas gerais, em

especial as bissetrizes, considere os teoremas a seguir:

Teorema 1 Teorema Da Bissetriz Interna e Externa: Seja ABC um tridngulo acutdngulo, se W € o pé da bissetriz interna e

R o pé da bissetriz externa sobre o lado BC, temos que
BW _RB _AB
We RC AC
Considere a figura 2, trace uma paralela "r"a reta AC passando por B, e seja G a interse¢do de AR com r, como /BAW =
LABG = /BGC = /WAC, com isso temos que o tridngulo AGB € isdsceles, e gracas ao teorema de tales nas duas retas
paralelas, chegamos que % = % a prova para o pé da bissetriz externa usa argumentos semelhantes e é deixada como
exercicio ao leitor.

Teorema 2 Teorema Das Cevianas Homélogas: Sejam ABC e XYZ tridngulos semelhantes. Se G, Q estdo sobre BC, YZ,
respectivamente, temos que /BAG = /XY Q se, e somente se, g—g = Z—Q

Esse teorema é facilmente provado usando as proporcoes existentes entre dois tridngulos semelhantes e é deixado como
exercicio, a dica é, tome um dos tridngulos e escreva os lados do outro triGngulo com base nos lados desse e use LAL para

mostrar que AABG e AXY Q sdo semelhantes.
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FIGURA 2 Teorema Das Bissetrizes

Por fim, encerrando essa secio, vejamos (com prova) as relacbes métricas no tridngulo retangulo (depois de ler a

secao 3 volte aqui, vocé vera que é bem mais facil provar esse teorema com poténcia de ponto).

Teorema 3 Relacées Métricas No Trigngulo Retdngulo:

Dado um tridngulo ABC, reto em <A, com altura AD = h tal que BD = n,CD = m,AB = ¢, AC = b,BC = aas

seguintes relagées se verificam.

1. m+n=a
2. a?2=b2+c?
3. b2 =am

4. 2 =an

5 h2=mn

6. ah=bc

Considere a figura 3, (1) é fdcil de observar, e (2) € o famoso teorema de Pitdgoras, caso vocé ndo saiba ainda demonstrd-
lo, uma dica é posicionar 4 triangulos retdngulos iguais de modo a formar um quadrado de lado b + c.

Vamos nos atentar agora aos itens (3),(4),(5) e (6).

Para (3),(4),(5) basta usar, respectivamente, os seguintes pares de triGngulos semelhantes (por AAA), AABC e ADAC,
AABC e ADAB, AADC e ADAB.
ah _be
2 2
Além do que acabamos de provar, temos que, dado um triGngulo ABC com os dngulos /B, /C agudos, com D o pé da

Para (6) basta calcular a drea do AABC de duas formas, note que [ABC] =

altura de A, usando a mesma nomenclatura anterior temos que as relagoes vistas sdo verdadeiras se, e somente se, o dngulo

em A é reto!

Acabamos de provar a implicacdo deste teorema, vamos, prove a reciproca!
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m

FIGURA 3 Relacbes Métricas

2 | HOMOTETIA E ROTOHOMOTETIA

2.1 | Homotetia

Definicdo 2 Dado um ponto O e um ntimero real k distinto de 0, a homotetia H(O,k) de centro O e razdo k é a transformacdo

geométrica que leva um ponto A a outro ponto h(A)=A, tal que OA’ = k x OA com O,A, A’ colineares.

Dadas duas figuras homotéticas sempre temos duas homotetias relacionando estas, uma quando k£ > 0 e outra

quando k < 0, ambas representadas nas figuras abaixo

FIGURA 4 Homotetia positiva (k > 0)

Algumas propriedades interessantes sao...

Proposicdo 4 Dados dois pontos X,Y, tome uma homotetia H(O,k), entdo, temos que, se H(X)=X"e H(Y)=Y’, entdo XY | /| X"Y".
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FIGURA 5 Homotetia negativa (k < 0)

Usando que OY’ = k x OY e OX’ = k x OX chegamos que OO))((, = oy 0 que nos dd, pelo teorema de tales, que
XY[|X'Y'.
Proposicao 5 Dados dois tridngulos semelhantes ABC e DEF, de forma que AB//DE, BC//EF e CA//DF, temos que
ABC e DEF sdo homotéticos.

A demonstragdo é deixada ao leitor, uma dica €, tome O como sendo a interse¢do de AD e BE e tome uma homotetia de

DE
trok = —.
centro A5

Um fato interessante é...

Corolario 1 Tomadas duas circunferéncias quaisquer existem duas homotetias, uma negativa e outra positiva que leva uma
na outra, e o mais legal é que podemos determinar esses centros facilmente em circulos disjuntos!
Nesse caso, o centro da homotetia positiva é o encontro das tangentes comuns externas, e o da homotetia negativa é o

encontro das tangentes comuns internas.
Anter de vermos alguns exemplos de questdes envolvendo homotetia, considere o teorema a seguir.

Teorema 4 (Teorema De Monge) Sejam H1 (O, k1) e Hy(Os, k2) duas homotetias. Entdo, se kq - k; € diferente de 1, entdo

a composicdo H = Hy o Hy é uma homotetia de centro O, com O, Oq, O, colineares.

A prova é consideravelmente extensa e, portanto, aqui omitida, esta pode ser encontrada em [2].
O teorema anterior é extremamente poderoso, vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2 (Lista Cone Sul 2017) Seja ABC um trigngulo acutdngulo de circuncentro O e sejam D, E, F os pés das alturas
sobre os lados BC, CA, AB, respectivamente. Seja w o circuncirculo de ABC, seja w’ o circuncirculo de DEF e seja P um ponto
varidvel sobre w. Considere uma circunferéncia tangente internamente a w por P e tangente externamente a w’ em Q. Prove

que a reta PQ passa por um ponto fixo sobre a reta HO.



30 Severino Rafael Gongalves Da Silva

FIGURA 6 Aplicagdo De Monge

Solucao.

Considere a figura 6, onde w” é a circunferéncia que tangéncia w e w’.

Considere a homotetia hy (Q, k1) com k1 < 0 que leva w’ em w” (ela, assim como as outras homotetias que definirmos
aqui existem gracgas ao fato 1) tal que «’ ﬂ) w” e hy (P, ky) com k, > 0 uma homotetia tal que w” h—2> w, como k1, ky tem
sinais diferentes, claramente ki - k, € diferente de 1, logo, por Monge, temos que o centro da homotetia h3 que leva (DEF)

em (ABC) estd na reta PQ, como esse centro ndo depende da escolha de P, estd terminado.

Exemplo 3 (TST Cone Sul 2021/4) Seja ABCDEF um hexdgono convexo tal que suas diagonais AD, BE e CF tém um ponto
em comum M. Sabe-se que os tridngulos MAB, MBC, MCD, MDE, MEF e MFA sdo acutdngulos e que seus circuncentros
estdo todos sobre uma mesma circunferéncia. Prove que os quadrildteros ABDE, BCEF e CDFA possuem a mesma drea.

Solucao.

Considere a figura 7, Veja que, sendo Oy, Oy, O3, .., Og 0s circuncentros do enunciado, temos, por eixo radical, que
004, O304 sdo perpendiculares a AD, o que implica OgO1 O3 O4 um trapézio isosceles, analogamente, temos que O O, O504
e 030,0¢05 sdo trapézios isosceles, note também que por eixo radical temos que o ponto médio A’ de AM estd em O; Og,
fazendo o mesmo para os outros lados de nosso hexdgono ciclico, vemos que ao pegar uma homotetia de centro M e razdo 7
0 hexdgono ABCDEF ¢ levado no hexdgono formado pelas projecoes de M em nosso hexdgono de O’s, vamos fazer algumas
contas agora, claramente M A’ OB’ é ciclico, entdo 180 — LA’O1B’ = Zl-é,MB, = /0g0507 = a (gracas go arco 0g05),

. . . . J JC! F'J+JC’ F'C .
com isso chame de J a intersecdo entre OsO,, C’'F’, temos que sina = —— = = = , conseguinte,

05./ B 02./ B 02./+05./ B 0502
A'D’'-B'E'-sina¢ AD'-B'E’"-C'F’ . . o p
= 2 = 7 0.0 , usando a formula trigonométrica para calcular as dreas
%1%

dos outros dois quadrildteros e o fato de que Os0, = OgO3 = 0407 (que vem dos trapézios, lembra?!) chegamos que os

obtemos [A’'B’'D’E’ |

quadrildteros ABDE, BCEF e CDFA possuem a mesma drea.

2.2 | Rotohomotetia

Definicdo 3 Tomada uma figura ®, definimos um rotohomotetia R (a, A, A) de dngulo a, razdo A e centrada em A como a

transformacdo geométrica que leva cada ponto P em um ponto P’ tal que AP x k = AP’ e /P’AP = a.
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FIGURA 7 Homotetia e Trigonometria

Aqui temos a seguinte corolario (direto da definicdo e do caso LAL de semelhanca).
Corolario 2 Se R(a, A, A) leva os pontos B,C em B',C’ respectivamente, entdo, temos que o AABC é semelhante ao AAB’C’.
E interessante achar o centro da rotohomotetia que leva um segmento em outro, considere a seguinte proposicio.

Proposicao 6 Dados dois segmentos quaisquer AB, CD, tais que AC encontra BD em T, temos que o centro O da Unica

rotohomotetia que leva um segmento no outro é o segundo ponto de intersecdo de (XAB) e (CDX).

A prova consiste basicamente de caca de dngulos, e novamente é deixada ao leitor, tente provar que o AOAB é seme-
lhante a AOCD.

Considere os exemplos a seguir.

Exemplo 4 Seja ABCD um losango, onde os tridngulos ABD e BCD sdo equildteros. Sejam M, N pontos sobre os lados BC,
CD, respectivamente, tais que /M AN = 30°. Seja X a intersecdo das diagonais AC e BD. Prove que /XMN = /DAM e
LXNM = /BAN.

Solucao.
Considere a figura 8, sejam E,G, respectivamente, as intersecées das perpendiculares por Ada DC e BC com BD. Seja F
aintersecdo das retas EN e AB e H a intersecdo das retas GM e AD. O enunciado nos dd que AABD e ABC D sdo equildteros,

entdo vamos usar isso, fazendo caga de dngulos...

LADE =120° e LEAD = /DEA = 30° = AD = DE = DN é mediatrizde AE = AN = NE.

Mas Observe que, /EAF = LEAD + /DAB = 30° + 60° = 90°, nos dd que o AE AF é retdngulo e N é ponto médio da
hipotenusa EF.

De maneira andloga, o AGAH é retdngulo e M é o ponto médio da hipotenusa GH.

Facamos caca de dngulos novamente, seja ¢ = /DAN.
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FIGURA 8 Questao que parece usar trigonometria...

Sabemos que 30° = /DAX = tXAB = /MAN, logo, /INAC = 30° — ¢, /CAM = ¢p e /MAB = 30° — ¢. Desse jeito
vemos que /NAE = /MAD =30° + ¢. Mas /NAE = /INEA = [FEAe /IMAD = /MAH = (tMHA = /GHA, jd temos
que 30° + ¢ = LFEA = /GHA, dai, claramente, AAEF ~ AAHG. Logo, tomando a rotohomotetia que leva AAF E em

AAGH (que existe, como provado) chegamos que AAEH ~ AAF G, dai obtemos duas coisas.

1. Odngulo a da rotohomotetia entre AEAH e AF AG é igual a LE AF = 90°
EH AE

FG ~ AF

Note que, X N é base médiado AEFG = XN//GF, analogamente, X M /| E H, juntando com o fato que, bases médias,
medem metade do lado paralelo pertencente ao tridngulo temos...

e Gracgas a (1), concluimos que /INXM =90° = /NXM = LFEA
e Usando (2), vemos XN _FG _AF
’ XM ~ EG ~ AE
Entdo, ANXM ~ AFEA,dai /XMN = tFEA =30°+¢ = /DAM.
De igual modo, /. XNM = /BAN, finalizando o problema.

Exemplo 5 Seja ABC um tridngulo retdngulo em <A, D o pé da altura relativa ao vértice A, | o incentro do triagngulo ABD e
E o incentro do tridngulo BCD. A reta IE intersecta AB em K e AC em O. Mostre que AK=AO

Solucao. Considere a figura 9

Defina H como sendo a intersecdo de Al e DJ, tMIB = 45°, pois BD € altura (o resultado sai diretamente ao usarmos o
teorema do dngulo externo no tridngulo ABI), analogamente, achamos /I BM = 45°, comisso, temos que MB é perpendicular
a IH. Vamos olhar alguns quadrildteros agora, primeiramente, IDH B é ciclico pois /IBD = B e /DHI =90° — LAIL =
90° — (90 — B) = B, disso tiramos £IBH = 90°, concatenando os fatos anteriores, facilmente chegamos que MB = MI =
MH = BI = BH, também vemos que LD JB é ciclico, pois /BLI = +CJD (basta tomar uma rotohomotetia de centro
D que leva o AADB no ADBC), fazendo caga de dngulos novamente tBIM = (BDJ = 45° = /BDH = /BLJ, logo,
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FIGURA 9 Bissetrizes e Semelhancas

£LLJB = 45°, por fim, gracas a semelhanca entre o AADB e o ADBC, temos que as razdes entre as bissetrizes destes sdo

o "DI 'DE X
iguais, ou seja, = E portanto IE e LJ sdo retas paralelas , segue o resultado.

3 | POTENCIA DE PONTO

Definicdo 4 Considere uma circunferéncia w(O; r) e um ponto A qualquer no plano, definimos a poténcia de ponto de A

em relacdo a r como

Pot,(A) = OA? - r? (1)

O mais legal da poténcia de ponto é que ela pode ser calculada de varias maneiras, basta ter uma reta passando

pelo ponto, vejamos.

e Caso 1: O ponto A pertence a circunferéncia W. Perceba que nesse caso, usando nossa definicio inicial, a poténcia
de ponto é igual a zero pois Poty (A) = OA —r? = OA? - 0A? = 0.

e Caso 2: O ponto A esta fora da circunferéncia.

FIGURA 10 Caso 2 de PoP
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Considere a figura 10.
Como BDEC é ciclico, temos que /ABD=/DEC e /ADB = /ACE, portanto, os triangulos ADB e ACE siao seme-

AB AE
me&mﬁmmiﬁf;EJ%QABxAC:ADXAE:@M—rdeA+n:Oﬂ—ﬂ:PmWM)

e (Caso 3: O ponto A esta no interior da circunferéncia

- Observe o eshoco 11 .

FIGURA 11 Caso 3 De PoP.

Trace uma corda qualquer CE que passe por A e a corda BD que passa por A e por O, note que, como BCDE é

ciclico temos que ADC e AEB sao triangulos semelhantes, com isso

AC _AB

Portanto, AC X AE = ABXAD = (r+OA)x (r—0OA) = r2—=0A? = —Poty (A), que nos da Poty (A) = —AC X AE.

e Caso 4: No caso em que um ponto A estd na reta tangente a uma circunferéncia W, reta essa que tangéncia W
em M, temos
Poty (A) = MA?
- A prova fica como exercicio

Sabendo disso, veja os exemplos a seguir.

Exemplo 6 (USAMO 1998/2) Sejam Iy e I, circulos concéntricos, com I no interior de Iy. Partindo de um ponto A perten-
cente a I, € desenhada uma tangente AB a I, (B € ). Seja C o segundo ponto de intersecdo de AB com I, e D o ponto
médio de AB. Uma reta passando por A intersecta I, em E e F de tal maneira que as mediatrizes de DE e CF se intersectam

M
em um ponto M sobre AC. Determine a razédo T
Solucao.

Considere a figura 12,

E fdcil ver que B € o ponto médio de AC, jd que, O € o centro das duas circunferéncias, vamos fazer algumas contas agora,

considere AB = BC = %
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FIGURA 12 USAMO 1998

d2
ACXAD:T:ABZ:AEXAF

Logo, EDCF é ciclico o que nos dd...

1. MD:MC:%
5d
2. AM=—
8
:AM_é
MC 3

Exemplo 7 (IMO 2009/2) Seja ABC um tridngulo com circuncentro O. Os pontos P e Q estdo sobre os lados CA e AB,
respectivamente. Sejam K,L e M os pontos médios dos segmentos BP, CQ e PQ, respectivamente, e seja W o circulo que
passa pelos pontos K,L e M. Suponha que a reta PQ é tangente ao circulo W. Prove que OP=0Q.

Solugao.

FIGURA 13 [IMOP2

Considere a figura 13, o nome IMO ao lado desse problema pode lhe causar um certo receio em tentar fazé-lo, mas,

parafraseando o mestre Luciano:
"Pense na coisa mais simples possivel que vocé ainda ndo tentou"

Tendo isso em mente, vamos comecar do mais 6bvio, marcacdo de dngulos.
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Tracando o segmento MK temos que por M e K serem pontos médios é fdcil ver que MK é base média do triangulo
PQB, portando AB//MK, consequentemente /.QMK = /AQP = a (*), e gragas a tangéncia /QMK = /MLK = a, de
forma andloga, como ML//AC temos (KML = tBAC = ¢ (**). Pronto, marcagdo feita e agora? Bem, dngulos lembram
semelhanga né, entdo vamos ld. Opa, perceba que juntando (*) e (**), temos que os trigngulos APQ e KLM sdo semelhantes, o
que implica AP _AQ = AQX2XKM = APX2XML = AQXQB = PAXPC = Poty (P) = Poty (Q) = OP = 0Q.

KM ~ ML
Viu? Fatos simples concatenados podem destruir problemas poderosos! Lembre disso sempre.

4 | EIXO E CENTRO RADICAL

Definicdo 5 Sejam I e I, duas circunferéncias ndo concéntricas. O eixo radical de ' e I € o lugar geométrico dos pontos

P que possuem a mesma poténcia de ponto com relagcdo a ambas.

Teorema 5 O Eixo Radical de duas circunferéncias I'y e I, dadas € uma reta perpendicular a reta que contém os seus centros.
A prova desse fato é desagradavelmente longa, mas mesmo assim € importante, ela serd omitida aqui, mas pode ser

encontrada em [6].

Um fato extremamente interessante €, dadas trés circunferéncias, os eixos radicais das circunferéncias, tomadas
duas a duas, concorrem em um Unico ponto! Isso é extremamente poderoso, e nos ajuda a relacionar poténcia de
ponto com concorréncia, é tdo poderoso que virou até teorema.

Teorema 6 Dadas trés circunferéncias, 1, , 3, ndo duas concéntricas, os eixos radicais destas, tomadas duas a duas,
concorrem num ponto R, chamado centro radical das trés circunferéncias.

Considere a figura 14.

FIGURA 14 Centro Radical

Sejam a reta laranja o eixo de 1, [, a reta azul o eixo de I, I3 e a reta rosa o eixo de I3, [, seja R a intersecdo das retas

azul e rosa, vamos mostrar que R estd na reta laranja. Note que, como R estd na reta azul temos que
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(I):‘;'Ot‘r1 (R) = POt‘r3 (R)
Mas como R estd na reta rosa temos também que
(NPotr, (R) = Potr,(R)

Unindo (1) e (Il) chegamos que R tem mesma poténcia com relacdo a Iy e I, logo, R estd na reta laranja.

Aqui temos duas observacoes...

Os eixos radicais de trés circunferéncias, ndo duas concéntricas, sempre vao concorrer em um Unico ponto, porém,
quando seus centros sdo colineares, temos que esse ponto vai para o infinito (Caso queira, consulte [4] para saber mais
sobre pontos no infinito), ou seja, os eixos sao paralelos

Podemos considerar circunferéndias de raio zero e usar essas propriedades normalmente! Observe o exemplo a
seguir.

Exemplo 8 (Iran TST 2011/1) Considere um tridngulo ABC tal que /B é maior que /C. Seja M o ponto médio de BC e
sejam E, F os pés das alturas de B e C respectivamente. Tome K e L os pontos médios de ME e MF, respectivamente, e seja T
a intersecdo da reta KL com a paralela por A a BC. Prove que TA = T M.

FIGURA 15 IranTST

Solucao. Considere a figura 15, usaremos o seguinte lema.

Lema uitil: Tome um triangulo acutdngulo ABC. Sejam BE e CF alturas do AABC e seja M o ponto médio de BC. Mostre
que ME, MF e a linha passando por A paralela a BC sdo todas tangentes a (AEF).

Demonstracao do Lema. A Demonstracgdo consiste apenas de caca de dngulos e é deixada como exercicio.

Voltando a nossa questdo, considere as duas circunferéncias Q1, Qo que representam, respectivamente, o circuncirculo
do AAEF e a circunferéncia de centro M e raio zero, note que, pelo lema, sabemos que ME, MF e TA sdo tangentes a (AEF),

ou seja, Potg, (K) = KE2 = KM? = Potq, (K), analogamente, Potq, (L) = LF? = LM? = Potq, (L), logo, KL é eixo
radical de Q1,Q; = Potg, (T) = TA% = Potg, (T) = TM?, segue o resultado.

Vamos agora para alguns exemplos mais gerais pra encerrar este artigo.
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Exemplo 9 (Teste Cone Sul 2007/4) Sejam AD, BE e CF as alturas do triGngulo acutdngulo ABC, com D sobre BC, E sobre
CA e F sobre AB. Seja M o ponto médio de AC. Sabe-se que AB > AC. Sendo K a interse¢do de BM e AD, o ponto T é a
intersecdo de BC e da reta paralela a AC que passa por K. Enfim, H é o ortocentro de ABC. Mostre que as retas DF, HT e AC
sdo concorrentes.

Solucao Considere a figura 16.

FIGURA 16 Eixo radical no TST Cone

Seja X a intersecdo de TH com BM, como BH1TK e KDLBT, entdo T X LBM, logo, o pentdgono BF X HD é ciclico,
veja que, se provarmos que CH X A é ciclico acabamos, pois o centro radical das circunferéncias (BFXHD), (CHXA), (CDFA)
serd o ponto de intersecdo de HT, AC e DF, com isso basta provar o seguinte lema.

Lema O quadrildtero CH X A é ciclico.

Demonstracio. Tome O sendo o circuncentro de ABC, vamos usar a técnica do ponto fantasma (ap6s ver o uso dessa

técnica aqui aconselho que tente fazer o problema 1 da imo 2020).

SejaT = (CHA) n (BDHF), seja O, o simétrico de O por CA e denote por W o ponto médio de BH, note que O, € o
centro de (BHC) gragas a propriedade de que BH = 2 x OM (prove-a!). Veja que, usando eixo radical temos que O,W LHT,
mas veja que O,W //BM, jd que BW O,M é paralelogramo, com isso temos BM//HT e com isso T=X e estd provado.

Exemplo 10 (OBM N2 2019/3) Seja ABC um triGngulo acutdngulo inscrito em um circulo I de centro O. Seja D o pé da
altura relativa ao vértice A. Sejam E e F pontos sobre I tais que AE = AD = AF. Sejam P e Q os pontos de intersecdo da
reta EF com os lados AB e AC, respectivamente. Seja X o segundo ponto de intersecdo de I com o circulo circunscrito ao
tridngulo APQ. Mostre que as retas XD e AO encontram-se em um ponto que estd sobre I".

Solucao. Considere a figura 17.

Note que, EF é o eixo radical de I e da circunferéncia Q de raio AD, portanto, calculando a poténcia de P...
Potr(P) = PBx PA = Potq(P) = AD? — PA?> = PAx AB = AD?, isso ndo |he lembra algo?!

Gracas as relacées métricas vistas no teorema 1.3 que valem se, e somente se, o tridngulo for retdngulo com a altura

passando pelo vértice do dngulo reto (Vocé provou né?!), chegamos que APD = 90°, logo, AD é didmetro de (APQ) =
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FIGURA 17 Meétricas e PoP.

LAXD = 90°, segue o resultado pelo teorema do dngulo inscrito.

Exemplo 11 (TST Cone Sul 2013/4) Seja A um ponto fora de uma circunferéncia w. Por A sdo tracadas duas retas, cada
uma intersecta w em dois pontos. A primeira intersecta w em B e C, a segunda intersecta em D e F (D estd entre A e E). A
reta por D paralela a BC corta w novamente em F. A reta AF corta w novamente em T, diferente de F. As retas BC e ET se
encontram em M. O ponto N é tal que M ¢é o ponto médio de AN. Seja K o ponto médio de BC. Prove que os pontos D,E,K e

N estdo sobre uma circunferéncia.
Solucao.

Considere a figura 18.

FIGURA 18 Uma razao projetiva...

Aqui usaremos o seguinte teorema.

Teorema Legal. Considere o pentdgono ciclico PABXY e uma reta S que ndo passa por P. Sejam A1, By, X1, Y; as projecoes
dos pontos A, B, X, Y por P em S, entdo temos que — (A, B; X,Y) = (A1, By; X4, Y1), onde (w, x; y,z) = el X ﬁ, para
yx zw
todos os pontos x,w,y,z.
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Demonstragdo. Esse é um teorema de razdo cruzada e sua prova consiste em aplicacées extensas da lei dos senos e

pode ser encontrada em [4], onde hd uma exposicédo elementar a geometria projetiva.

A
Potq(A) = AN - AK = AD - AE = Pot,(A) = AB - AC. Note que AN - AK = 2 - AM - (

Voltando nossa questdo, veja que, o quadrildtero DEKN estd inscrito em uma circunferéncia Q, se, e somente se,
C+A

B) com isso
2 )

AN - AK = AB - AC &

A AB
2~AM~(C+):AB~AC®
AM - AB+AM - AC = AB - AC &

AB-AM = AC-MB

Logo, basta que provemos AB - AM = AC - M B para encerrar o problema, mas note que, usando o teorema legal.

MA - BC EF -BC EB-CF
——— =(F,BjE,C)= ———- =>AC -MB=MA- ———,
CA-MB EB-CF EF
EB-CF o AB CF
EF EB ~ EF’
Observe que, como BCFD é um trapézio ciclico, entdo, ele é um trapézio isésceles, logo os arcos BD e CF sdo iguais, com

(A,B;M,C) =

Ou seja, basta provarmos AB =

isso...

{AFD =/FAC =/TED =a = /BED =a+ /BET = /CEF.
Além disso, sendo B = /T AE, temos que

LFCE = L.FDE = /CAE

AB CF
Portanto, t ABE ~ ACFE= — = —.
ortanto, temos que A A = FB - EF

| PROBLEMAS PROPOSTOS

OBM N2 2013/3. Seja ABC um triangulo. Seja D um ponto na circunferéncia circunscrita ao triangulo e sejam
E e F os pés das perpendiculares de A até DB e DC, respectivamente. Finalmente, seja N o ponto médio de EF.

Sendo M o ponto médio do lado BC, prove que as retas NA e NM sio perpendiculares.

Observagdo: Suponha que o ponto N é distinto do ponto M.

Lista Cone Sul 2010: Seja ABC um triangulo nido equilatero cujo incirculo toca BC, CA e AB em Ay, By e Cy,
respectivamente. Seja H; o ortocentro do tridngulo A; B1 Cy. Prove que H; esta sobre a reta passando atraves do
incentro e do circuncentro do tridangulo AABC.

Japao 2007: Seja I o circuncirculo do tridngulo ABC. Denote I, a circunferéncia tangente a AB,AC e internamente
al em P,. Defina P, e P, de modo analogo. Mostre que AP,, BP,, C P, sdo concorrentes.

OBM 2012/2 Dado um triangulo ABC, o exincentro relativo ao vértice A é o ponto de intersecdo das bissetrizes
externas de /B e /C. Sejam I, Ig e I os exincentros do triangulo escaleno ABC relativos a A, B e C, respecti-
vamente, e X, Y e Z os pontos médios de IgIc, IcI4 € I4Ig, respectivamente. O incirculo do tridngulo ABC toca
os lados BC, CA e AB nos pontos D, E e F, respectivamente. Prove que as retas DX, EY e FZ tém um ponto em
comum pertencente a reta 10, sendo | e O o incentro e o circuncentro do tridngulo ABC, respectivamente.

TST IMO 2021/2. Seja ABC um triangulo is6sceles com BC = CA, e seja D um ponto no interior do lado AB
tal que AD < DB. Sejam P sobre o lado BC e Q sobre o lado CA pontos tais que /DPB = /DQA = 90°. A

mediatriz de PQ corta o segmento CQ em E. Os circuncirculos dos tridngulos ABC e CPQ se cortam novamente
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10.

em F diferente de C. Suponha que P, E e F sdo colineares. Prove que Z/ACB = 90°.

ISL 2015 - G1. Seja ABC um triangulo acutangulo com ortocentro H. Seja G o ponto tal que ABGH é um pa-
ralelogramo. Seja | ponto na reta GH tal que AC bissecta o segmento HI. Suponha que a reta AC intersecta o
circuncirculo do tridangulo GCI em J, distinto de C. Prove que 1J=AH.

USAMO 2009/2. Dados dois circulos wy € w, que se intersectam em X e Y, seja /1 uma reta que passa pelo centro
de w1, intersectando w, nos pontos P e Q, e seja /> uma reta que passa pelo centro de w, intersectando w; nos
pontos R e S. Prove que se os pontos P, Q, R, S estdo numa circunferéncia, entdo o centro dessa circunferéncia
estd na reta XY.

Cone Sul 2008. Seja ABC um triangulo isésceles de base AB. Uma semicircunferéncia ' com centro no segmento
AB é tangente aos lados iguais AC e BC. Considere uma reta tangente a I' que intersecta os segmentos AC e BC
em D e E, respectivamente. Suponha que a reta perpendicular a AC por D e a reta perpendicular a BC por E se
intersectam em um ponto P interior ao tridngulo ABC. Seja Q o pé da perpendicular a reta AB que passa por P.

Demonstre que:
PQ _1 AB

I,;/I% 20215//?£Seja ABC um triangulo acutangulo com AB > AC. Sejam I' o seu circuncirculo, H o seu ortocentro,
e F o pé da altura a partir de A. Seja M o ponto médio de BC. Seja Q o ponto de I' tal que zZHQA = 90°, e sejaK o
ponto de I tal que ZHKQ = 90°. Admita que os pontos A,B,C,K e Q sdo todos diferentes, e estdo sobre I" nesta
ordem. Prove que os circuncirculos dos tridngulos KQH e FKM séo tangentes.

Atencgdo. Aqui € necessdrio o uso de lemas sobre circuncentro, estes podem ser encontrados em [5]

OBM 2019/6: Seja A1 A, A3A4As um pentagono convexo inscritivel com ZA; + ZA;4; > 180° parai = 1,2,3,4,5,
(indices modulo 5 em todo o problema). Defina B; como a intersecdo das retas A;_1A; e A;,1A;;2, formando
uma estrela. Os circuncirculos dos tridngulos A;_1B;_1A; e A;B;A;;1 se cortam novamente em C; # A;, € 0s
circuncirculos dos triangulos B;_1A;B; e B;A;;1Bjs1 se cortam novamente em D; # B;. Prove que as dez retas

AiCi, B;D;,i=1,2,3,4,5, tém um ponto em comum.

Atencdo. Esse problema é bem dificil! Uma dica é olhar o teorema em [1].
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Particoes cadticas em um espaco finito -
coincidéncias em uma sucessao de planos e
generalizacao para um hipercubo

Ruy A. O. Vieira Netol

Esse artigo tem como objetivo explorar, munido de lingua- " Afiliacao livre
gem matematica elementar, os resultados e generalizacbes Contato

de um problema interessante de combinatéria, instigando o "ruyvieiraneto@gmail.com
estudo de um principio muito Gtil, especialmente em olim-
piadas de matematica.

A subsecio [I.1] tem como objetivo apresentar o pro-
blema e promover uma breve discussdo, enquanto a sub-
secao[1.2]instiga o desenvolvimento de uma ideia que sera
atil para resolver o problema motivador. As subse¢des[1.3]e
[L:4]s30 responsaveis por generalizagées do problema moti-
vador, concernentes, respectivamente, as coincidéncias em
uma sucessao de planos e em um hipercubo k-dimensional.

O Problema[T.2]serve de artificio para uma construgio
mais simples da ideia por tras do Problema[I.I] O estudo
desenvolvido aqui é totalmente inspirado nas ideias do Pro-

blema[T.1

1 | PROBLEMAS, SOLUGCOES E GENERALIZAGOES

1.1 | Problema motivador

Vamos estabelecer primeiramente o problema motivador desse estudo. Se possivel, tente resolver todos os problemas
antes de ler as solugdes.
Problema 1.1. Tem-se uma folha de papel retangulae n cores distintas. Em uma face da folha estéo distribuidas

linhas que a dividem em n regi6es e cada regido estd colorida com uma cor distinta. Na outra face da folha, Martin distribui

lAqui sera apresentada uma solugao em que a folha nio precisara ser retangular. Escrevi dessa maneira porque o problema foi dado em competicdo assim.

42
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a seu gosto linhas que dividem a folha em n regi6es. Jorge deve colori-las usando as n cores, com uma cor distinta para cada
regido. Chamaremos zonas de coincidéncia as zonas da folha em que a cor que Jorge usou coincide com a cor que hd do
outro lado da folha.

Jorge ganha se a drea total de zonas de coincidéncia é maior ou igual que % da drea do papel. Caso contrdrio, Martin
ganha. Demonstrar que Jorge sempre pode ganhar.

Vemos que esse problema nao trata de particdes da folha com curvas previsiveis ou padrdes que se repetem. Esse
problema instiga o estudo de particdes que, em certo grau, ndo podem ser previstas. Por isso chamamos caéticas e
aqui ndo vamos nos prender a uma definicdo que vai limitar esse conceito.

Note que Martin nem ao menos precisa particionar a folha com retas. Ele pode desenhar quaisquer curvas e do
outro lado da folha temos uma situacao tao cadtica quanto. Essa natureza torna o problema tio intrigante.

Todo diagrama que tentamos desenhar nao fornece nenhuma precisao satisfatoria, pois as curvas podem ser tdo
esquisitas quanto o leitor puder imaginar.

O problema motivador esta disponivel em [1]. O que chama mais atencio nele é o niumero de combinacées
possiveis que o objeto de estudo permite, que parecem estar relacionadas de maneira aleatéria com o objetivo do
problema em si. Considero essas caracteristicas vestigios da beleza de um problema de combinatéria, que reforcam

ainda mais o seu cunho desafiador.

1.2 | Problema auxiliar

Com o objetivo de resolver esse problema, faremos um problema secundario relacionado.
1

n

Problema 1.2. Prove que em uma das faces da folha colorida do Problemaexiste uma cor que cobre pelo menos
da drea da folha.

Solucio (Problema :

Chame as areas coloridas das n distintas cores a1, a, . .., a, em uma face de Aq, Ay, . .., A, respectivamente, e a area

de uma face da folha de S.
Vamos usar agora o Principio das Casas de Pombos para Médias que traz a ideia de que se a média aritmética de

n elementos é M, entdo existem elementos maiores ou iguais a M e elementos menores ou iguais a M no conjunto
Ait+Ax++An _ S
n

cuja média dos elementos foi calculada. A area média coberta por uma cor em uma face da folha é =

entio, pelo Principio das Casas de Pombos para médias, estamos feitos.
n
Essa solugdo nos motivou a usar um principio que usaremos na nossa solucio do Problema[I:3] e que é muito
poderoso. O Principio das Casas de Pombos para Médias tem o poder de determinar algo sobre a parte que tem a ver
somente com a quantidade de partes e o todo. Esses sdo os Unicos dados que temos a respeito das particdes cadticas
da folha.

1.3 | Resolvendo o Problema

O objetivo principal das definicbes da nossa solucido para esse problema é tornar nula a necessidade de imaginar
as particoes das folhas, definindo-as de outra maneira, usando a teoria de conjuntos e aplicagdes de principios e
algoritmos combinatérios sobre os conjuntos.

Vamos adaptar a aplicagdo do Principio das Casas de Pombos para Médias para a pintura de duas faces, tentando

dividir a folha em conjuntos que Jorge pode pintar de modo que se tornem zonas de coincidéncia.
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Vamos comecar essa solucdo interpretando as duas faces como apenas uma, usando a técnica de abstrair um
papel transparente, estabelecendo condicbes para interpretar as zonas de coincidéncia como misturas de cores iguais
(que sdo misturadas quando trabalhamos com apenas uma face). O primeiro paragrafo é responsavel por isso, estabe-
lecendo algumas definicbes que precisamos fixar com algum rigor.

As ideias de tonalidade e sub-tonalidade introduzidas na solucao deixam mais palpaveis o critério que Jorge pode
manipular com a pintura (que € a tonalidade) e o critério que Jorge ndo pode manipular (que é a sub-tonalidade).

Solucio (Problema(1l

Nessa solucdo usaremos a ideia de mistura de cores e de uma folha de papel transltcida de faces de area S, reinterpre-
tando a folha particionada caoticamente e pintada. Para isso, vamos definir que cada mistura de cores em cada ordem
gera uma cor diferente, ou seja, se as cores distintas x e y sdo misturadas com x na primeira face e y na segunda,
geramos uma cor diferente do que se x e y fossem misturadas a partir de faces diferentes. Se x = y misturadas em
qualquer ordem geramos a mesma cor original x.

Definicdo 1.1. Defina a1, a, ..., a, as n cores originais usadas nas pinturas da primeira face (V;) e da segunda face
(V,) bem como aj;» i,j € Z[y,,) as cores na tonalidade de a; (que estabelecemos que é tnica para cada cor original), que sdo
todas diferentes.

Vamos construir as cores e particoes em um papel transparente onde os tracos de V; transparecem para V;, e as
tonalidades (tratadas na definicdo anterior) sdo definidas pelas cores em V;, ou seja, se as cores a; € a;,/,j € Z[1,
se misturam saindo cada uma, respectivamente, de V; e V,, formaremos uma cor na tonalidade de aj onde a sub-
tonalidade dessa cor é a;.

Definicao 1.2. Defina A[j, i.j € Z[y ) a regido pintada da cor aj; no papel transparente. Defina um campo como o
conjunto de n distintas regides no conjunto A = {A1,, Aq,,..., A1, Az, Az,,..., An, } €um campo vdlido como um campo
em que todas as regibes sdo pintadas de tonalidades diferentes e sub-tonalidades diferentes.

E importante notar que A é o conjunto de todas as regides disjuntas da folha.

Afirmacdao 1 Um campo tem apenas regides pintadas de cores originais ou pode ser recolorido por Jorge de modo a ter

somente dreas pintadas de cores originais se, e somente se, ele ¢ um campo vdlido.

Prova:
Isso segue diretamente da definicdo de campo valido. As areas de um campo podem ser pintadas de modo que o campo
contenha somente areas pintadas de cores originais se, e somente se, todas as subtonalidades sao diferentes entre si,
bem como as tonalidades, pois somente nesse caso ha uma bijecdo entre o conjunto das tonalidades e subtonalidades
de um campo, onde essa bijecao leva a; para a;Vi ¢ Z[4 4], que acontece se, e somente se, Jorge pode permutar as
tonalidades de modo que a sub-tonalidade e a tonalidade de uma area sempre coincidam.

Observacao 1.1. Jorge apenas pode permutar as tonalidades, ndo as sub-tonalidades, e ele pode fazer isso livremente,

por defini¢do do problema.

Afirmacdo 2 Podemos particionar o conjunto A em n campos vdlidos.

A prova é simplesmente construir essa particdo.
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Prova:

Podemos obter a seguinte particdo ¢ em campos de A:
A= {A12,A23,. . .,A,,1 } @) {A13,A24,.. .,Anz} U {A14,A25, . ..,An3} U---u {A11,A22,. . .,Ann}.

Cada indice superior dos elementos das areas dos campos se repete somente uma vez no campo, bem como
os indices inferiores, entao as tonalidades e sub-tonalidades sdo diferentes entre os elementos para todo campo na
particao ¢, portanto, esses campos sdo campos validos.

A regiao A,-j pode ser encontrada apenas na /-ésima posicao do |i — j|-ésimo campo vdlido, da esquerda para a
direita, com as subtragdées modulo n. Esse € o critério de construcao da particdo. Toda regido pode ser encontrada

nessa particdo apenas uma vez, entdo confirmamos que ela é uma particao.
O

Note que a drea média englobada em um campo valido na particdo ¢ é % pois temos n campos validos na particao
¢, entdo, pelo Principio das Casas de Pombos para Médidas e a Aﬁrmagéoﬂ] estamos feitos.

As afirmagdes [T] e [2 nos permitem relacionar os problemas [1.7] e [T.2] adaptando a ideia do Problema [I.2] para
o Problema[I3] No caso onde apenas um verso da folha é trabalhado ndo precisamos ampliar o conceito de area
colorida. No Problema[I.T] o conceito de area colorida e de n cores é um artificio que ndo podemos usar como chave
para desenrolar a solucao pelo Principio das Casas de Pombos para Médias, mas sim como meio de conectar as duas
faces da folha em um Unico conceito.

Podemos provar também que % € o maior limitante inferior que sempre pode ser satisfeito por Jorge. De fato,
provamos que ele sempre pode ser satisfeito. Vamos construir um exemplo em que ele é o maior limitante inferior e

isso é suficiente para a prova. Tome entéo o formato do papel como retangular.

Basta dividir V; com n — 1 retas horizontais paralelas a base da folha igualmente espacadas e dividir V, com
n — 1 retas verticais igualmente espagadas. Assim, na folha transparente, para todo campo que escolhemos, a area
s _sS

englobada por ele é iguala n - == pois obtemos um quadriculado n x n de quadrados iguais (de uma sé cor cada)

no papel transparente e estamos feitos para esse limitante.

14 | Generalizando o Problemapara m faces

Nosso objetivo agora é generalizar esse limitante (ou criar outro tio eficiente quanto) para mais faces de folhas de

papel. Para isso, temos que resolver o seguinte problema.

Problema 1.4. Suponha que existam m > 2 faces V1, Vs, ..., Vn de folhas de papel de iguais dimensées (e drea S) em
que cada face é dividida em n regiées e a face Vi, é pintada de n cores distintas por Martin. As folhas sdo empilhadas de
modo que a visdo superior delas tenha sempre a forma de uma unica folha. Para todo i € NZ,,, Jorge pinta as n regides
divididas de V; cada uma com uma cor diferente dentre as n cores. Chamaremos zonas de coincidéncia as zonas das folhas
empilhadas em que as cores que Jorge usou coincidem entre si e com a cor que hd em V,,. Jorge ganha se, e somente se, a

drea total de zonas de coincidéncia é maior ou igual que nm17*1 da drea do papel.
Mostre que Jorge sempre pode ganhar.

A ideia principal aqui é estender os conceitos da solucio do Problema[I.3] e provar a Afirmacio [2] por inducio

para mais faces.
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Solugio (Problema :

Para essa solugdo vamos pegar emprestado as definicdes da solucdo anterior de cores, de mistura de cores Unica e

dependente da ordem e vamos generalizar algumas definicdes, considerando desde ja os papeis transparente.
Definicao 3. Defina a j-tonalidade de uma cor como a cor original usada para formar essa cor proveniente da face

V;. Defina a cor 2"1/2 como a cor na j-tonalidade de a; Vj € Zpm- Defina também A’sz a area pintada de

im
aj,. no papel transparente.
2

i
E.g. acoraj esta na 1-tonalidade de a;, .
...
im
Vamos definir campo e campo valido analogamente ao que fizemos na Definicao mas considerando A o novo
conjunto total de areas no novo papel transparente e, no caso de campo valido, considerando regiées em um campo
vélido com j-tonalidades distintas V j € Z<p,

Nesse ponto, podemos retomar a Afirmacao[1}

Prova:
Isso segue diretamente da definicdo de campo valido. As areas de um campo podem ser pintadas de modo que o
campo contenha somente areas pintadas de cores originais se, e somente se, todas as j-tonalidades sdo diferentes
entre si, pois somente nesse caso Jorge pode permutar as /-tonalidades com i € N%,_ de modo que a a-tonalidade e
a b-tonalidade de uma area sempre coincidam V a, b N, . Esse é o argumento da bijecdo na prova da Aﬁrmagéo
repetido diversas vezes.

Observacao 1.2. Jorge apenas pode permutar as j-tonalidades V j € Ni2,m> € ele pode fazer isso livremente, por
definicdo do problema.

Afirmacdo 3 Podemos particionar o conjunto de todas as dreas em A em n™~" campos vdlidos.

Para essa prova vamos precisar numerar os indices de uma regido a partir do mais superior para o mais inferior
comecando com 1 e andando de 1 em 1.

Prova:
Olhando para a prova da Afirmagdo[2} vemos que isso é verdadeiro para m = 2. Vamos provar os casos restantes por
inducéo, tomando que a Aﬁrmagéoé valida para todo m ¢ N[*M para um inteiro / > 2.

Note que, considerando m = /, cada regido pode ter um indice mais inferior acrescentado em n possibilidades
(pois sdo n cores originais) gerando exatamente n regides do caso m = / + 1. Toda regido no caso m = / + 1 pode ser
escrita adicionando um indice mais inferior a uma regido no caso m = /.

Vamos construir a particdo em campos validos para m = / + 1 a partir da particdo em campos validos do caso m = /.

/=1 campos validos para m = /;

(i) Como a afirmacao é valida para /, consideramos uma particido £ em n

(ii) Para cada campo valido de ¢, escolhemos o / + 1-ésimo indice para a primeira regido desse campo como n, para
a segunda como n -1 e assim por diante (faca essas subtracdes modulo n) até a n-ésima regiao desse campo, gerando
outro campo valido;

(iii) Para gerar mais um campo valido, escolhemos o / + 1-ésimo indice para a primeira regido desse campo como
n — 1 e fazemos analogamente a situagdo anterior, diminuindo o indice mais inferior conforme avangcamos no campo;

(iv) Depois escolhemos o / + 1-ésimo indice para a primeira regido desse campo como n — 2, depois n — 3 e assim
por diante, gerando n campos validos para esse campo, varrendo todas as possibilidades do indice mais inferior para

toda regido nesse campo.
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Como todos os campos de ¢ sdo diferentes, as regides novas que achamos nunca se repetem quando fazemos
isso para todos os campos, onde encontramos uma particio ¢’ dos campos vélidos de Aparam = /+1comn’~'.n=n/
campos validos de n elementos. Estamos feitos por inducéo.

O
s

am=17

Note que a drea média englobada em um campo valido na particdo ¢ é pois temos n™~' campos validos na
particdo da Afirmacéo[3] entao, pelo Principio das Casas de Pombos para Médidas e a Afirmago[T] estamos feitos.
[ ]

Para mostrar que esse é o maior limitante inferior possivel, basta achar um exemplo em todos os campos validos
englobam a mesma area. Para m = 2, isso é o caso do Problema[I.T] Para m = 3 podemos fazer as trés folhas tridngulos
equilateros divididos em n areas da seguinte maneira:

(i) Enumere os vértices sobrepostos na pilha com 1, 2 e 3, partindo de qualquer vértice;

(ii) Enumere as folhas com 1,2 e 3;

(iii) Para a folha /, para todo / € N;3, desenhe n — 1 paralelas ao lado oposto ao vértice i que dividem a altura
relativa ao vértice i em n segmentos iguais.

Desse modo, o papel transparente sera dividido em n? triangulos de mesma area e cores diferentes. Qualquer
campo valido que escolhemos possui a mesma area.

Deixamos a cargo do leitor o seguinte problema que deve ser formalizado corretamente para destacarmos a
generalidade do limitante que obtemos.

Problema 1.4. Generalize o processo anterior usando um m-dgono regular e se convenca de que podemos fazer o
processo anterior para qualquer m > 2 (que no caso anterior é 3), obtendo campos vdlidos de mesma drea.

Dica: Desenhe um diagrama. Isso é mais um problema de apenas formalizar essa ideia com os conhecimentos desenvol-

vidos ao longo das solugdes.

1.5 | Generalizando o Problemapara k dimensoes

O nosso objetivo agora se torna definir os elementos do problema arbitrariamente para mais dimensdes, para que
algumas propriedades permanecam validas e para que possamos descobrir propriedades do problema para mais di-
mensoes.

Consideramos um hipercubo k-dimensional, k¥ > 2, construido da seguinte maneira:

(i) Construa um quadrado de lado medindo m (que vamos interpretar como uma folha);

(i) Arraste o quadrado ao longo da terceira dimensdo em uma distancia m, obtendo um hipercubo;

(iii) Arraste o hipercubo obtido em (ii) uma distancia m na proxima dimensao;

(iv) Repita o processo até obter um hipercubo k-dimensional.

Esse processo de construcdo do hipercubo sera util para que possamos generalizar para mais dimensoes a ideia
de faces que pintamos, a ideia de divisdo em regides e as zonas de coincidéncia.

Para que possamos fazer isso, vamos estender a construcdo com o minimo de faces que podemos ter, isto €, duas,
para o nimero minimo de dimensdes que precisamos para interpretar essas faces como faces de um hipercubo, isto
é, um hipercubo tridimensional (ou seja, um cubo) com duas folhas.

Considere todos os correspondentes as faces do hipercubo ja divididos em n regides cada e apenas uma face ja
pintada, onde Jorge pinta apenas as faces restantes.

No caso k = 3, podemos fazer duas faces opostas do cubo como as folhas, dividir cada folha como no Problema

e, para generalizar a ideia de divisdo e pintura para a terceira dimensao, considerar que as perpendiculares a cada ponto
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das curvas que dividem uma folha em n regides (para cada folha) dividem o cubo em n regiées que pintamos de cores
distintas. Isso é o equivalente tridimensional a pintura.

Fazendo isso para as duas folhas, tome que cores originais diferentes misturadas nao resultam em uma cor ori-
ginal e cores originais iguais misturadas resultam na mesma cor original. As zonas de coincidéncia se tornam zonas
preenchidas com cores originais ap6s a pintura de ambas as faces. Assim, pegamos a zona de coincidéncia minima

do Problema[I:T] que Jorge pode obter e, para calcular um limitante inferior que Jorge pode obter, basta arrasta-la ao
1
n

Estender isso para as préximas dimensdes ndo requer que saibamos como serdo as novas folhas de papel nem

longo da terceira dimensao numa distancia m, obtendo um volume de coincidéncia m3 - 1 = ’"73 para o cubo dividido.
as faces dos hipercubos. Apenas precisamos estender as zonas de coincidéncia ao longo de mais uma dimensao e
examinar as coincidéncias da pintura decorrente da nova folha adicionada com as coincidéncias que ja obtivemos
para a dimensao anterior.

Para levar isso para a préxima dimensao, construindo um tesserato, basta arrastar ao longo da quarta dimensao
a zona de coincidéncia em uma distancia m e aplicar a férmula para a "zona de coincidéncia com a zona de coincidén-

. 4, S A .
Isso nos diz que m* - ,11—2 = ’,’1’—2 é uma zona de coincidéncia que Jorge sempre pode atingir,

cia"obtida no Problema|l
pintando os correspondentes 4-dimensionais das faces do cubo e das divisbes da maneira que desejar, partindo de

uma face ja pintada. Fazendo isso até a k-ésima dimenséo, temos que a Jorge pode pintar as faces, de modo que a
mn+1

zona de coincidéncia seja de no minimo n’,’:—fz =

Agora que ja generalizamos para a n + 1-ésima dimensao, vamos explorar o seguinte problema, que é o caso
particular m = n da generalizacio para k dimensdes que fizemos anteriormente.

Problema 1.5. Considere m = n no Problemae as folhas quadrados de lado n, faces de um hipercubo n + 1-
dimensional. Considere as curvas dadas pelas projecées ortogonais das curvas que dividem cada face em n regiées, dividindo
o hipercubo em n regides para cada face que representa uma folha. No lugar de pintar as faces de n cores, vamos pintar
as regiées em que dividimos o hipercubo com as projecées ortogonais de n cores distintas. Defina as zonas de coincidéncia
como o equivalente k-dimensional a drea de coincidéncia. Sabendo que Martin pinta sé uma folha e Jorge todas as outras,
prove que Jorge pode pintar as folhas de modo que as zonas de coincidéncia compreendem n? do equivalente k-dimensional
adrea.

. , . - n+1
Claramente, isso é apenas a aplicacdo de Z—-.
n
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1 | INTRODUCAO

Os jogos fazem parte do cotidiano das pessoas desde os tempos mais remotos. Nao faltam registros histéricos do
uso de moedas e dados na realizacdo de disputas. Mesmo bingos, roletas e loterias ja eram usados pelas pessoas
em séculos passados. Muitos matematicos ao longo dos séculos aprofundaram seus conhecimentos em teoria da
probabilidade para aplicar em jogos. O objetivo era desenvolver técnicas que levassem a algum tipo de vantagem.
Atualmente as competicdes aumentaram bastante mundo afora. Muitos participantes buscam técnicas e taticas
para obter vantagens em apostas. Uma técnica muito comum divulgada na internet é o chamado método martingale.
Este método consiste em apostar repetidamente e progressivamente num mesmo tipo de resultado, até ele ocorrer.
O objetivo é recuperar tudo que foi perdido na primeira vez que lucrar. A proposta é dobrar a aposta a cada rodada e o
lucro surgirad apos a primeira vitéria. De fato, se é permitido ao jogador apostar indefinidamente num mesmo resultado,
em algum momento essa vitodria ird ocorrer. Neste trabalho analisamos o uso dessa técnica em apostas. Mais detalhes
sobre a histéria dos jogos e do uso da teoria de probabilidade em dindmicas de jogos podem ser encontradas em [4].
O trabalho é organizado da seguinte forma. Na Secao 2 apresentamos algumas definicbes e ferramentas basicas
de probabilidade e na Secdo 3 estudamos o método martingale verificando se de fato este pode dar alguma vantagem

a um jogador.

2 | PROBABILIDADE

Nesta secdo apresentamos alguns elementos da teoria basica de Probabilidade. Estes e outros resultados e conceitos
podem ser encontrados em [1], [2] e [3]. Comecamos com a formulacao de modelo matematico para um experimento.
Um experimento aleatério pode ser formalizado a partir de uma tripla matematica (Q, ¥, P), onde Q é um espaco

amostral com os resultados do experimento, ¥ uma classe de eventos aleatérios e P uma probabilidade.

49
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A classe de eventos aleatérios F possui todos os eventos para os quais atribuiremos probabilidade. Ela deve
satisfazer propriedades que permitam um tratamento matematico adequado ao modelo. Ao evento certo atribuimos
probabilidade 1, ao evento impossivel probabilidade 0. Se atribuimos probabilidade a um dado evento, é de interesse
atribuir probabilidade ao seu complementar. Por fim, se atribuimos probabilidade a um grupo de eventos, é funda-
mental que possamos atribuir probabilidade aos eventos obtidos por operacées de complementar, unido e interseccdo
desses eventos em quaisquer quantidades (operacdes basicas de conjuntos). Definimos entéo:

Definicdo 1 A classe de eventos aleatérios F € uma classe de subconjuntos de Q satisfazendo:

1. QeF;
2. Se A € Fentdo A€ € F:
3. SeA,,e?’pamn:LQ,...entdoUA,,67’.

n=1

Definicdo 2 Uma Probabilidade é uma funcdo P(.) a valores reais definida em uma classe F de eventos aleatérios de um
espaco amostral Q, tal que

(A1) 0 < P(A) < 1, paratodo A € F,

(A2)P(Q) =1,

(A3) Aditividade enumerdvel: para qualquer sequéncia A1, A,, ... € F de eventos dois a dois disjuntos:

P (O A,-) = i P(A).
i=1 i=1

Uma probabilidade ou medida de probabilidade é uma funcdo conjunto. Trata-se de um tipo particular de medida.
A Teoria da Medida envolve conceitos amplamente estudados na Andlise Matematica. Uma medida é uma funcao
nao negativa cujos elementos do dominio sdo conjuntos (mais especificamente, subconjuntos de um dado conjunto
X) e que tem a seguinte propriedade de aditividade: ao ser aplicada na unido de conjuntos disjuntos o valor da fun-
cdo é a soma dos valores da funcao aplicada nos conjuntos individualmente. Em particular, o valor da funcao é O,
quando aplicada no conjunto vazio. Sdo exemplos de medida: comprimento, 4rea, volume, contagem, probabilidade,
etc. No caso de uma probabilidade, o conjunto X é o espaco amostral, isto é, X = Q e a medida (funcdo probabilidade)
associada a Q assume o valor 1. Para conjuntos infinitos ndo-enumeraveis, nem sempre € possivel atribuir uma proba-
bilidade bem definida para qualquer subconjunto. Nesses casos, constrdi-se a classe de eventos aleatérios de modo
que seus elementos tenham apenas subconjuntos para os quais a probabilidade esteja bem definida. Da definicdo de

probabilidade algumas propriedades sdo imediatas:

Proposicao 1 Seja (Q, 7, P) um espaco de probabilidade. Sejam B, Ay, A,, . .., A, eventos aleatérios em F.
a)P(B) =1-P(B°).
b) Se os eventos A1, Ay, ..., A, sdo dois a dois disjuntos, isto €, A; N A; = @ se i # j entdo

P (O A,-) = Zn" P(A).
i=1 i=1

Quando Q é discreto (o conjunto dos possiveis resultados do experimento é finito ou infinito enumeravel), a classe
de eventos aleatdrios F pode ser escolhida como o conjunto das partes de Q, denotada por P () (conjunto das partes

de Q).Neste caso, escrevendo Q = {w1, wo, ...}, associamos a cada w;, i = 1,2, ..., um nimero p(w;) tal que p(w;) >0e
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Yoy plwi) =1.Parai=1,2,..., p(w;) éa probabilidade do evento simples {w, }. A probabilidade de um evento A € F
fica definida por:

P(A) = )] plw).

w;€A

Exemplo 1 Um jogador participa de um jogo onde em cada rodada um dado honesto é lancado. Ele recebe R$ 9,00 caso
saia face cinco e paga R$ 2,00 caso saia outra face. Se ele participa de duas rodadas, podemos escrever o espaco amostral
como

Q= {(9’ 9)’ (91 _2)! (_2’ 9)9 (_2’ _2) }
Assim, uma classe de eventos aleatérios para este modelo seria

F=1{2.{09.9}.{9.-2)}, {(-29)}, {(-2.-2)}, {(9.9). (9,-2) }. {(9,9). (-2.9) }, {(9.9). (-2, -2) },
{09.-2), (=29 1.{(9.-2). (-2.-2) } {(-2.9). (-2.-2) }, {(9.9). (9. -2). (-2.9) },

{(9.9).(9.-2),(-2,-2)}1.{(9.9). (-2.9). (-2.-2) }, {(9,-2). (-2,9). (-2.-2) }, Q}.

Dai atribuimos

5 25

P(9.9) = 32 p(9.-2) = p((-2.9) = oz p((-2.-2)) = 22

Entdo,se quisermos calcular a probabilidade do evento A onde o jogador encerra as duas rodadas com lucro total positivo,

escrevemos

P(A)= 3 pl0) = p((9.9) +p((-2.9) +p((9,-2) = 5+ o+ o = 22
w;€A

Definicao 3 Seja (Q, ¥, P) umespaco de probabilidade. Considere A e B dois eventosem ¥ com P(B) > 0. A probabilidade

condicional do evento A dado que B ocorreu é definida por

P(AN B)

PAIB) = —5 5,

Teorema 1 Seja (Q, ¥, P) um espaco de probabilidade. Sejam B, A1, A,, ..., A, eventos aleatérios em F.
a) (Teorema da Multiplicacdo) Se P(A1 N Ay N ...N A,_q) > 0 entdo

P(AiNAN...NA,) =P(A).P(A2]A1).P(A3|A1 NAY) .. .P(A AT NAN...N A, 7).

b) (Férmula da Probabilidade Total) Suponha que os eventos aleatérios A;,i = 1,2, - - - n formem uma particéo do espaco
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amostral Q, isto é

NAINA; = @,Yi # J;

n
i) UA,- =Q;
i=1

iiiNP(A;) > 0Vi.
Temos:

P(B) = ZP(BM,-).P(A,-).
i=1

Exemplo 2 Um jogador participa de um jogo com a seguinte dindmica. Inicialmente hd uma urna com 16 bolas verdes e 4
bolas vermelhas. O prémio em cada rodada é decidido de acordo com a cor da bola retirada. Caso seja vermelha recebe R$
9,00. Caso seja verde paga R$ 5,00. O jogador participa de duas rodadas sendo que entre as retiradas, a bola extraida ndo
é devolvida. Seja A; o evento onde a i-ésima extragdo resulta em bola verde e B o evento onde o jogador tem lucro total de
R$ 4,00. Entdo B = (A1 N AS) U (Ar N AS), donde

16 4 4 16 32

P(B) = P(A1 N AS) + P(AS N A2) = P(A1)P(AS |A1) + P(AS)P (A, |AS) = 20 %7526 X 19 = 55

Por outro lado, se desejamos calcular a probabilidade do jogador ganhar R$ 5,00 na segunda rodada, entdo

16 15 4 16 240+64 4
P(A2) = P(A1)P(A2] A1) + P(AT)P (A AT) = o0 X 15+ oo X 1o = 0= = <.

Definicdo 4 Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Os eventos aleatérios A, Ay, ..., A, em F sdo ditos independen-
tes se e somente se:

P(A[1 N A,‘2 Nn...N A,’k) = P(A,‘1).P(A,‘2). .. .P(A[k)

paratodo k = 2,3,4,---ncomi; € {1,2,3,--- ,n}paraj=1,2,---k.

Teorema 2 (Sequéncias mondtonas de eventos) Seja (Q, 7, P) um espaco de probabilidade e { A, } uma sequéncia crescente

de eventos aleatérios em F , isto é, A, C Ap.1 para todo n. Entdo

3

(e8]
i = A elogo lim A, =| |A;.
n—oo et

i

De forma andloga, se {A, } € uma sequéncia decrescente de eventos aleatérios em ¥, ou seja, A,+1 C A, para todo n entdo

n 5]
i = Ap e logo nImeA,, = mA,-.

i=1

Teorema 3 (Continuidade da Probabilidade) Seja (Q, ¥, P) um espago de probabilidade e {A,} uma sequéncia monétona



Valdivino V. Junior, Rafael L. de Rezende, Tiago M. Vargas 53

de eventos aleatdrios em F (crescente ou decrescente). Se
A= lim A,,
n—oo
entdo
P(A) = lim P(A).

Definicdo 5 Uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (Q, ¥, P) € uma fungdo a valores reais definida em

Q, tal que
{X<x}={weQ: X(w) <x}eTF

Informalmente falando, uma variavel aleatéria € um caracteristico numérico associado a um experimento aleatério.
Na construcdo do modelo e na definicdo da variavel aleatéria é preciso garantir que todos os eventos associados a
variavel estejam com suas probabilidades definidas.

Definicdo 6 A esperanca (média, valor esperado) de uma varidvel aleatéria X é definida por

E(X) = ZXP(X = x).
X
A Esperanca pode ser compreendida intuitivamente como uma espécie de média ponderada dos possiveis valores
de X. Seu conceito ganha uma interpretacao intuitiva em termos da chamada Lei dos Grandes Numeros. Essa afirma
que a média aritmética de n valores observados de uma variavel aleatéria X é aproximadamente igual a E(X) quando
n é grande. De fato, ela afirma que a média aritmética das observacdes converge, em certo sentido para a média, E(X)
quando n — co. Para maiores detalhes veja [1], Capitulo 5.

Exemplo 3 Voltando ao Exemplo 1 seja X o lucro do jogador apés as duas rodadas. Entdo

25
P(X = ~4) = p((-2.-2)) = 22,
1
P(X =18) = p((9.9)) = 5¢.
5 5 10

P(X =7) =p((-2.9) +p((9.-2)) = 36736~ 36

Logo,

[E(X)=ZXIP’(X=X)=—4><[P’(X=—4)+7><[P’(X=7)+18><[P’(X=18)

25 10 1 -100+70+18 1
E(X)_—4><£+7><%+18><%_T_—5.

Assim, em média, o jogador levard prejuizo neste jogo. Em termos de Lei dos Grandes Numeros, se o jogador repete essa

dupla rodada de apostas uma quantidade grande de vezes, terd com alta probabilidade, um prejuizo grande. Por exemplo, se

repete esta dupla de rodadas 300 vezes, o prejuizo, com alta probabilidade, estard préximo de R$ 100,00.
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Cabe destacar que a média ndo pode ser o Unico critério para definir se uma aposta é vantajosa ou ndo para um
dado jogador. E preciso considerar também o risco associado. Veja 0 exemplo a seguir.

Exemplo 4 Um jogador participa de uma aposta cuja dindmica é a seguinte. Hd 60 bolas em uma urna numeradas de 1 a
60. O apostador deve marcar numa cartela 15 numeros dentre os 60. Ele paga R$ 10.000,00 pela cartela e 6 nimeros sdo
sorteados. O jogador sé € premiado caso acerte os é niimeros sorteados (os ntimeros sorteados estejam dentre os 15 que os
jogador marcou na cartela). Nese caso, recebe o prémio de R$ 101.000.000,00 Seja L o lucro do jogador. Temos:

o)

P(L =100.990.000) = —

60\ ~ 10.003
6
e
( ) 10.002
P(L = -10.000) = o = 10.003
6
Nesse caso,
70.000
E(L) = Z IP(L = 1) =—=10.000 x P(L = —10.000) + 100.990.000 x P(L = 100.990.000) = 910 503
- .

Embora o lucro médio seja positivo (R$ 96,97), fica claro que ao participar o jogador corre risco altissimo de perder todo o

dinheiro apostado. A chance de receber o alto prémio é muito reduzida.

3 | METODO MARTINGALE

O método martingale consiste em apostar repetidamente e progressivamente em um mesmo tipo de resultado, até
ele ocorrer. O objetivo é recuperar tudo que foi perdido na primeira vez que lucrar. A proposta é dobrar a aposta a
cada rodada e o lucro surgird apds a primeira vitéria.Vamos analisar, a partir de agora, a efetividade dessa técnica em
apostas reais.

Teorema 4 Suponha um jogo onde o jogador tenha probabilidade p (p € (0, 1)) de vencer em uma tentativa. Admita que
o resultado de cada tentativa ndo tenha influéncia em tentativas posteriores. Suponha que o jogador faca suas apostas
indefinidamente. Entdo, a probabilidade dele nunca vencer € zero. Logo, com probabilidade 1, em algum momento ele vence
uma aposta.

Sejam os eventos: A; “O jogador perde na i-ésima tentativa"e B “O jogador ndo vence nenhuma tentativa", entdo:

Aj.

o]
'38

Defina B, “O jogador perde em todas as tentativas até a n-ésima"
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n
B, = ﬂ A;.
i=1

Note que os eventos Ay, A,, - - - A, sdo independentes. Dai, temos:

n

P(B,) = P(ﬁA,) =
i=1

P(A)=[0-p=(-p)"
1 i=1

i=
Note que

n+1 n

Bpst = ﬂA,— c ﬂA, =B,.
i=1 i=1

Pelo Teorema 3:
P(B) = lim P(B,) = lim (1-p)" =0.
n—oo n—oo

|
Assim, a chance do jogador nunca vencer é 0. Portanto, em algum momento, com probabilidade 1, o jogador

vencera uma aposta.

Teorema 5 Suponha um jogo onde o jogador tenha probabilidade p (p € (0, 1)) de vencer em uma tentativa. Admita que o
resultado de cada tentativa ndo tenha influéncia em tentativas posteriores. Suponha que o jogador invista k reais na primeira
tentativa e que dobre a aposta de uma tentativa para outra. Considere que a banca ndo tenha um teto de aposta e que o

jogador tenha crédito ilimitado para apostar. Seja L o lucro do jogador. Entdo, L = k com probabilidade 1.

Considere um n fixado. Suponha que o jogador perca nas primeiras n tentativas e venca na tentativa n + 1. O prejuizo

acumulado Pr, até a n-ésima tentativa sera
Pro=—k—-2k-2%k— ... =22k =2" Tk = —k(1+2+2%+ .. +277242" ) = k(2" - 1).
e o lucro G, obtido na n + 1-ésima tentativa
Gn=2""k.
Assim, o Lucro L, sera
Ln=Gn—=Pra=k-2""—k-(2""-1) =«. (1)

Logo, para qualquer n, L, = k.

Defina o evento F,“O jogador perde nas n primeiras tentativas e vence na n + 1-ésima". Considere ainda, B: “O
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jogador ndo vence nenhuma tentativa". Do Teorema 4 segue que o evento

B¢ = G Fa
n=0

tem probabilidade 1. Por outro lado,

DF,, = [L=k].
n=0

donde

P(L=k)=1.

O lucro L do jogador seria entdo k reais, mas para isso ser garantido o apostador precisaria de duas coisas que

ele ndo tem nas situacoes praticas:

e Dinheiro infinito,

e Limite infinito para apostas nas casas.

Assim, o método pode falhar ja que usualmente ha limites para valores de apostas nas casas e no caso de se
demorar a sair a vitoria pode chegar um momento onde o jogador niao tenha mais dinheiro para apostar, ficando no

prejuizo.

Exemplo 5 A roleta americana consiste de 38 casas sendo duas casas verdes (0 e 00) e 36 casas numeradas de 1 a 36
alternando as cores entre preta e vermelha. Considere um jogo na roleta americana com aposta inicial R$ 20, 00 e limite de
apostas R$ 1.000,00. Nesse caso, o jogador precisa vencer até a é° rodada. Seja L o lucro do jogador. Vamos observar as
possibilidades de lucro obtido pelo jogador. Estamos supondo que ele para quando vencer pela primeira vez ou imediatamente
apos a sexta rodada.

e Seojogador vence na 1? Rodada: +20 = 20.

e Se o jogador vence na 2% Rodada: —20 + 40 = 20.

e Se o jogador vence na 3% Rodada: —20 — 40 + 80 = 20.

e Se o jogador vence na 4% Rodada: —20 — 40 — 80 + 160 = 20.

e Se o jogador vence na 5% Rodada: —20 — 40 — 80 — 160 + 320 = 20.

e Se o jogador vence na 6° Rodada: —20 — 40 — 80 — 160 — 320 + 640 = 20.

e Se o jogador perde todas as 6 rodadas: —20 — 40 — 80 — 160 — 320 — 640 = —1.260.

Suponha que o jogo é a aposta preto/vermelho numa roleta americana. Todos os nimeros da mesa possuem coloragdo
preta ou vermelha (com excecdo do 0 e 00). O jogador aposta sempre que o nimero a ser sorteado serd da cor preta. Nesse

caso, a probabilidade de ganho em uma rodada é % Assim,
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& 18\°  (20\°
P(L=-1260) = [ [P(A) = [1- 52| = (55| ~0.021255845.

i=1

6
P(L=20)=1-P(L=-1.260)=1- (g) ~ 0,978744154.

Logo,
20\8 20\%
E(L) =20 [1 - (?8) +(~1.260) - (g)
6 6
20 20
E(L) = 20—20(5) -1.260 - (E)

20\°
E(L) =20-1.2
(L) =20 80(38)

E(L) ~ —7,20748284.
Ou seja, em média, o lucro do jogador é negativo embora haja altissima probabilidade dele sair no lucro.

O teorema a seguir apresenta um resultado geral para o calculo da probabilidade do jogador sair em lucro usando
o método de martingale em funcao dos limites de apostas impostos pela banca. O lucro médio do jogador também é

calculado e sdo dadas condicdes para que esse lucro médio seja positivo.

Teorema 6 Suponha um jogo onde o jogador tenha probabilidade p (p € (0, 1)) de vencer em uma tentativa. Admita que o
resultado de cada tentativa ndo tenha influéncia em tentativas posteriores. Suponha que o jogador invista k reais na primeira
tentativa e que dobre a aposta de uma tentativa para outra. Considere que a banca tem um teto de aposta no valor de |
reais. A estratégia do jogador € parar quando conseguir a primeira vitéria ou quando atingir o teto mdximo que pode apostar.

Seja L o lucro do jogador. Entdo, se r = min{n > 1;k - 2" > [},
1. P(L=—k(2 -1)=(1-p)iP(L=k=1-(1-p),
2. E(L) =k{1-[201-p)]"},

3. E(L) > Oseesomentesep > 5.

O jogador nao pode ultrapassar o valor / reais em uma tentativa. Sendo assim, caso perca nas r primeiras tentativas
ficard com um prejuizo de

—k =2k =2k — . =2 2% -2 k= —k(1+2+2% 4+ . 4272427 = k(27 - 1).

Sejam os eventos: A;“O jogador perde na i-ésima tentativa'e B, “O jogador perde todas as tentativas até a r-ésima".
Entdo

i=1
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Usando a independéncia dos eventos A;, Ay, - - - , A, temos:

P(B,>=P( A,-)= PiAY=[]a-p=C1-p).
=1 i=1 i=1

!

Assim, a probabilidade do jogador ter um prejuizo de k(2" - 1) é (1 - p)".

Por outro lado, se ele vence até a r-ésima tentativa o lucro é de k reais (Veja Equacao (1)). Entao,
E(L) = Z/IP(L =1) = kP(L = k) + (—k(2" = 1))P(L = —k(2" = 1))
]
E(L)=k(1-(1=-p))-k@" -1 -p)" =k{1-[200-p)]"}

Exemplo 6 Voltando ao Exemplo 5 com k e r genéricos temos pelo Teorema 6:

20\"
P(L=-k(2"=-1)=|=] ,
(L=, -1 = (5]
20\"
P(L=k)=1-[=
(L=k) (38)
e
20\"
E(L)=k|[1-(—= .
w=+[1-(5))
Note que h(K,R) = E(L) <Oparatodo k >0,r > 1.
Ou seja, em média o jogador perde embora no caso onde r é suficientemente grande, tenha grande chance de sair
vencedor.

Teorema 7 Suponha um jogo onde o jogador tenha probabilidade p (p € (0, 1)) de vencer em uma tentativa. Admita que
o resultado de cada tentativa ndo tenha influéncia em tentativas posteriores. Suponha que o jogador invista k unidades
monetdrias na primeira tentativa e que dobre a aposta de uma tentativa para outra. Considere que a banca tem um teto de
aposta no valor de | unidades monetdrias. A estratégia do jogador é parar quando conseguir a primeira vitéria ou quando
atingir o teto mdximo de valor que pode ser apostado. Defina r = min {n > 1;k - 2" > /}. Suponha que o jogador repita
esta estratégia n vezes. Seja L o lucro obtido pelo jogador apds repetir esta estratégia n vezes. Entdo

P(L=k[2j-n@2r-D]D=[1-(1-p)P(1-p) "D j=01,2...n

E(L) = k{1~ [2(1-p)]"}.

Sabemos que cada vez que o jogador adota essa estratégia ele pode terminar lucrando k unidades monetarias (sucesso)

ou com prejuizo de —k (2r — 1) unidades monetarias (fracasso). Se X é o nimero de vezes que a estratégia resulta em
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TABELA 1 Lucro médio e probabilidade de lucro positivo quando k = 10

EW=10(1-(B)) e p=10=1- (%)

/ r E(L) P(L = 10)
4 4

100 4 [E(L)=1o(1—(%°) ):—2,277 P(L=10):1—(%) =0,923
5 5

200 5 [E(L):1o(1—(%0) ):—2,924 P(L:10):1—(%) = 0,960
6 6

500 6 [E(L):1o(1—(%°) ):—3,604 P(L:10):1—(&§) =0,979
7 7

1000 7 [E(L):1o(1—(%°) ):—4,320 P(L=10)=1—(%) =0,989
8 8

2000 8 [E(L):1o(1—(%°) ):—5,073 P(L:10):1—(2—g) = 0,99
9 9

5000 @9 [E(L):1o(1—(%°) ):—5,867 P(L:10):1—(%) = 0,997

10 10
10000 10 E(L):1o(1—($—°)):—6,7o2 P(L:10):1—(2—g) = 0,998

sucesso nas n repeticdes entdo
L=kX-(n=-X)k(2"=1), istoé,L=k[2"X -n(2" - 1)].

Podemos pensar que X é o nimero de sucessos em n ensaios de Bernoulli independentes, cada um com chance de
sucesso dada por

1T-(1-p).
Logo, X tem lei Binomial com parametros ne 1 — (1 — p)” (consulte [3] para mais detalhes) e entao
PX=/)=[1-0=p) VI(1-p) "7 eE(X)=n[1-(1-p)].

Para finalizar a prova, note que X = j equivale aum lucro L = k[2rj —n(2" - 1)] e que pela linearidade da média (veja
BN E(L) = k[2"E(X) =n(2" =D)] = nk{1 - [2(1-p)]"}.

Exemplo 7 Do Teorema 7 se o jogador repete a estratégia n vezes, a probabilidade de alcancar o lucro mdximo nk unidades

monetdrias é
P(L=nk)=[1-(1-p)]".

Voltando ao Exemplo 6 considere uma aposta inicial k = 10 unidades monetdrias e limite de aposta | = 10.000 unidades

monetdrias, isto €, r = 10. Se o jogador repete a estratégia n = 100 vezes entdo a probabilidade de seu lucro ser de 1.000
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unidades monetdrias é

20110]'®
P(L:1000):[1—(38) } =0,849.

4 | CONSIDERAGOES FINAIS

Diante do que expomos fica claro que o método martingale nao é infalivel conforme propagandeado em diversos sites
na internet. A estratégia de lucrar k reais nao pode ser garantida. Para isso, o apostador precisaria de duas coisas que

ele ndo tem nas situacoes reais:

e Dinheiro ilimitado,

e Nao haver limite de valor para apostas nas casas.

Assim, por estas questdes o método pode falhar. No caso de se demorar a sair a vitéria pode chegar um momento

onde o jogador ndo possa mais apostar, ficando no prejuizo.
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Nimero 16

Uma Questio de Ordem

Ana Paula Chaves!

1Instituto de Matematica e Estatistica -

Universidade Federal de Goias Dentre os conceitos advindos da Algebra Abstrata mais uti-

Contat lizados na resolucao de problemas, seguramente esta o de
ontato

Lapchaves@ufg.br ordem. Nesse texto, vamos exibir alguns dos resultados

mais classicos sobre o tema, restringindo nosso universo
aos inteiros médulo m, e aplica-los na resolucado de alguns
problemas de olimpiada. Também sio propostos alguns pro-
blemas ao final, para deleite do(a) leitor(a).

1 | INTRODUGAO

Dados dois inteiros a € Z e m € N, tais que (a, m) = 1, sabemos, pelo Teorema de Euler, que a#(™ =1 (mod m). Uma
questdo natural que podemos levantar é: pode existir uma poténcia menor de a que é congruente a 1 médulo m? Se
pensamos um pouco, rapidamente produzimos um exemplo onde isso ocorre. Considere a2 = 4 e m = 5. Temos que
¢(5) =4, mas42 =1 (mod 5), e 42 é a menor poténcia de 4 congruente a 1 médulo 5. Essa menor poténcia, ou como
veremos a posteriori a ordem, é nosso interesse principal.

Ja vimos que o conjunto A = {d € N; 29 =1 (mod m)} é ndo vazio, pois ¢(m) € A. Assim, pelo Principio da Boa
Ordem?, A possui um elemento minimal. Este elemento minimal, ou seja, o menor n € N tal que a” =1 (mod m), é
dito a ordem de a médulo m, cuja notacio é dada comumente por ord, (a) ou o, (a)2.

Exemplo 1 A ordem de 2 médulo 9 ¢é 6, jd que 2' =2 (mod 9),22 =4 (mod 9),23 =8 (mod 9),2* =7 (mod 9),2°=5
(mod 9)e2% =1 (mod 9).

Nosso objetivo neste texto é fornecer os resultados mais utilizados na resolucio de problemas de olimpiada, que
envolvem a ordem de um elemento em Z,,, colocando-os em pratica com alguns problemas resolvidos no Warm-up,
e deixando alguns problemas interessantes na subsecao de Problemas Propostos.

Na préxima secao, Fatos que Ajudam, vamos exibir e demonstrar alguns dos resultados mencionados anteri-

ormente.

1 Todo subconjunto nao vazio de N, possui um elemento minimal.
2 Vale a pena ressaltar que o conceito de ordem é bem mais geral. Dado um grupo (G, X), escrito multiplicativamente, com identidade e, denominamos a
ordem de a € G, pelo menor d € N tal que a9 =e.

61
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2 | FATOS QUE AJUDAM

O primeiro resultado que vamos enunciar, é extremamente importante e sera usado diversas vezes durante o texto.

Teorema 1 Sejam a e m inteiros positivos, tais que (a, m) = 1. Entdo,
a"=1 (mod m) & ordn(a)|n.

Note que a volta é imediata, donde vamos nos ocupar apenas da ida. Suponha que a” = 1 (mod m). Efetuando a

divisdo euclideana de n por ordy,(a), obtemos n = g - ordp,(a) + r,onde 0 < r < ordp,(a). Assim, obtemos,
a’ = (a"’d'"("’))qa’ =32"=1 (mod m),

ou seja, a” = 1 (mod m) e, caso r # 0, teriamos uma contradicdo com o fato de ord,, (a) ser minimal, ja que r <
ordm(a). Portanto, r = 0 e finalizamos a prova.

Como consequéncia imediata, temos o seguinte corolario:

Corolario 1 Se a e m inteiros positivos, sdo tais que (a, m) = 1, entdo

ordm(a)l¢(m).
Exemplo 2 Dado a € N, encontrar ord,n_q(a), para todo n € N.

Solugdo: Primeiro, observe que a” =1 (mod a"” — 1), donde ord,n_1(a) < n. Por outro lado, temos que, se 0 < x < n,
entdo a¥ — 1 < 2" — 1, ndo podendo haver x em tal intervalo tal que a* — 1 é multiplo de 2" - 1, i. e., de modo que

a* =1 (mod a" - 1). Portanto, ord,n_;(a) = n.

Também como consequéncia do Teorema 1, temos:
Corolario 2 Temos que a’ = a” (mod m), se, e somente se, | = n (mod ordp,(a)).

Novamente, observe que a volta é imediata, e vamos nos ocupar apenas da ida. De fato, suponha SPG que / > n.

/

Entdo, como (a, m) = 1, “dividimos"ambos os lados da congruéncia a’ = a” (mod m), para obter a’~" = 1 (mod m),

donde, pelo Teorema 1, isso implica em ordp,(a)|/ — n, ou seja, / = n (mod m), como desejamos.

3 | PROBLEMAS

3.1 | Warm-up

Problema 1 (AIME 2001 - Modificado) Leticia gosta de listas inusitadas. Certo dia, brincando com niimeros, ela percebeu

que seu palindromo favorito, o 1001, aparecia entre os divisores das diferencas

10'°-10* = 1001 x 9990000

10" =10

1001 x 9990009990,
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e resolveu listar todas as 10/ — 107, com 0 < i < j < 99, que possuem essa propriedade. Quantos niimeros Leticia listou?

Solucdo: Note que, se 1001]10/ — 10/, entdo 10/ = 10’ (mod 1001), e, como (1001, 10) = 1, temos pelo Corolario
2 que j =i (mod ordioor(10)). Assim, precisamos encontrar ordigo1 (10) para continuar. Essa tarefa ndo é muito
ardua, pois como 10% = -1 (mod 1001), temos 10° = 1 (mod 1001), e ja que 10,102, ..., 10° ndo sdo congruentes a 1
médulo 1001, concluimos que ordigo1 (10) = 6. Com isso, traduzimos o nosso problema em contar os pares (/,) de
inteiros positivos distintos, com 0 < j < j < 99, tais que / = j (mod 6). Perceba que, se i = j = 0 (mod 6), como
temos precisamente 17 multiplos de 6 no intervalo [0,99], a quantidade de pares desejados é (127) = 136. O mesmo
também vale parai = = 1,2 ou3 (mod 6), nos dando uma parcial de 4 - 136 = 544 pares. Nos casosem que /i =j = 4
ou 5 (mod 6), temos 16 nimeros no intervalo [0, 99] satisfazendo tais congruéncias, nos dando (126) = 120 pares em

cada caso, somando 240. Contando todos os pares encontrados, obtemos 784 no total.
Problema 2 Mostre que, se p é primo, entdo todo fator primo de 2P — 1 é maior que p.

Solugdo: Tome g um primo, tal que g|2” — 1. Com isso, g # 2, e como 2P = 1 (mod g), temos pelo Teorema 1
que ordq(2) |p, donde, como p também € primo, conseguimos ordq(2) € {1, p}. Como, é imediato que ord,(2) # 1,
entdo ordy(2) = p. Por outro lado, como (2, q) = 1, sabemos, pelo Corolério 1, que ord,(2)|¢(q) =g-1 = plg-1.
Assim, g —1 > p,donde g > p+1 > p, como queriamos.

Problema 3 Sejam a > 1 e n inteiros positivos. Se p é um primo impar, divisor de 22" + 1, mostre que p é congruente a 1
médulo 271 .3,

Solucdo: Como p é um primo impar, tal que p|a2” +1, entdo p 1a2" —1 0 que nos dé p|(a2" +1)(a?" —1) = a2 1.
Assim, 22" =1 (mod p) = ordy(a)|2™1. Agora, vamos mostrar que ord,(a) ¢ exatamente 2™, De fato, se

tivéssemos ord,(a) |27*1, entdo pelo Teorema 1, 22" = 1 (mod p) = p|a2" — 1, mas vimos que isso nao pode

acontecer. Portanto, ord,(a) = 21 Por outro lado, como (a, p) = 1, temos pelo Corolario 1,
2™ =ordy(a)lp(p) =p-1 = p=1 (mod2™),
como queriamos.
Problema 4 (Coreia IMO TST 2003) Dado um primo p, seja f,(x) = xP™1 + xP~ 24+ -+ x +1.

1. Se p|m, mostre que existe um fator primo de f,(m) que é relativamente primo com m(m - 1).

2. Mostre que existem infinitos n tais que pn + 1 é primo.

Solugdo:
a) Na verdade, qualquer fator primo de f,(m), quandp p|m, é coprimo com m(m — 1). Com efeito, tome um fator
primo qualquer q|f,(m). E imediato que g /lm, ja que, caso contrario g|mP~" + mP~2 4.+ m+1e q|m, nos da g|1,

um absurdo. Agora, vamos mostrar que (g, m — 1) = 1. De fato, se g|m — 1, entdo m =1 (mod p). Dai,

pzmp’1+mp’2+---+m+1:fp(m)zo (modq) = gqlp.

. . TR} . s . n < 2
30bserve que esse resultado implica que todo divisor primo do n-ésimo nuimero de Fermat, 22" ¢ 1, é congruente a 1 médulo 2n+1
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Por outro lado, também temos por hipétese que p|m, donde g|m, um absurdo. Portanto, (g,m(m—1)) = 1.

b) Primeiro, vamos mostrar, usando o item a), que os fatores primos de f,(m), quando p|m, sdo todos da forma

pn+ 1. Seja g um desses fatores primos. Entao,

qlf,(m) = mP™ +mP 2 e m+ qlim=1(mP " +mP 2+ +m+1)

o

s qglmP -1
o mP=1 (modgq)
=3

ordg(m)|p,

assim, ordg(m) € {1,p}. Se tivéssemos ordy(m) = 1,entdo m =1 (mod q) = gq|m -1, o que contradiz o que

mostramos no item a). Portanto, ord, (m) = p, donde, como (g, m) =1,

p=ordg(m¢$(q)=q-1 = plg-1,
o que nos dd g = 1 (mod p), como queriamos. Perceba que mostrar esse fato ndo nos garante a existéncia de
infinitos primos da forma desejada, pois temos que garantir que existe uma sequéncia (my)«, de inteiros, de modo
que o conjunto dos divisores primos de (f,(mg))x seja infinito. Observe que, se garantimos a existéncia de (my ),
tais que os valores f, (my) sdo dois a dois coprimos, resolvemos nosso problema. Lembrando que, para usar o que foi

feito até aqui, precisamos que p|my, para todo k, se tomamos m; = p e my = pf,(m), entdo (f,(my),f,(m2)) =1,
pois caso exista um fator primo g, em comum entre eles, teremos

qlfy(m1) e qlfy(ma) = (pfy(m))P™" + (pfp(m))P 2+ + ((pho(m) +1 = qll,

um absurdo. Note que, se tomarmos ms3 = pf, (m)f,(m3), usando o mesmo argumento teremos (f,(m3), f,(m7)) =
(fp(m3), f,(my)) = 1. Generalizando tal construcdo, tomamos

mg = pfp(m1)fp(my) - - - fp(Mg-1),

e comisso (f,(myg), fp(m;)) =1, paratodo 1 </ < k, o que finaliza o problema.

Problema 5 (Turquia EGMO TST 2017) Encontre todos os pares (p, q) de niimeros primos, tais que

(2p2 - 1)9 +1 . (2g2 = 1)P +1
p+q p+q

sd@o ambos inteiros.
Solugdo: Pelo que foi dado, queremos
2p?-19=-1 (modp+q) e (2¢°-1)P=-1 (mod p+q).

Como g = —p (mod p+q), a segunda congruéncia acima se torna (2p2—1)? = -1 (mod p+q). Elevando ao quadrado
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as duas congruéncias, obtemos
2p2-1D% =1 (modp+q) e (2p2°-1)* =1 (mod p+q),
donde, ordp.+q(2p% = 1)12q € ordp.q(2p? - 1)|2p, nos dando

ordpiq(2p” = 1)1(2p,29) = 2(p. q). (1)

Aqui, dividimos o problema em alguns casos:

e Caso p # g sejam primos impares: Entdo (p,q) = 1, e por (1) temos ordpJ,q(Zp2 —1) = 1 ou 2. Como nao
podemos ter orderq(Zp2 —1) = 1, pois caso contrario, terlamos (2p2—-1) = 1 (mod p +q), 0 que combinado com
(2p? - 1)9 = -1 (mod p +q) implica em p +q|2, um absurdo. Assim, ordp.q(2p%> —=1) =2 e como g =1 (mod 2),
pelo Corolario 2

—1=(2p°-1)9=2p*-1 (mod p+q) = p+ql|2p?
e como p + g é par, enquanto p é impar, teremos (p + g)/2|p?, e assim (p +q)/2 € {1, p, p?}. E imediato que n3o
podemos ter (p+q)/2 = 10u p. Para (p+q)/2 = p?, teremos q = 2p% — p = p(2p — 1), contradizendo o fato de g
ser primo. Portanto, esse caso ndo nos da solucdes.
e Caso p = g: Observe que, o0 caso p = g = 2 ndo satisfaz as condi¢des do problema. Assim, vamos agora supor
p = g impares. Neste caso, observe que sempre temos solucao, poisp+qg =2p e
(2p* -1)P = (-1’ =-1 (mod 2p),
portanto ((2p2 - )P +1)/(p+q) € Z.
e Caso p # g, com um deles igual a 2: Como as condi¢des sdo simétricas, podemos supor SPG que p =2 e g é um
primo impar. Com isso, temos
49=(2-22-1%2=(2¢°-1)%?=-1 (mod g+2) = q+2|50 = g=30u23.
Por outro lado, usando a segunda congruéncia

79=-1 (mod g +2).

Se g = 3, note que 73 = 3 (mod 5), ndo nos dando solucdo. Caso tenhamos g = 23, ndo é dificil encontrar

723 = _7 (mod 25), e concluimos que também n3o ha solucio nesse caso.

Portanto, as Unicas solugdes possiveis sdo (p, p), onde p € um niimero primo impar.
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3.2 | Problemas Propostos

Ressaltamos aqui que, nem todos os problemas abaixo precisam que vocé invoque o poder da ordem, para serem
resolvidos. :)

Problema 6 Sejam a e b inteiros positivos, coprimos com m, tais que a* = b* (mod m) e a¥ = b¥ (mod m). Mostre que
a2 = p¥) (mod m).
Problema 7 Encontre o menor n inteiro positivo que satisfaz
22005 | 177 _ 1
Problema 8 Encontre todos os pares (p, q) de nimeros primos tais que p2 + 1 | 20039 + 1 e g% + 1 | 2003P + 1.
Problema 9 Prove que, se p é primo, entdo pP — 1 tem um fator primo da forma kp + 1.
Problema 10 (Bulgaria 1996) Encontre todos os pares (p, q) de nimeros primos tais que pq | (57 — 2P) (59 — 29).

Problema 11 Sejam a, n > 2 inteiros positivos tais que n | a"~' — 1 e n ndo divide a* — 1, para todo x < n — 1, onde x é

divisor de n — 1. Mostre que n € primo.
Problema 12 (Roménia 1996) Encontre todos os pares de primos (p, g) para os quais a congruéncia
a*Pi =a (mod 3pq),
é vdlida para todo a € Z.
Problema 13 (EUA TST 2003) Encontre todos os trios de primos (p, g, r) tais que p|q" +1, q|rP +1er|p? + 1.

Problema 14 (China 2009) Encontre todos os pares de primos p, q tais que

pq | 5P +59.
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