
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 

VIII Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 
 

Resolução da prova do Nível 1  
 

Questão 1 �  Observe a seqüência formada com as letras A, B e C: 
 
ABC BCA CAB ABC BCA ... 

 
a) Qual a letra que se encontra na posição 23? 
b) Qual a letra que se encontra na posição 1999? 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
Observe que a seqüência ABC BCA CAB ABC BCA ... é constituída pela 
repetição dos 3 primeiros agrupamentos de letras (ABC BCA CAB), assim 
tanto em a) como em b) devemos verificar quantos grupos de 9 letras existem 
ou seja: 
 
a) 23 = 9x2 +5, daí se concluí que a 23 letra é a 5ª letra da seqüência básica, 

ou seja a letra C; 
b) 1999 = 9x222 + 1, logo a l999ª letra é a 1ª do agrupamento básico ou seja a 

letra A. 
 
Outra solução para o item a) 
Encontre diretamente na seqüência a 23ª letra: 
ABC BCA CAB ABC BCA CAB ABC BCA CAB ABC BCA CAB... 
 
 
Questão 2 � Um casal tem filhos e filhas. Cada filho tem um número de irmãos 

igual ao  número de irmãs. Cada filha tem um número de irmãos igual ao 
dobro do número de irmãs. Quantos filhos e filhas tem o casal? 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
Sejam  

x = número de filhos; 
y = número de filhas; 
x � 1 = número de irmãos que cada filho tem; 
y � 1 = número de irmãs que cada filha tem. 
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Sentença em português Sentença matemática 
cada filho tem um n.º de irmãos igual ao número de 
irmãs 

x � 1 = y  

cada filha tem um n.º de irmãos igual ao dobro de 
n.º de irmãs 

x = 2 ( y �1) 

 
Temos então o sistema: 
x = 2 ( y �1) 
x � 1 = y 
Resolvendo o sistema temos: x = 4 e y = 3. 
 
Questão 3 � Carlos e Pedro possuem a mesma quantia em dinheiro. Carlos 

entretanto tem mais dinheiro que Fábio, que tem mais que José. Um 
outro colega, Mário, tem menos dinheiro do que Carlos e mais dinheiro 
que José e quantia diferente de Fábio. Além disso, Pedro tem menos 
dinheiro que seu amigo Ricardo. 

 
a) Escreva os nomes de Carlos, Pedro, Fábio, Mário e Ricardo segundo a 

ordem crescente das quantidades de dinheiro. 
b) Considerando que, deles todos, o mais pobre tem noventa reais e que a 

diferença entre o valor possuído por cada um deles e o imediatamente mais 
rico é de duzentos reais, quantos reais tem Ricardo? 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
Sentença em português Sentença matemática 
Carlos e Pedro possuem a mesma quantia C = P 
Carlos tem mais dinheiro que Fábio,  C > F 
(Fábio) que tem mais dinheiro que José F > J 
Mário,  tem mais dinheiro do que José M > J 
(Mário) e quantia diferente de Fábio M ≠ F 
Além disto, Pedro tem menos dinheiro que seu 
amigo Ricardo 

P < R 

 
Podemos representar estas relações em uma reta ordenada ou construir uma 
tabela para ver a ordem do conjunto.  
 
O problema proposto tem 2 soluções: 
 PRIMEIRA SOLUÇÃO: 
 
J F M C = P R 
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SEGUNDA SOLUÇÃO:  
J M F C = P R 
 
A parte b) é bastante simples, usando qualquer uma das tabelas acima. (O 
resultado final não depende desta escolha) 
 
J M F C = P R 
90 290 490 690 890 
 
Questão 4 � A partir de um quadrado de lado igual a 1, constrói-se um 

pentágono retirando-se um triângulo retângulo cujos vértices são os 
pontos médios de dois lados consecutivos do quadrado e o vértice do 
quadrado, conforme a figura abaixo. 

 
 
                      A                              B                                 A                             B 
 
 
                                                        M1                                                              M1 
 
 
 
                      D              M2             C                               D              M2 
 
                              Etapa 0              Etapa 1 
 Obtemos um novo pentágono retirando-se novamente um triângulo 

retângulo, agora o de vértice B. 
 
 
                      A           M3            B                                   A               M3 
 
 
 
                                                        M1                                                             M1 
 
 
                     D                    M2                                        D                  M2 

                
               Etapa 2                                                      Etapa 3 
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 Continuando o processo teremos na 4ª etapa um quadrado novamente. 
 
                                        M3                                                      M3 
 
 
 
                   M4                                  M1                 M4                                     M1 
 
 
 
                     D              M2                                                                                        M2 

 
                          Etapa 4          Etapa 5 
 

Determine as áreas dos polígonos de cada etapa. 
Justifique sua resposta 

 
Solução: 
A área na etapa 0 é a área do quadrado ou seja 1. 
Para obter a etapa 1 pode ser feita a seguinte construção: divida cada lado do 
quadrado original ao meio. Una os pontos assim obtido e que estejam em lados 
opostos por um segmento de reta. Obtém-se 4 quadrados, e em seguida una os 
pontos M1 e M2, o que divide o quadrado menor em 2 triângulos que tem mesma 
área.  Assim a área retirada na primeira etapa é 1/2 de 1/4 ou seja 1/8, portanto a 
área restante  na etapa 1 é 7/8, na etapa 2 é 6/8, na etapa 3 é 5/8 e na etapa 4 é 
4/8 (ou 1/2)  
 
Questão 5 � Deseja-se cercar com arame uma área na forma de um quadrilátero 

de lados 150m, 100m, 90m, 75m. A cerca deve conter postes igualmente 
espaçados e ainda conter um poste em cada vértice. Calcule o número 
mínimo de postes necessários para cercar a área. 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
Vamos encontrar os divisores comuns destes números. A fatoração de cada 
número dado (medidas dos lados) é: 
 
150 = 2 x 3 x 52 

100 = 22 x 52 
90 = 2 x 32 x 5 
75 = 3 x 52 
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Portanto, 5 é o máximo divisor comum destes 4 números. Logo, o número 
mínimo de postes necessários para cercar esta área com as condições do 
problema é: 
150/5 +100/5 + 90/5 + 75/5 = 30 + 20 + 18 + 15 = 83 postes. 
 
Questão 6 � Os números dispostos abaixo formam o Triângulo de Pascal 
 

1       
1 1      
1 2 1     
1 3 3 1    
1 4 6 4 1   
1 5 10 10 5 1  

 
 Para entendermos melhor esta tabela vamos mostrar como ela é 

construída. 
• A primeira linha, que chamaremos de linha 0, possui apenas o 

número 1; 
• A segunda  linha, que chamaremos de linha 1, possui os números 1 e 

1; 
• Nas outras linhas sempre teremos o primeiro e último números 

iguais a 1, e os outros são obtidos somando-se o imediatamente 
superior com o elemento que o antecede na linha. Por exemplo, na 
linha 5, o 10 foi obtido somando-se o 6, que está imediatamente 
superior ao 10, e o 4 que está á esquerda de 6. Como mais um 
exemplo vamos preencher a linha 6 da tabela abaixo. 

 
1       
1 1      
1 2 1     
1 3 3 1    
1 4 6 4 1   
1 5 10 10 5 1  
1 5+1 10 +5 10+10 5+10 5+1 1  

 
 
a) Complete o Triângulo de Pascal abaixo 
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1
1 1          
1 2 1         
1 3 3 1        
1 4 6 4 1       
1 5 10 10 5 1      
1 6 15 20 15 6 1     
1  21     1    
 8       1   

1     126   9   
 10         1 

 
b) Qual a sequência de números que se obtém quando somamos os 

elementos de cada linha? 
c) Quais as outras �coincidências�, ou melhor, propriedades que você 

observa no Triângulo de Pascal? 
Justifique sua resposta 

Solução: 
a) 

1           
1 1          
1 2 1         
1 3 3 1        
1 4 6 4 1       
1 5 10 10 5 1      
1 6 15 20 15 6 1     
1 7 21 35 35 21 7 1    
1 8 28 56 70 56 28 8 1   
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1  
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 

 
b) A seqüência que se obtém é: 
 
1, 2, 4, 8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048,... ou seja  
 
1, 2, 22 , 23 , 24 , 25 , 26 , 27 , 28 , 29 , 210 , 211 ,... ou ainda 
 
(1+1)0 , (1+1)1 , (1+1)2 , (1+1)3 , (1+1)4 , (1+1)5 , (1+1)6 , (1+1)7 , (1+1)8 , (1+1)9 , 
 
(1+1)10 , (1+1)11 ,...e em cada linha temos os números obtidos pelo 
desenvolvimento do correspondente binômio.  
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c) Outras coincidências: 

c1) A segunda coluna é formada, de cima para baixo, pelos números 
naturais (existe outra sequência igual a esta, que pode ser identificada pela 
simetria do triângulo); 
c2) Existe uma simetria em cada linha, sendo que: 

• os números situados em posições simétricas são sempre iguais, 
• as linhas pares há um elemento ocupando a posição central. 

c3) Observe que cada número do triângulo é obtido pela  soma dos 
elementos que estão na coluna anterior e acima de sua linha (esta regra não 
é válida quando tem-se o número 1 na célula). Como exemplo pegue o 
número 21, que está na  linha 7 e na terceira coluna, e o número 84 da 
linha 9 e na sétima coluna, ver o sombreamento no triângulo.  

 
1           
1 1          
1 2 1         
1 3 3 1        
1 4 6 4 1       
1 5 10 10 5 1      
1 6 15 20 15 6 1     
1 7 21 35 35 21 7 1    
1 8 28 56 70 56 28 8 1   
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1  
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 
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Resolução da prova do Nível 2  
 
Questão 1 � Na figura abaixo os segmentos de reta r e s são paralelos. Então a 

soma dos ângulos será de quantos graus? FeEDCBA ��,�,�,�,�

E 

  C 

F 

D

r 

s 
 
 A
 
 
 B 
 
 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 

Seja  o ponto onde se encontram  e .  Por P  passamos a reta 

, paralela a r  e . Essa reta divide o ângulo em um ângulo igual a 

 e outro igual a . Portanto a soma dos ângulos internos do 

triângulo   é  . 

P BF

= 180

AD

BPA �t
E�

s

�A

F�+ DC �� +

++ � DCAPB °+++ ���� FEB
 
Questão 2 � Um número inteiro é um quadrado perfeito quando sua raiz 

quadrada é um número inteiro, por exemplo, 16 é um quadrado perfeito 

pois 416 = . Mostre que a soma dos quadrados de dois números inteiros 
ímpares não pode ser um quadrado perfeito. 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
Lembrando que qualquer número ímpar pode ser escrito na forma 2n + 1, com n 
inteiro, a soma dos quadrados de dois ímpares é do tipo 

(2p + 1)2 + (2q + 1)2 = 4p2 + 4p + 1 + 4q2 + 4q + 1 = 2[2(p2 + q2 +  p + q) + 1], 
que é o dobro de um número ímpar e portanto, é divisível por 2 mas não por 4. 
Logo não pode ser uma quadrado de um número inteiro. 
 
Questão 3 � Seja ABC um triângulo qualquer e AH a altura em relação ao lado 

BC. Sejam M1 e M2 os pontos médios dos lados AB e AC 

respectivamente. Mostre que o ângulo  é igual ao ângulo . 21
�MHM A�

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
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A reta  paralela a  passando por  passa também por , o que pode 

ser verificado pelo teorema de Tales. Como , temos também . 

Se P é o ponto de encontro de  com , é fácil verificar que os triângulos 
 e  são congruentes, o mesmo ocorrendo com  e . 

Segue-se que M M  = M M . 

r

2

BC 1M

r

2M

APM

BCAH ⊥ rAH ⊥

1HPM
AH

APM 2HPM

H�
1

1 A� 21 2

Veja outra solução na página 44. 
 
Questão 4 � A sequência de Fibonacci (a1, a2 ,...,an , ...) é tal que a1 = a2 = l e 

an = an � 1  + an � 2 , para n ≥ 3. 
 
a) Obtenha os 5 primeiros termos desta sequência. 
b) Mostre que an  an + 1 - an � 1 an = (an)

2
 , para todo n ≥ 2. 

c) Mostre que a  para todo n ∈ N. 1nn
2
n

2
3

2
2

2
1 aaa...aa +=++++

Justifique sua resposta 
 
Solução: 

a)  .5,3,2,1,1 54321 ===== aaaaa

b) Para n ,  temos  . Multiplicando os dois 

membros por a  chegamos a  e basta agora isolar o termo 

. 

2≥ 11 −+ += nnn aaa

n1n
2
n1 aaa −+=n nnaa +

2
na

c) Com a igualdade obtida em b), podemos escrever   

                                         2
1

2
1 aa =

                                        2132
2
2 aaaaa −=

                                        3243
2
3 aaaaa −=

                                                       Μ 

                                        121
2

1 −−−− −= nnnnn aaaaa

                                         nnnnn aaaaa 11
2

−+ −=
 
Somando o lado esquerdo dessas igualdades devemos obter a soma do lado 

direito, ou seja, . Note que   1
22

2
2
1 +=+++ nnn aaa...aa .121

2
1 == aaa

 
Questão 5 � Quantos retângulos diferentes consistindo de um número inteiro de 

quadrados podem ser obtidos: 
 
a) em um tabuleiro 4 x 4 (ver figura abaixo)? 
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b) em um tabuleiro 8 x 8? 
 
(considerando dois retângulos diferentes se eles possuírem dimensões 
diferentes, ou se ocuparem posições diferentes no tabuleiro). 

Justifique sua resposta 
 

Solução: 
a) Para resolver a questão é necessário contar quantos retângulos de 

cada tamanho podem ser obtidos, ou seja, se  é a largura de um retângulo (em 
número de quadrados) e  é seu comprimento, quantos retângulos k  podem 
ser formados? No caso de um tabuleiro pequeno como o , essa contagem 
pode ser feita por observação direta do tabuleiro, com o que podemos construir 
a tabela 

k
l l×

44 ×

 
Formato Quantidade Formato Quantidade 

13×  8 11×  16 

23×  6 21×  12 

33×  4 31×  8 

43 ×  2 41×  4 

    14 × 4 12 ×  12 

24 ×  3 22 ×  9 

34×  2 32×  6 

44 ×  1 42 ×  3 

 

Basta, então, somar as quantidades para obter um total de 100  retângulos. 

b) Para um tabuleiro maior, a contagem dos retângulos torna-se muito 
trabalhosa, o que nos força a procurar um meio de sistematizar essa contagem. 
Contar o número de retângulos  que podem ser formados num tabuleiro 

, por exemplo, equivale a contar em quantas posições diferentes um 
retângulo  pode estar, o que por sua vez equivale a contar  em quantas 
posições diferentes podemos colocar o canto superior direito do retângulo . 

lk ×
88×

lk ×
lk ×
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Ora, em um tabuleiro de largura 8 , um retângulo de largura k  pode ter seu 
canto superior direito colocado em 8  linhas diferentes. Para cada 

uma dessas linhas, se comprimento do retângulo é l , o canto superior direito 
pode ser colocado em 8  colunas diferentes, o que nos dá um total 

de  posições possíveis, ou seja, retângulos k . Desse modo, o 

número de retângulos com largura  é dado por  

kk −=+− 91

78)(k9()8 ++−=−

8,,2,1 Κ

567836 +++(

l−

k
9)(

=k

=)

l =+− 91

k9()2 −++Λ

8936 −+ (Λ

)9)(9( lk −−

k9()19)(k −+−−

93619 −+− ()(

l×

34++

23 ++

2++

1 =)

6

4+

3

3
l

2

1
. =⇒

3

1

2

l2

=

2=− xl2

3
2−

)k9(36)159)(9( −=+−  

Somando essas quantidades para , obtemos o total de retângulos 

12963636236 =⋅++)

 

Questão 6 � Um triângulo isósceles retângulo ABC, cujos lados iguais, AB e 
AC, medem 1 cm de comprimento, é cortado de uma folha de papel que é 
branco de um lado e preto do outro. O papel é dobrado movendo o vértice 
B ao longo BC de tal forma que a área da região de cor preta e a área da 
região de cor branca sejam iguais. Depois de dobrado, a que distância está 
o vértice C do vértice B? 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 
 Depois de dobrado o papel, temos um triângulo preto, que esconde 
uma parte do lado branco do papel igual ao dobro da área do triângulo. Temos 
também que a parte descoberta do lado branco do papel tem a forma de um 
trapézio. Para que as áreas das regiões preta e branca sejam iguais, devemos ter 
a área do triângulo preto igual a um terço da área do triângulo ABC inicial. Mas 
o triângulo preto é retângulo e isósceles, com um dos catetos formado no lado 
BC do triângulo inicial. Seja l a medida desse cateto, de forma que a área do 
triângulo preto é l2/2. A área do triângulo ABC inicial é  1/2 , portanto devemos 
ter 

.  

Seja x a distância entre os pontos B e C depois de dobrado o papel. O 
comprimento do lado BC do triângulo original é 

. 

Logo 

 .
3

223

3

3
2

−
==x
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Resolução da prova Nível 3  
 
Questão 1 � Seja ABC um triângulo qualquer e AH a altura em relação ao lado 

BC. Sejam M1 e M2 os pontos médios dos lados AB e AC 

respectivamente. Mostre que o ângulo  é igual ao ângulo . 21
�MHM A�

Justifique sua resposta 
 

  A Solução: 

  H 
B 

M1 M2 
 
 
 
 
 
 C 
 
O triângulo AHC é retângulo, logo inscrito na semi-circunferência de diâmetro 
AC. Daí M2C = M2H  (raio da circunferência). De maneira análoga para o 
triângulo AHB. Logo BM1H e HM2C são isósceles e , 

então , portanto  

B�BH�MeC�CH�M 12 ==

º180CH�MMH�MBH�M 2211 =++

.  �)��(º180�
21 ACBMHM =+−=

Obs: O mesmo acontece se consideramos o triângulo 
 
 A 
 

M1 M2 
 
 
 
 
 

    H       B                                      C  
Veja outra solução na página 40. 
 
Questão 2 � A sequência de Fibonacci (a1, a2 ,...,an , ...) é tal que a1 = a2 = l e 

an = an � 1  + an � 2 , para n ≥ 3. Suponhamos que α seja um número real tal 
que α2 = α + 1  

 
a) Verifique que α3 = a3 α + a2 e que α4 =  a4 α + a3. 
b) Mostre que todas as potências inteiras positivas de α (n ≥ 2) são 

representados por αn = an α + an � 1 . 
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Justifique sua resposta 
 
Solução: 

a) Observe que: 
i) α3 = α2 + α = a2α2 + a1α = a2(α + 1) + a1α = (a1 + a2)α + a2 = 

a3α + a2. 
 
ii) α4 = α3 + α2 = a3α + a2 + (α + 1) = (a3 + a2)α + (a2 + a1) = a4α 

+ a3. 
 

b) Como α2 = α + 1  temos α2 = a2α + a1. Por a) α3 = a3α + a2.  
Provaremos o item b) usando o 2º Princípio de Indução sobre n, n ≥ 3. 
Suponhamos que para todo 3 ≤ k < n.  

 
αk = akα + ak � 1. 

 
Também  α2  = α + 1 implica  αn  = αn � 1 + αn � 2 .  Então: 

αn = an � 1α + an � 2 +  an � 2α + an � 3  = (an � 1 +  an � 2)α + (an � 2 + an � 3) = an α 
+  an � 1 
 
Questão 3 � Quantos retângulos diferentes consistindo de um número inteiro de 

quadrados podem ser desenhados: 
 
a) em um tabuleiro (xadrez) 8 x 8? 
b) em um tabuleiro n x n? 
 
(considerando dois retângulos diferentes se eles possuírem dimensões 
diferentes, ou se ocuparem posições diferentes no tabuleiro). 

Justifique sua resposta 
 
Solução: 

Primeiramente vejamos quantos retângulos com largura k quadrados e 
altura l quadrados podem ser formados em um tabuleiro. Todo retângulo 
desse tipo é obtido selecionando-se k colunas consecutivas e l linhas 
consecutivas.  

a) O grupo de k colunas consecutivas pode ser escolhido em 9 � k  maneiras 
diferentes (a última coluna pode ser a k -ésima, (k + 1)-ésima, ... ou a 8ª 
coluna). Analogamente, o grupo de l linhas pode ser escolhido em 9 � l  
modos diferentes. Logo, um retângulo de largura k e altura l pode ser 
escolhido em (9 � k) (9 � l) maneiras distintas e esse é o total de retângulos 
desse tipo sobre o tabuleiro.  
O número de retângulos de largura k sobre o tabuleiro é  
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                          (9 � k) (9 � 1) + (9 � k) (9 � 2 ) + ... + (9 � k) (9 � 8) = 
                          (9 � k) ( 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1) = 36 (9 � k).  
 

Como k  varia de 1 a 8, o número total de retângulos é  
                                  36 (9 � 1) + 36 (9 � 2) + ...  +36 (9 � 8) = 36 . 36 = 1296. 
 
b) Como em a), concluímos que o número total de retângulos de comprimento 

k quadrados e altura l quadrados em um tabuleiro n x n é (n + 1 � k) (n + 1 
� k). O número total de retângulos de largura k quadrados é  

                        

                               (n + 1 � k) (1 + 2 + ... + n) = (n + 1 � k) 
( )

2

1+nn
.  

 
      Então, o número de retângulos no tabuleiro é 
 

                                      ( 1 + 2 + ... + n) 
( )

2

1+nn
 = 

( ) 2

2

1




 +nn

. 

 
Questão 4 � Determinar, se existirem, todos os números naturais n tal que 

podemos decompor o conjunto C = {n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5} 
em dois subconjuntos A e B disjuntos, não vazios, de forma que o produto 
dos elementos de A seja ao produto dos elementos de B. 

Justifique sua resposta 
Solução: 
Se p é um número primo que divide algum elemento de A, então p divide pelo 
menos dois elementos de C. Então, p só pode ser 2, 3 ou 5. O primo 5 pode 
dividir somente n e n+5. 
Logo, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4 podem ter como fatores somente 2 e 3. Como 3 
não divide números consecutivos e também não divide ímpares consecutivos, 
concluímos que A e B não existem. 
 
Questão 5 � Seja P(x) = x3 + ax2 + bx + c um polinômio com coeficientes 

inteiros. Suponha que P(x) tem três raízes distintas. Mostre que a equação 
P(x) � 1 = 0 não admite raiz inteira. 

Justifique sua resposta 
 
No enunciado da questão faltou a hipótese das raízes serem inteiras, o que torna 
falsa a afirmação de que P(x) � 1 não admite raiz inteira. Vários alunos notaram 
esta omissão, porém o aluno Vitor Menezes Santana, do Colégio WR, deu um 
contra-exemplo. Ele escreveu: 
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Seja        P(x) = x3 + 1 , a = 0,  b = 0 , c = 1. 

P(x) tem três raízes distintas a saber, 

                               x1 = -1 , x2 = 
2

31 i+
 e x3 = 

2

31 i−

Agora , P(x) � 1  = 0 implica  x3 = 0  que tem solução inteira. 

Nossos parabéns a ele! 

Vamos agora resolver o problema considerando que P(x) tenha 3 raízes 
distintas e inteiras. 
Solução: 
Sejam r1, r2, r3  três raízes inteiras, distintas de P(x). Então podemos escrever 
P(x) = (x � r1)(x � r2)(x � r3). Admitindo que P(x) � 1 = 0 tenha solução inteira 
x0, segue que (x0 � r1) (x0 � r2) (x0 � r3) = 1. Para que o produto de três números 
inteiros seja igual a 1 existem duas possibilidades: 
 
i) Os três números são iguais a 1. 
  
ii) Dois desses números são iguais a -1 e o terceiro é igual a 1. 

Em qualquer uma dessas duas possibilidades pode-se concluir que P(x) teria 
raízes iguais, o que contradiz a hipótese de que as três raízes são distintas. 

 
Questão 6 �  
a) Estude o comportamento do resto da divisão por 7 de 2x � x2 sendo x um 

número inteiro  positivo menor ou igual a 10000. 
b) Quantos são os inteiros positivos x ≤ 10000 tais que a diferença 2x � x2 não 

é divisível por 7? 
Justifique sua resposta 

Solução: 
a) Temos 
 

          1 ≡ 1   (mod 7) 
                                       2 ≡ 2   (mod 7) 

          22 ≡ 4   (mod 7) 
          23 ≡ 1   (mod 7) 
          24 ≡ 2   (mod 7) 
          25 ≡ 4   (mod 7) 

Concluímos então que, 
 2x = 2x + 3 (mod 7), pois 2x + 3 � 2x  = 2x (8 � 1)= 7.2x = 0 (mod 7). 
  
Façamos também uma análise para os restos da divisão de x2 por 7.  
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   1 ≡ 1   (mod 7)     82  ≡ 1    (mod 7) 
  22 ≡ 4   (mod 7)     92 ≡ 4    (mod 7) 
  32 ≡ 2   (mod 7)    102 ≡ 2   (mod 7) 
  42 ≡ 2   (mod 7)    112 ≡ 2   (mod 7) 
  52 ≡ 4   (mod 7)    122 ≡ 4   (mod 7) 
  62 ≡ 1   (mod 7)    132 ≡ 1   (mod 7) 
  72 ≡ 0   (mod 7)    142 ≡ 0   (mod 7) 
  
Temos que (x+7)2 � x2 = 14x + 49 ≡ 0 (mod 7). 
Combinando os resultados acima, vemos que os restos de 2x e x2 na divisão por 
7, se repetirão com período 3.7 = 21.  
 
b)  Para os valores de x de 1 a 27, construamos a tabela para 2x e x2 mod 7 
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
2x 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 
x2 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0 1 
 
16 17 18 19 20 21 
2 4 1 2 4 1 
4 2 2 4 1 0 
Observamos na tabela acima 6 casos onde 2x � x2 é divisível por 7,  a saber 
                                                    x = 2 , 4 , 5 , 6 , 10 e 15 
Pela periodicidade, os próximos 21 valores de x darão mais 6 casos e assim por 
diante. Como 10000 = 21.476 + 4 e o total de valores de x tais que 2x � x2 é 
divisível por 7 é 476.6 + 2 = 2858, a resposta para o item b) é 7142. 
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