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Números Reais 
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Na grande maioria das vezes quando falamos em números reais dizemos 

que o conjunto dos números reais constitui-se dos números racionais,  
juntamente com os irracionais. Mas, o que são esses números irracionais? A 
construção dos números reais, logicamente bem fundamentada, é um capítulo 
bem interessante na História da Matemática. Embora só realizada no século 
XIX, ela tem raízes na matemática grega do século IV A.C. O acompanhamento 
do desenvolvimento histórico das idéias que culminaram com o conceito de 
número real que temos hoje, é estimulante e enriquecedor na formação do 
aluno, sobretudo de sua capacidade de apreciação crítica da disciplina, além, é 
claro, de tornar-nos claro em que contexto e qual o motivo para que tal trabalho 
fosse realizado. Nestas notas pretendemos fazer uma breve introdução histórica 
sobre a evolução do conceito de número real, começando nas primeiras 
civilizações que deixaram as suas pegadas no estudo da matemática e 
terminando com a formalização do conceito de número real atual, passando pelo 
período chamado de Idade Heróica na Grécia antiga, período esse em que 
viveu-se a primeira crise no desenvolvimento da matemática com o 
aparecimento dos chamados incomensuráveis ou números irracionais. Naquela 
mesma época, Eudoxo, como diz Euclides em seus Elementos, resolveu 
satisfatoriamente o problema dos incomensuráveis, que iremos abordar mais 
tarde, tanto que a solução que Eudoxo deu ao problema perdurou por mais de   
2000 anos até o século XIX, quando se deu a construção dos números reais 
devido aos trabalhos de vários matemáticos, principalmente Richard Dedekind. 
O que é interessante nessa história é que a idéia na qual Dedekind se apoiou 
para realizar essa formalização é essencialmente a idéia usada por Eudoxo tanto 
tempo atrás.   

Estas notas fazem parte de um mini curso que o autor ministrou no          
III Encontro de Matemática e Estatística da UFG no ano de 1999. 

 
1. Uma breve reflexão sobre as origens da matemática 
 

Os matemáticos do século vinte desempenham uma atividade intelectual 
altamente sofisticada, que não é fácil definir, mas boa parte do que hoje se 
chama matemática deriva de idéias que originalmente estavam centradas nos 
conceitos de número, grandeza e forma. Noções primitivas relacionadas com os 
conceitos de número, grandeza e forma podem ser encontradas nos primeiros 
tempos da raça humana e vislumbres de noções matemáticas se encontram em 
formas de vida que podem datar de milhões de anos antes da humanidade. Uma 
percepção de diferenças de padrões em seus ambientes claramente existe em 
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muitas formas inferiores de vida e isso tem parentesco com a preocupação de 
um matemático com forma e relação.  

 Em certa época pensou-se que a matemática se ocupava do mundo que 
nossos sentidos percebem e foi somente no século dezenove que a matemática 
pura se libertou das limitações sugeridas por observações da natureza. É claro 
que a matemática originalmente surgiu como parte da vida diária do homem e, 
se há validade no princípio biológico da sobrevivência do mais apto, a 
persistência da raça humana provavelmente tem relação com o desenvolvimento 
no homem de conceitos matemáticos. A princípio as noções primitivas de 
número, grandeza e forma podiam estar relacionadas com contraste mais  do 
que com semelhanças - a diferença entre um lobo e uma matilha, a desigualdade 
de tamanho entre uma sardinha e uma baleia, a dissemelhança entre a forma 
redonda da lua e a retilínea de uma pinheiro. A partir da massa de experiências 
caóticas deve ter surgido gradualmente a realização de que há analogias e dessa 
percepção de semelhança entre número e forma nasceram a ciência e a 
matemática. As próprias diferenças podem indicar semelhanças, pois o 
contraste entre um lobo e muitos, entre um carneiro e um rebanho, entre uma 
árvore e uma floresta, sugerem que um lobo, um carneiro e uma árvore têm algo 
em comum - sua unicidade. Pelo fato de que até hoje alguns povos primitivos 
ainda contem objetos dispondo-os em  grupos de dois e certas línguas, inclusive 
o grego, conservaram em sua gramática uma distinção entre um, dois e mais de 
dois, podemos supor que o desenvolvimento do conceito de número foi um 
processo longo e gradual. Com a idéia de número tornando-se mais ampla e 
vívida era preciso exprimir a propriedade de algum modo, a princípio na 
linguagem de sinais. Usando os dedos de uma das mãos podia-se indicar um 
conjunto de dois, três, quatro ou cinco elementos, não sendo o número um 
geralmente reconhecido como um verdadeiro número. Usando-se os dedos de 
ambas as mãos  pode-se  representar coleções contendo até dez elementos e 
usando-se as mãos e os pés pode-se ir até vinte. Para conjuntos com mais de 
vinte elementos  costumava-se usar montes de pedras, geralmente amontoados 
em grupos de cinco, pois os quíntuplos lhes eram familiares pela observação da 
mão e pé humanos. Como Aristóteles observou há muito tempo, o uso hoje 
difundido do sistema decimal é apenas o resultado do acidente anatômico de 
que quase todos nós nascemos com dez dedos nas mãos e nos pés. 

O homem difere de outros animais de modo mais acentuado pela sua 
linguagem, cujo desenvolvimento foi essencial para que surgisse o pensamento 
matemático abstrato; no entanto, palavras que exprimem idéias numéricas 
surgiram lentamente. Sinais para números  provavelmente precederam palavras 
para números.  

Embora suponha-se que a matemática tenha surgido em resposta a 
necessidades práticas, sugeriu-se que a arte de contar surgiu em conexão com 
rituais religiosos primitivos e que o aspecto ordinal precedeu o conceito 
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quantitativo (tinha que se saber a ordem em que iriam entrar em uma 
determinada cerimônia, por exemplo). Além disso, uma tal origem indicaria a 
possibilidade de que o contar tenha uma origem única, espalhando-se 
subseqüentemente para outras partes da terra. 

O conceito de número inteiro é o mais antigo na matemática. A noção de 
fração racional surgiu relativamente tarde, pois aparentemente entre as tribos 
primitivas não parece ter havido necessidade de usar frações. Afirmações sobre 
as origens da matemática, seja da aritmética ou da geometria, são 
necessariamente arriscadas, pois os primórdios do assunto são mais antigos que 
a arte de escrever. Tanto Heródoto quanto Aristóteles não quiseram se arriscar a 
propor origens mais antigas que a civilização egípcia, mas é claro que a 
geometria que tinham em mente tinha raízes mais antigas. Podemos fazer 
conjecturas sobre o que levou os homens da Idade da Pedra a contar, medir e 
desenhar. Que os começos da matemática são mais antigos que as mais antigas 
civilizações, é claro. Ir além e identificar categoricamente uma origem 
determinada no espaço e no tempo, no entanto, é confundir conjectura com 
história.  O mais correto é ir adiante, ao terreno da história da matemática 
encontrada em documentos escritos que chegaram até nós. 

Antes do quarto  milênio A. C. uma forma primitiva de escrita estava em 
uso tanto no vale mesopotâmico, quanto  no Nilo. Lá os símbolos primitivos, 
registros pictográficos, por um processo de gradual convencionalização, 
evoluíram para uma ordem linear de símbolos mais simples. Na Mesopotâmia, 
onde o barro era abundante, marcas em forma de cunha eram feitas com um 
estilete sobre tabletas moles e depois eram cozidas em fornos ou ao calor do sol. 
Esse tipo de escrita chama-se cuneiforme  (do latim cuneus, cunha) por causa da 
forma dos sinais. Documentos cuneiformes tinham grande durabilidade, por 
isso muitos milhares de tais tabletas sobreviveram até nossos dias. 
Naturalmente, só uma fração dessas se referem a temas relacionados com a 
matemática. 

Algumas informações matemáticas foram retiradas de calendários e pedras 
tumulares egípcias, mas há um limite para tais informações, pois a matemática é 
muito mais do que contar e medir, os aspectos que são tratados em inscrições 
hieroglíficas (isto é, inscrições sagradas). Felizmente temos outras fontes de 
informação. Um certo número de papiros egípcios, de algum modo,  resistiu ao 
desgaste do tempo por mais de três milênios e meio. O mais extenso dos de 
natureza matemática é um rolo de papiro de cerca de 30 centímetros de altura e 
5 metros de comprimento, que agora está no British Museum, comprado em 
1858 numa cidade à beira do Nilo por um antiquário escocês, Henry Rhind; por 
isso é conhecido com Papiro de Rhind, ou, menos freqüentemente, chamado 
Papiro Ahmes, em honra do escriba que o copiou por volta de 1650 A. C. O 
escriba conta que o material provém de um protótipo do Reino do Meio de 
cerca de 2000 a 1800 A. C., sendo provável que parte desse conhecimento tenha 
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provindo de Imhotep, médico e arquiteto do Faraó Zoser, que superintendeu a 
construção de sua pirâmide há cerca de 5000 anos. A numeração usada ainda 
era a decimal, mas foram usados novos simbolos para facilitar e abreviar a 
escrita. O princípio de ciferização, introduzido pelos egípcios há cerca de 4000 
anos e usado no Papiro de Rhind, representou uma importante contribuição à 
numeração e é um dos fatores que faz do sistema em uso hoje o instrumento 
eficaz que é. 

Já nessa época começaram a aparecer as notações para as frações, que 
passaram a ter necessidade. No Papiro Ahmes aparecem notações mais 
simplificadas do que as usadas anteriormente e alguns tipos de frações eram 
manipuladas livremente, como por exemplo, as frações unitárias, isto é, com 

numerador um. A fração 
3

2
 tinha um  papel especial nos processos aritméticos 

de modo que, para achar o terço de um número primeiro achavam os dois terços 

e depois tomavam a metade. No entanto, parece que, tirando a fração 
3

2
,  os 

egípcios consideravam a fração própria geral do tipo 
n

m
 não como uma "coisa" 

elementar, mas como parte de um processo incompleto. A fração 
5

3
, para nós 

uma fração irredutível, para eles era escrita como soma de três frações unitárias 

15

1

5

1

3

1
  e, . Para facilitar a redução de frações próprias "mistas" à soma de  

frações unitárias, o Papiro de Rhind contém algumas tabelas. Em seguida são 
apresentados problemas sobre questões variadas, pois Ahmes tinha começado 
sua obra garantindo que ela forneceria um "estudo minucioso e completo de 
todas as coisas ... e o conhecimento de todos os segredos�. 

A operação aritmética fundamental no Egito era a adição, e nossas 
operações de multiplicação e divisão eram efetuadas, no tempo de Ahmes, por 
sucessivas "duplações", inclusive de frações. Uma exposição mais detalhada 
dos problemas tratados no Papiro de Rhind pode ser encontrada na referência 
[B]. 

Muito das informações sobre a matemática egípcia vem do Papiro Ahmes, o 
mais extenso documento matemático do antigo Egito, mas há também outras 
fontes. Podemos citar o Papiro de Kahun, o Papiro de Berlim e um papiro mais 
ou menos do mesmo tamanho do de Rhind, o Papiro Golonishev ou de Moscou, 
contendo basicamente os mesmos problemas abordados no de Rhind, só que de 
uma maneira menos elaborada. Os egípcios pouco criaram e desenvolveram a 
matemática que lhes foi herdada pelos seus antepassados. O amor aos deuses 
benevolentes, o respeito à tradição, a preocupação com a morte e as 
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necessidades dos mortos, tudo isso encorajou um alto grau de estagnação. A 
matemática de Ahmes era a de seus antepassados e descendentes. 

Nos povos comumente denominados de babilônios, no período de 2000 até 
aproximadamente 600 A. C., na antiga Mesopotâmia o sistema decimal, comum 
às civilizações tanto antigas quanto modernas, tinha sido submerso da 
Mesopotâmia sob uma notação que dava a base sessenta como fundamental. 
Muito se escreveu sobre os motivos para essa mudança. Parece mais provável 
que a base sessenta fosse adotada conscientemente e legalizada no interesse da 
metrologia, pois uma grandeza de sessenta unidades pode ser facilmente 
subdividida em metades, terços, quartos, quintos, sextos, décimos, dozeavos, 
quinzeavos, vigésimos e trigésimos, fornecendo assim dez possíveis 
subdivisões. Qualquer que tenha sido a origem o sistema sexagesimal de 
numeração teve vida notavelmente longa, pois até hoje restos permanecem, 
infelizmente para a consistência, nas unidades de tempo e medida dos ângulos, 
apesar da forma fundamentalmente decimal de nossa sociedade. 

Os babilônios não tinham, a princípio, um modo claro de indicar uma 
posição vazia - não tinham um símbolo para indicar o número zero - embora às 
vezes deixassem um espaço vazio para indicar o zero. As formas usadas para 
indicar os números 122 e 7202 eram muito parecidas, não ficando claro se era 
2(60) + 2 ou 2(60)2 + 2. Ao tempo da conquista por Alexandre, o Grande, no 
entanto, um símbolo especial, consistindo de duas cunhas colocadas 
obliquamente, foi inventado para servir para marcar o lugar onde um numeral 
faltasse. A grande virtude do sistema e da notação dos babilônicos é que ele 
permitiu estender o princípio da posição às frações. Eles dominavam o poder de 
computação que a moderna notação decimal para frações decimais nos confere. 
Para os babilônios, a multiplicação ou adição de 23,45 e 9,876 não eram 
essencialmente mais difíceis que as mesmas operações entre os inteiros 2345 e 
9876, e os mesopotâmios rapidamente exploraram essa importante descoberta. 
Uma tableta da babilônia antiga contém o cálculo da raiz quadrada de dois até 
três casas sexagesimais, a resposta sendo escrita, em caracteres modernos, 
1;24,51,10, onde se usa ponto e vírgula para separar a parte inteira da 
fracionária e vírgula para separar posições sexagesimais. Ou seja, 1 + 24(60)-1 + 

51(60)-2 + 10(60)-3. Esse valor babilônio para 2  é aproximadamente 
1,414222, diferindo por cerca de 0,000008 do valor verdadeiro.  A precisão nas 
aproximações era relativamente fácil de conseguir para os babilônios com sua 
notação para frações, a melhor que qualquer civilização tenha possuído até a 
Renascença. Devido a isso os matemáticos babilônios foram hábeis para 
desenvolver processos algorítmicos. 

Nas obra deixadas pelos babilônios encontramos muitas tabletas com tabelas 
usadas para a manipulação de processos de adição e multiplicação, alguns 
processos de interpolação e um sem número de equações algébricas até muito 
sofisticadas para a época. Foram também encontradas muitas contribuições à 
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geometria, inclusive o conhecimento do Teorema de Pitágoras que, inclusive, 

possibilitou uma aproximação tão precisa para 2 . Mais detalhes sobre a obra 
desenvolvida pelos babilônios podem ser encontrados na referência [B].

A história grega pode ser recuada até o segundo milênio A. C. quando, 
como invasores iletrados, vindos do norte, abriram caminho até o mar. Não 
trouxeram tradição matemática ou literária consigo; no entanto, tiveram desejo 
ansioso de aprender e não demoraram a melhorar o que lhes foi ensinado. Os 
primeiros Jogos Olímpicos se realizaram em 776 A. C., e por esse tempo uma 
maravilhosa literatura grega já tinha se desenvolvido, evidenciada pelas obras 
de Homero e Hesíodo. Da matemática grega da época nada sabemos. Passaram-
se ainda quase dois séculos até haver alguma citação, mesmo indireta, da 
matemática grega. Então apareceram, durante o sexto século A. C., dois 
homens, Tales e Pitágoras, que tiveram na matemática o papel de Homero e 
Hesíodo na literatura. Embora Tales e Pitágoras sejam figuras centrais, não 
sobreviveu nenhuma obra de qualquer deles, nem se sabe se Tales ou Pitágoras 
jamais compuseram tal obra. Certas frases-chave lhes são atribuidas, tais como 
"Conhece a ti mesmo" no caso de Tales e "Tudo é número", de Pitágoras - mas 
nada mais específico. Ficaram muitas lendas e histórias sobre esses dois 
matemáticos, mas pouco se sabe sobre suas vidas. Tales era muito discutido 
sendo atribuídas a ele várias facetas e lendas. Devido a várias estórias, algumas 
passadas por terceiros, é que vêm as designações de Tales como o primeiro 
matemático. 

Pitágoras é uma figura pouco menos discutida do que Tales, pois foi mais 
completamente envolto em lenda e apoteose. Tales era um homem de negócios, 
mas Pitágoras era um profeta e um místico, nascido em Samos, uma das ilhas 
do Dodecaneso, não longe de Mileto, o lugar do nascimento de Tales. A ordem 
fundada por Pitágoras era comunitária além de secreta. Conhecimento e 
propriedade eram comuns, por isso descobertas não eram atribuídas a membros 
específicos da escola, em geral creditadas aos líderes. É melhor por isso falar 
das contribuições dos Pitagóricos.  

A escola pitagórica era politicamente conservadora e tinha um código de 
conduta rígido. O vegetarismo era imposto aos seus membros. As palavras 
"filosofia"(ou "amor à sabedoria") e matemática( ou "o que é aprendido") 
supõe-se terem sido criadas pelo próprio Pitágoras para descrever suas 
atividades intelectuais. Supõe-se que a maior parte do conteúdo dos dois 
primeiros livros de Os Elementos, de Euclides, é devida aos pitagóricos. Isso 
pressuporia um alto nível de realização, implicando em desenvolvimento 
bastante rápido do assunto depois dos dias de Tales e Pitágoras. Essa  idéia 
exige fé no que se chamou de "o milagre grego", pelo qual os relativamente 
iletrados recém-vindos à cena mediterrânea dominaram o material herdado de 
seus vizinhos e rapidamente subiram a novos cumes, estabelecendo de 
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passagem o molde dedutivo essencial dos teoremas. Algumas dúvidas sérias 
sobre a veracidade desses fatos foram levantadas. 

Na Mesopotâmia a geometria não tinha sido muito mais do que uma 
aplicação dos números à extensão espacial; ao que parece, a princípio era mais 
ou menos o mesmo para os pitagóricos, mas com uma modificação. Número no 
Egito significava  o domínio dos numeros naturais e as frações unitárias; entre 
os babilônios o corpo das frações racionais. Na Grécia a palavra número era 
usada só para os números inteiros. Uma fração não era considerada com um 
ente único mas como uma razão ou relação entre inteiros. Como Euclides 
mesmo disse ( Os elementos V, 3), "Uma razão é uma relação entre grandezas 
de mesma espécie". Segundo o lema dos pitagóricos "tudo é número". Filolaus, 
um dos membros da escola pitagórica, afirmou que "Todas as coisas que podem 
se conhecidas têm números; pois não é possível que sem número qualquer coisa 
possa ser concebida ou conhecida". 

De modo geral, parecem ter existido dois sistemas principais de numeração 
na Grécia: um, provavelmente o mais antigo, é conhecido como notação ática ( 
ou herodiânica); o outro é chamado sistema jônio (ou alfabético). Ambos, 
quantos aos inteiros, são em base dez, mas o primeiro é mais primitivo. O 
sistema jônico provavelmente começou a ser usado desde o quinto século A. C., 
talvez desde o oitavo século. 

A história da matemática  durante o tempo de Tales e dos pitagóricos 
depende necessariamente, em grau indesejável, de conjecturas e inferências, 
pois faltam inteiramente documentos da época. Há muito mais incerteza quanto 
à matemática grega de 600 A. C. a 450 A. C. do que acerca da álgebra babilônia 
ou da geometria egípcia de cerca de 1 700 A. C. Nem mesmo artefatos 
matemáticos dos primeiros tempos da Grécia se preservaram. Praticamente não 
existem documentos matemáticos ou científicos até os dias de Platão no quarto 
século A. C. No entanto, durante a segunda metade do quinto século circulam 
relatos persistentes e consistentes sobre um punhado de matemáticos que 
evidentemente estavam intensamente preocupados com problemas que 
formaram a base da maior parte dos desenvolvimentos posteriores na geometria. 
Por esse motivo, esse período é chamado a "Idade Heróica da Matemática", pois 
raramente, antes ou depois, homens com tão poucos recursos atacaram 
problemas de tal significado matemático. A atividade matemática havia 
florescido em volta de todo o Mediterrâneo e não apenas em extremidades 
praticamente opostas do mundo grego. No que agora é o sul da Itália havia 
Arquitas de Tarento (nasceu em 428 A. C. aproximadamente) e Hipasus de 
Metapontum (viveu por volta de 400 A. C. aproximadamente); em Abdera na 
Trácia achamos Demócrito ( nasceu em  460 A. C. aproximadamente); mais 
perto do centro do mundo grego, na península ática, havia Hípias de Elis ( 
nasceu em 460 A. C. aproximadamente), e em Atenas viveram em tempos 
diferentes durante a segunda metade, a crítica, do quinto século A. C., três 
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matemáticos de outras regiões: Hipócrates de Chios ( viveu por volta de 430 A. 
C.), Anaxágoras de Clazomene (morreu em 428 A. C.) e Zeno de Elea (viveu 
por volta de 450 A. C.). A obra desses sete matemáticos demonstra bem a 
mudança por que passou a matemática grega um passo antes do ano 400 A. C. 

A prosperidade e a atmosfera intelectual de Atenas durante o quinto século 
A. C. atraíram estudiosos de todas as partes do mundo grego e uma síntese de 
vários aspectos foi conseguida. Da Jônia vieram homens como Anaxágoras de 
espírito prático; do sul da Itália vieram outros como Zeno, com inclinações 
metafísicas mais fortes. Zeno ficou conhecido, principalmente em nossa época, 
pelos seus paradoxos, que causaram tanta perturbação em seu tempo. Demócrito 
de Abdera defendeu uma visão materialista do mundo, enquanto que Pitágoras, 
na Itália, sustentava atitudes idealistas na ciência e na filosofia. Anaxágoras foi 
preso em Atenas por impiedade, ao assegurar que o Sol não era uma divindade, 
mas uma grande pedra incandescente, grande como todo o Peloponeso, e que a 
Lua era uma terra habitada que emprestava do Sol a sua luz. Apesar de ser 
primariamente um filósofo da natureza mais do que um matemático, conta-nos 
Plutarco que enquanto Anaxágoras esteve preso se ocupou com a tentativa de 
quadrar o círculo, usando apenas régua e compasso. Essa é a primeira menção 
de um problema que iria fascinar os matemáticos por mais de 2000 anos. Data-
se dessa mesma época outros dois problemas célebres, a duplicação do cubo e a 
trisecção do ângulo, ambos resolvíveis apenas com régua e compasso. Mais de 
2200 anos mais tarde seria provado que todos os três problemas são impossíveis 
de se resolver somente com régua e compasso. 

Outros matemáticos dessa época realizaram contribuições no 
desenvolvimento da geometria, resolução de equações e teoria dos números 
inteiros. Podemos citar, entre outros, Hipócrates, Hípias (fazia parte dos sofistas 
que "vendiam" seus conhecimentos), Arquitas e Filolaus, dois pitagóricos. 

Hipasus de Metapontum (aparentemente para onde Pitágoras se retirou no 
fim da vida morrendo por volta de 500 A. C.), diz-se ter sido inicialmente um 
pitagórico, que foi depois expulso da confraria. Uma história diz que os 
pitagóricos lhe eregiram um túmulo, como se estivesse morto; outra que sua 
apostasia foi punida pela morte num naufrágio. A  causa exata da ruptura não é 
conhecida, em parte por causa da regra de segredo, mas três possibilidades 
foram sugeridas. Segundo uma, Hipasus foi expulso por insubordinação política 
tendo chefiado um movimento democrático contra a conservadora regra 
pitagórica. Uma segunda atribui a expulsão a indiscrições relativas à geometria 
do pentágono ou do dodecaedro, talvez uma construção de uma dessas figuras. 
Uma terceira explicação mantém que a expulsão foi relacionada com a 
revelação de uma descoberta matemática de significação devastadora para a 
filosofia pitagórica - a da existência de grandezas incomensuráveis.  

Era um artigo de fé fundamental do pitagorismo que a essência de tudo, 
tanto na geometria como nas questões práticas e teóricas da vida do homem, 
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pode ser explicada em termos de arithmos, ou das propriedades intrínsecas dos 
números inteiros e suas razões. Os diálogos de Platão mostram, no entanto, que 
a comunidade matemática grega fora assombrada por uma descoberta que 
praticamente demolia a base da fé pitagórica nos inteiros. Tratava-se da 
descoberta que na própria geometria os inteiros e suas razões eram insuficientes 
para descrever mesmo simples propriedades básicas. Não bastam, por exemplo, 
para comparar a diagonal de um quadrado ou de um cubo ou de um pentágono 
com seu lado. Os segmentos são incomensuráveis, não importa quão pequena se 
torne a unidade de medida. Quando ou como foi feita a descoberta não se sabe, 
mas muita tinta se gastou em apoio de uma ou outra hipótese. Argumentos 
antigos a favor de uma origem hindu da descoberta não têm base e parece 
improvável que o próprio Pitágoras conhecesse o problema da 
incomensurabilidade. A sugestão mais plausível é que  a descoberta fosse feita 
por pitagóricos em algum momento antes de 410 A. C. Alguns a apontam 
especificamente a Hipasus de Metapontum durante a primeira parte do último 
quarto do quinto século A. C. enquanto que outros a colocam meio século mais 
tarde. 

 
2. A Primeira Crise no Desenvolvimento da Matemática: Grandezas 
Incomensuráveis  

  
2.1. Mais um pouco de história 
 

A Idade Heróica se situa principalmente no quinto século A. C. e desse 
período quase nenhuma evidência direta restou sobre o desenvolvimento da 
matemática. As histórias de Heródoto e Tucídides e as peças de Ésquilo, 
Eurípedes e Aristófanes até certo ponto se preservaram, mas quase não há uma 
linha do que foi escrito pelos matemáticos da época. Fontes matemáticas de 
primeira mão do quarto século A. C. são igualmente raras, mas essa falta é 
suprida em grande parte pelas exposições escritas por filósofos que 
acompanharam de perto a matemática de seu tempo. Temos a maior parte do 
que Platão  escreveu a cerca de metade da obra de Aristóteles, além, é claro, da 
obra de Platão. 

Anteriormente havíamos incluído Arquitas entre os matemáticos da Idade 
Heróica, mas num certo sentido ele é uma figura de transição na matemática 
durante o tempo de Platão. Foi um dos últimos pitagóricos, tanto liberal quanto 
figuradamente. Podia acreditar  que o número era o que há de mais importante 
na vida e na matemática, mas a onda do futuro ia elevar a geometria à posição 
de supremacia, em grande parte devido ao problema da incomensurabilidade. 
De outro lado, diz-se que foi Arquitas quem estabeleceu o Quadrivium � 
aritmética, geometria, música e astronomia - como  o núcleo de uma educação 
liberal e nisto suas opiniões iriam dominar muito do pensamento pedagógico até 
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nossos dias. As sete artes liberais, que permaneceram intocáveis por dois 
milênios, eram constituídas  pelo quadrivium  de Arquitas mais o trivium da 
gramática, da retórica e da dialética de Zeno. Por isso pode-se com alguma 
justiça sustentar que os matemáticos da Idade Heróica foram responsáveis por 
muito, quanto à orientação nas tradições educacionais do Ocidente, 
especialmente na forma transmitida pelos filósofos do quarto século A. C. 

O quarto século A. C. iniciou-se com a morte de Sócrates, um filósofo que 
adotou o método dialético de Zeno e repudiou o pitagorismo de Arquitas. No 
Phaedo de Platão, o diálogo em que as últimas horas de Sócrates são tão 
magnificamente descritas,  vemos como profundas dúvidas metafísicas 
impediam que Sócrates se dedicasse à matemática ou à ciência da natureza.       
� Não posso me convencer de que, quando se soma um a um, o um a que foi 
feita a adição se transforma em dois, ou que duas unidades somadas façam dois 
em conseqüência da adição. Não posso entender como quando separadas cada 
uma era um e não dois e agora, quando reunidas, a simples justaposição ou 
encontro delas seja causa de se tornarem dois� (Plato, Dialogues, traduzido por 
Benjamin Jowett, Oxford, 1871, 4 volumes). Segundo a filosofia Pitagórica 
tudo é número, todas as coisas têm número. Por exemplo, ao "somarmos" uma 
maça com uma pêra elas continuarão sendo uma maça e uma pêra e não"dois". 
Por isso, a influência de Sócrates no desenvolvimento da matemática foi ínfimo, 
se não negativa. Isso torna ainda mais surpreendente que seu discípulo e 
admirador, Platão, se tornasse a inspiração para a matemática do quarto século 
A. C. 

Embora Platão não tenha dado contribuição específica digna de nota a 
resultados matemáticos técnicos, ele era o centro da atividade matemática da 
época e guiava e inspirava seu desenvolvimento. Sobre as portas de sua escola 
lia-se: �Que ninguém que ignore a geometria entre aqui�. Seu entusiasmo pelo 
assunto fez com que se tornasse conhecido não como matemático mas como �o 
criador de matemáticos�. É claro que a alta opinião que tinha da matemática, 
Platão não recebeu de Sócrates; na verdade, os primeiros diálogos platônicos 
raramente mencionam a matemática. Quem converteu Platão a uma visão 
matemática foi certamente Arquitas, um amigo  a quem ele visitou na Sicília em 
388 A. C. Como dissemos a matemática foi profundamente influenciada por 
Platão nessa época e vários matemáticos fizeram importantes contribuições para 
o seu desenvolvimento. Podemos citar os nomes de Teodoro de Cirene (viveu 
por volta de 390 A. C.), Teaetetus (morreu em 368 A. C.), Eudoxo de Cnido 
(morreu por volta de 355 A. C.), Menaecmus (viveu por volta de 350 A. C.) e 
seu irmão Dinóstrato (viveu por volta de 350 A. C.) e Autolicus de Pitane 
(viveu por volta de 330 A. C.). 

No seu diálogo Teaetetus, em homenagem ao jovem matemático ateniense 
de mesmo nome que morreu de uma combinação de ferimentos recebidos em 
batalha e disenteria, Platão descreve uma discussão de Teaetetus com Sócrates e 
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Teodoro sobre a natureza dos incomensuráveis. Aí são feitas distinções não só 
entre grandezas comensuráveis e incomensuráveis, mas entre aquelas que, 
sendo incomensuráveis em comprimento, são ou não são incomensuráveis em 

quadrado. Grandezas como 53 e  são incomensuráveis em comprimento 

mas são comensuráveis em quadrado, pois seus quadrados têm razão  3 para 5. 

As grandezas 5131 ++ e , por outro lado, são incomensuráveis tanto 

em comprimento quanto em quadrado. Nessa mesma obra, falando da então 

recente descoberta da irracionalidade de 2 , Platão diz que seu mestre, 
Teodoro de Cirene � de quem Teaetetus também fora aluno � tinha sido o 
primeiro a provar a irracionalidade das raízes quadradas dos inteiros não 
quadrados de 3 a 17 inclusive. Não se sabe como ele o fez, nem por que parou 

em 17 .  
A Academia Platônica de Atenas tornou-se o centro matemático do mundo e 

dessa escola provieram os principais mestres e pesquisadores durante os meados 
do quarto século A. C. Desses o maior foi Eudoxo de Cnido (408-355? A. C.), 
que foi um dos discípulos de Platão e tornou-se o mais célebre matemático e 
astrônomo de seu tempo. Na juventude de Platão a descoberta do 
incomensurável causou um verdadeiro escândalo lógico, pois pareceu arruinar 
teoremas envolvendo proporções. Duas grandezas são incomensuráveis quando 
sua razão não é igual à de algum número (inteiro) para um outro número 
(inteiro). Como então comparar grandezas incomensuráveis? Se Hipócrates 
realmente provou que as áreas de círculos estão entre si como os quadrados dos 
diâmetros, deve ter tido algum modo de manejar proporções ou igualdade de 
razões. Não sabemos como o fez, ou se ele, até certo ponto, antecipou Eudoxo, 
que deu uma nova definição, geralmente aceita, de razões iguais. Segundo 
Arquimedes foi também Eudoxo quem forneceu o lema que hoje tem o nome de 
Arquimedes, às vezes chamado de Axioma de Arquimedes e que serviu de base 
para o método de exaustão, o equivalente grego do cálculo integral.  Do axioma 
de Eudoxo (ou de Arquimedes) é fácil, por uma reductio ad absurdum, provar 
uma proposição que formava a base do chamado método de exaustão dos 
gregos, que era usado para provar teoremas sobre áreas e volumes de figuras 
curvilíneas. 

Eudoxo foi sem dúvida o melhor matemático da Idade Helênica, mas todas 
as suas obras se perderam. É possível que a estimativa aristotélica para a 
circunferência da Terra � cerca de 400 000 estados ou 60 000 quilômetros � seja 
de Eudoxo, pois Arquimedes relata que Eudoxo tinha cauculado que o diâmetro 
do Sol era nove vezes o da Terra. Apesar das inúmeras contribuições que 
Eudoxo deu à matemática de seu tempo, vamos nos ater à questão das 
grandezas incomensuráveis.  
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2.2. Grandezas Incomensuráveis 
 
Como vimos anteriormente os matemáticos gregos lidavam com a questão 

de comparar grandezas de mesma espécie, como por exemplo,  dois segmentos 
de reta, duas áreas ou dois volumes. No caso de dois segmentos retilíneos AB e 
CD, dizer que a razão AB/CD é o número racional m/n, significava para eles (e 
ainda significa para nós) que existia um terceiro segmento EF tal que AB fosse 
m vezes EF e CD n  vezes esse mesmo segmento EF. 

 
 A                                                                                                B 
 
                                             
C                                                              D               E                F 

 

5

8
=

CD

AB
 

No tempo de Pitágoras � e mesmo durante boa parte do quinto século A. C. -  
pensava-se que os números inteiros bastavam para comparar razões entre 
segmentos de reta, isto é, dados dois segmentos de reta AB e CD, seria  sempre 
possível encontrar um terceiro segmento EF contido um número inteiro de 
vezes em AB e outro número inteiro de vezes em CD, situação esta que 
descreveremos dizendo que EF é um submúltiplo comum de AB e CD. Esta 
idéia é muito razoável, afinal se EF não serve, podemos imaginar um segmento 
menor, outro menor ainda e assim por diante. Nossa intuição geométrica parece 
dizer-nos que há de existir um certo segmento EF, talvez muito pequeno, mas 
satisfazendo aos propósitos desejados. Dois segmentos nessas condições são 
ditos comensuráveis, justamente por ser possível medi-los ao mesmo tempo, 
com a mesma unidade EF.  Entretanto, não é verdade que dois segmentos 
quaisquer sejam sempre comensuráveis. Em outras palavras, existem segmentos 
AB e CD sem unidade comum EF, os chamados incomensuráveis. Esse é um 
fato que contraria nossa intuição geométrica, e por isso mesmo a descoberta de 
grandezas incomensuráveis na antiguidade representou um momento de crise no 
desenvolvimento da matemática. 

Ao que tudo indica  os pitagóricos descobriram grandezas incomensuráveis 
através de argumentos geométricos, como o que apresentaremos a seguir, 
demonstrando que o lado e a diagonal de um quadrado são segmentos 
incomensuráveis.                         
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Na figura representamos um quadrado com diagonal  = AB e lado  = 

AC. Suponhamos que δ  e  sejam comensuráveis. Então existirá um terceiro 

segmento σ  que seja submúltiplo comum de δ eλ . Fazemos agora a seguinte 
construção: traçamos o arco CD com centro em A e o segmento ED tangente a 
esse arco em D, de sorte que AD = AC. Então, nos triângulos retângulos ACE e 
ADE, os catetos AC e AD são iguais e a hipotenusa AE é comum. Logo são 
também iguais os catetos CE e DE (= BD). Portanto, 

δ λ
λ

BDBEECBEBC

BDBDADAB

+=+==λ
+λ=+==δ

. 

Ou seja, 

)**(BDBE

)*(BD

+=λ
+λ=δ

 

 
Como o segmento σ  é submúltiplo comum de δ e , concluímos, por ( * ), 
que  também é submúltiplo de BD. Daqui e de ( ** ) segue-se que σ  
também é submúltiplo de BE. Provamos assim que se houver um segmento σ
que seja submúltiplo comum de δ  = AB e  = AC, então o mesmo segmento 

 será submúltiplo comum de BE e BD, segmentos esses que são a diagonal e 
o lado do quadrado BDEF. Ora, a mesma construção geométrica que nos 
permitiu passar do quadrado original para o quadrado BDEF pode ser repetida 
com este último para chegarmos a um quadrado menor ainda; e assim por 
diante, indefinidamente; e esses quadrados vão se tornando arbitrariamente 
pequenos, pois, como é fácil de ver, as dimensões de cada quadrado diminuem 
em mais da metade quando passamos de um deles a seu sucessor. Dessa 
maneira, provamos que o segmento σ  deverá ser submúltiplo comum do lado e 
da diagonal de um quadrado tão pequeno quanto desejemos. Evidentemente, 
isso é um absurdo! Somos,  pois,  levados a rejeitar a suposição inicial de que o 
lado AC e a diagonal AB do quadrado original sejam comensuráveis. 
Concluímos, pois, que o lado e a diagonal de qualquer quadrado são grandezas 
incomensuráveis. 

λ
σ

λ
δ
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Uma conseqüência da existência de segmentos incomensuráveis é a 
existência de pontos na reta sem abscissas racionais. 

                                                                   A 
 
 
 
 
 
 
                                     O                      U      P 
De fato. Com referência à figura acima, basta tomar OP = OA, onde OA é 

a diagonal de um quadrado unitário OU. Como OP e OU são incomensuráveis, 
não é possível expressar a razão OP/OU como um número racional. 

Que número seria a abscissa de P? Pelo Teorema de Pitágoras temos, 
OA2 = OU2 + UA2 

Como OA = OP e UA = OU = 1, obtemos 
OP2 = 2 OU2 = 2. 

Ou seja, 

2OP = . 
É essa a abscissa de P tomando-se OU como unidade de comprimento. 

Como curiosidade, vamos mostrar através de um argumento puramente 

numérico a irracionalidade de 2 . 
Começamos supondo que existisse uma fração irredutível m/n tal que   

2 = m/n.. Assim, 

22
2

2

22 nm
n

m
=⇒= . 

Daqui segue-se que m2 é um número par, portanto m é par (se m fosse ímpar, m2 
seria ímpar), isto é, m = 2r, sendo r outro número inteiro. Substituindo m = 2r 
na expressão acima obtemos, 

2222 224 rnnr =⇒= . 
Esta expressão nos diz que n2 um número par, logo n também é par. Chegamos 

a um absurdo, pois m/n é uma fração irredutível. Logo a suposição de que 2  é 
um número racional m/n está errada. 

Evidentemente se todos os pares de segmentos fossem comensuráveis 
bastariam os números racionais não negativos para caracterizar os pontos da 
semi-reta não negativa. Isto é, os números da forma m/n, com m, n inteiros, 

 e n > 0. É bom observar que isso condiz muito bem com nossa intuição 
geométrica: afinal, esses números  ficam densamente distribuídos  ao longo da 
semi-reta, de tal forma que entre dois deles há sempre uma infinidade de 
números do mesmo tipo. 

0≥m
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Com a prova de que haviam segmentos incomensuráveis, de imediato 
tornou-se impossível falar em razão entre duas grandezas quando essas fossem 
incomensuráveis. Havia a necessidade de se inventarem os números irracionais, 
o que só ocorreu nos tempos modernos. Mas os gregos souberam como 
contornar esse problema, logo na primeira metade do quarto  A. C.  e com muita 
genialidade. Embora não falasse em razão, Eudoxo desenvolveu, de maneira 
brilhante, uma teoria das proporções com a qual foi possível superar a 
dificuldade dos incomensuráveis, usando apenas os números inteiros positivos. 
A solução de Eudoxo, conquanto genial, teve o efeito de afastar os gregos de 
um desenvolvimento numérico da matemática, que a partir de então torna-se 
Geometria. Os problemas aritméticos e algébricos são tratados em Os 
Elementos de Euclides de maneira geométrica. A Aritmética e a Álgebra só 
voltariam a ganhar importância e autonomia próprias no mundo ocidental com a 
influência árabe a partir do século XII.      

 
2.3. A Solução de Eudoxo para o Problema dos Incomensuráveis  

 
Para resolver o problema dos incomensuráveis Eudoxo desenvolveu uma 

teoria das proporções que permitiu superar a dificuldade dos incomensuráveis 
sem a necessidade dos números irracionais. Aparentemente os gregos usavam a 
idéia que quatro quantidades estão em proporção, a:b = c:d, se as duas razões 
a:b e c:d têm a mesma subtração mútua; isto é se em cada razão, a  quantidade 
menor cabe um igual número inteiro de vezes na maior e o resto em cada caso 
cabe um igual número inteiro de vezes na menor e o novo resto no precedente o 
mesmo número inteiro de vezes e assim por diante. Uma tal definição é 
incômoda e foi um brilhante feito de Eudoxo descobrir a teoria das proporções 
usada no Livro V de Os Elementos de Euclides. Antes de apresentarmos a 
definição dada por Eudoxo vamos relembrar como se define igualdade de 
frações e razão de grandezas comensuráveis.  

Começaremos com a definição de igualdade de fração para facilitar o 
entendimento do que iremos expor. Como é sabido, as frações  surgem pela 
insuficiência dos números naturais no trato de problemas que envolvem divisão 
em partes iguais. A igualdade de duas frações deve traduzir o fato de que elas se 
reduzem, por simplificação, à mesma fração irredutível. Por exemplo: 

,

,

15

4

315

34

45

12
15

4

215

24

30

8

=
×
×

=

=
×
×

=
 

de sorte que  

45

12

30

8
= . 
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Desta forma, definimos igualdade de frações como segue. 

Definição 1. Diz-se que duas frações 
n

m
 e 

'n

'm
 são iguais  se existem 

números, primos entre si, p e q, e números inteiros a e b, tais que 

)(bq'n,bp'm

)(aqn,apm

2

1

==
==

 

Embora esta definição traduza a idéia exata de igualdade de frações que 
desejamos introduzir, ela é um tanto complicada e pouco prática. A definição a 
seguir é mais simples. 

Definição 2. Diz-se que duas frações 
n

m
 e 

'n

'm
 são iguais se mn' =m'n; isto 

é, 

n'm'mn
'n

'm

n

m
=⇔= .       (3)  

Na verdade, as duas definições são equivalentes. De fato, se as relações (1) e 
(2) se verificam obtemos  mn' =m'n.  

Reciprocamente, vamos mostrar que a condição (3) implica na Definição 1. 
Primeiro notamos que os números m e n podem ser escritos na forma (1), com p  
e q primos entre si; basta tomar a como sendo o m.d.c. de m e n. Substituindo 
(1) em (3), obtemos 

apn' = m'aq, 

ou ainda 
pn' = m'q.         (4) 

Isto mostra que p divide m'q; como p é primo com q, concluímos que ele divide 
m'; isto é, existe um número inteiro b tal que m' = bp; esta é a primeira das 
relações (2). Levando este valor em (4), vem que  

pn' = bpq,  
donde segue-se que n' = bq, que é a segunda das relações (2).  

Como sabemos os números racionais podem ser representados pelas frações. 
Além disso,  frações iguais representam o mesmo número racional e que frações 
distintas representam números racionais distintos. 

Para definirmos razão de grandezas incomensuráveis da forma como 
Eudoxo o fez, precisaremos primeiro tratar da definição de razão de grandezas 
comensuráveis. Essa definição pode ser dada para duas grandezas de mesma 
espécie, tais como, segmentos retilíneos ou áreas ou volumes ou ângulos ou 
massas, etc. Vamos tratar no caso de segmentos retilíneos. 

Definição 3. Dizemos que  A está para B na razão 
n

m
 e se escreve 

Revista da Olimpíada  nº 1,   2000 90



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Olimpíada de Matemática do Estado de Goiás 

n

m

B

A
=  

se existe um segmento σ tal que  
A = mσ  e B = nσ .                  (5) 

Em outras palavras estamos dizendo que σ é um submúltiplo comum dos 

segmentos A e B. A razão de A para B, então, é o número 
n

m
. 

Algumas observações são necessárias acerca dessa definição. Em primeiro 

lugar A e B não são números, mas segmentos! No entanto, 
B

A
 será o número 

n

m
 pela definição que demos; m é a medida de A com o segmento σ  e n a 

medida de B com o mesmo segmento, chamado, então, a unidade de medida.  
Em segundo lugar, temos de nos certificar de que a definição dada tem 
significado único e preciso. Pode muito bem acontecer que haja um outro 
segmento σ ' e números m' e n' tais que 

A = m' σ ' e B = n' σ '.                (6) 

 Pela definição dada a  razão de A para B  seria 
'n

'm
. Nada a objetar, desde que 

n

m
 seja igual a 

'n

'm
, isto é, m n' = m' n; mas será isto verdade? E se 

n

m

B

A
=   de 

acordo com a definição 3 e 
n

m
=

'n

'm
, será verdade que vale a relação (6) com 

algum σ '? Mostraremos a seguir que tudo isso é verdade.  
Primeiramente suponhamos que (5) e (6) se verifiquem. De (5) obtemos 

nA = n(mσ ) = m(nσ ) = mB 
isto é, nA = mB. Substituindo aqui os valores dados em (6), vem que  

nm' σ ' = mn' σ ' 

donde concluímos que  mn' = m'n, ou seja, 
n

m
=

'n

'm
, que responde 

afirmativamente à primeira pergunta acima.  
Suponhamos agora que (3) e (5) se verifiquem. De (5) obtemos que nA = 

mB como antes. Dividindo A em m' segmentos iguais (a um certo σ ') 
encontramos A = m' σ ' que é a primeira das relações de (6). Substituindo-a em 
nA = mB, vem mB = nm' σ '. Daqui e de (3) segue-se que mB = mn' σ ', donde 
B = n' ', que é a segunda das relações (6). Fica assim respondida 
afirmativamente a segunda pergunta. 

σ
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Esta justificativa que fizemos mostra que a definição 3 tem significado 
único e preciso.  

Do mesmo modo que a definição 1 é equivalente à  definição 2, no caso de 
igualdade de frações, também no caso de razão de duas grandezas podemos 
mostrar que a definição a seguir é equivalente à definição 3. 

Definição 4. Diz-se que A está para B na razão 
n

m
 se nA = mB, isto é, 

mBnA
n

m

B

A
=⇔= . 

Para mostrar que Definição 4 implica na Definição 3 supomos que existem 
números inteiros m e n tais que nA = mB. Em seguida dividimos A em m 
segmentos iguais a um certo segmento σ : A = m . Daqui e da relação 
anterior segue-se que nmσ = mB; logo  B = nσ , o que prova o que queríamos. 
Como a prova de que a Definição 3 implica na Definição 4 já foi feita na 
justificativa acima , fica estabelecida a equivalência das definições 3 e 4. 

σ

Com essas definições em mãos podemos passar a definir igualdade de duas 
razões mesmo que os segmentos sejam incomensuráveis. Embora A e B sejam 
segmentos e não números a  Definição 4 atribui significado numérico à razão 

B

A
 quando A e B são comensuráveis. Eudoxo abre mão disso no caso 

incomensurável. Para ele, o que realmente importa é achar um meio de exprimir  

a igualdade de duas razões, 
B

A
e 

D

C
, mesmo que nenhuma delas seja um 

número! (É claro, do ponto de vista dos gregos há mais de 2000 anos.)  Para 

isso,  notamos da Definição 4 que, na hipótese de comensurabilidade, 
B

A
=

D

C
 é 

o mesmo que escrever: dados os números m e n, então  
mDnCmBnA =⇔= . 

Acontece que, se A e B forem incomensuráveis, igualdades do tipo nA = =mB 
nunca ocorrerão! Todavia, dados dois números inteiros quaisquer m e n, 
podemos certamente testar se 

.mDnCoumDnC,mDnC

;mBnAoumBnA,nBnA

<=>
<=>

 

Após algumas observações preliminares sobre razões, Euclides dá na 
Definição 5 do Livro V a célebre formulação de Eudoxo: 

"Diz-se que grandezas estão na mesma razão, a primeira para a segunda e 
a terceira para a quarta se, quando equimúltiplos quaisquer são tomados da 
primeira e da terceira equimúltiplos quaisquer da segunda e da quarta, os 
primeiros equimúltiplos são ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou ambos 
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menores que, os últimos equimúltiplos considerados em ordem 
correspondente." 

Esta formulação de Eudoxo é equivalente a formulação atual. 
Definição 5. Dados quatro segmentos A, B, C e D, diz-se que A está para B 

assim como C está para D (isto é, em nossa notação 
B

A
=

D

C
) se, quaisquer que 

sejam os números m e n, então 

nDnCmBnA

nDnCmBnA

nDnCmBnA

<⇔<
=⇔=
>⇔>

 

A definição de Eudoxo para igualdade de razões se assemelha ao processo 

de multiplicação cruzada em uso hoje para frações - bcad
d

c

b

a
=⇔=  - 

processo equivalente a reduzir ao mesmo denominador. 

Por exemplo, para mostrar que 
8

4

6

3
= , multiplicamos 3 e 6 por 4 obtendo 

12 e 24 e multiplicamos 4 e 8 por 3 obtendo o mesmo par de números. Observe 
que permutamos o 2o e 3o termos na definição de Eudoxo para ficar de acordo 
com as operações usadas hoje. No entanto, poderíamos usar a definição de 
Eudoxo. Se tomarmos A = 3, B = 6, C = 4 e D = 8 e escolhermos m = 2 e n = 4 
obteremos 

nA = 12 = mB  ⇔  nC = 16 = mD 
Se em vez disso, escolhermos m = 5 e n = 7 obtemos 

nA = 21 < 30  = mB  ⇔  nC = 28 < 40 = mD 
Este exemplo numérico não faz justiça à sutileza e eficiência da idéia de 

Eudoxo, porque a aplicação aqui é trivial. Se tomarmos A e B como volumes 
esferas e C e D como os cubos de seus raios, teríamos uma idéia melhor sobre o 
alcance dessa definição de Eudoxo. 

Como aplicação dessa definição vamos provar o chamado Teorema de 
Tales, de importância fundamental em Geometria Plana,  pois dele depende 
toda a teoria de semelhança de figuras: em particular, os teoremas sobre 
semelhança de triângulos.  

Primeiramente, vamos estudá-lo no caso comensurável. 
Teorema de Tales.  Num mesmo plano três retas paralelas determinam em duas 
retas transversais segmentos proporcionais. 

Isto significa, de acordo com a figura abaixo, que 
'R'Q

'Q'P

QR

PQ
= . 
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                        P                                   P' 
 
                       S                               V'      S' 
                       T                                X'      T'  
                      U                                   Y'     U'    
 
                    Q                                                 Q' 
                                                 
 

                           R                                               R'  
 
Seja  um submúltiplo comum de PQ e QR, de sorte que existem inteiros m e 
n tais que  PQ = mσ  e QR = nσ . Sobre PQ marcamos PS = ST = TU =…= 

 e traçamos SS', TT', UU' , … paralelos a PP'. A seguir traçamos as retas 
P'V', S'X', T'Y', … paralela a PQ.  É fácil verificar que os triângulos P'V'S', 
S'X'T', T'Y'U', … são todos iguais (congruentes) entre si, de modo que os 
segmentos P'S', S'T', T'U', … são todos iguais a um mesmos segmento σ ' . 
Segue-se que P'Q' = mσ '. De mesmo modo se prova que Q'R' = nσ '; portanto  

σ

σ

n

m

'R'Q

'Q'P

QR

PQ
== . 

Vamos dar uma idéia da demonstração do Teorema de Tales no caso geral, 
mesmo que os segmentos envolvidos sejam incomensuráveis. Para isso, dados 
m e n números inteiros quaisquer, dividimos PQ em m partes iguais a um certo 
segmento σ , de sorte que  PQ = mσ . Ao longo de QR marcamos n segmentos 

, perfazendo o segmento QS, isto é, QS = nσ . É claro então que σ
n

m

QS

PQ
= , 

ou seja, nPQ = mQS. Pode ser que o ponto S caia entre Q e R, exatamente em R, 
ou além de R. Vamos supor que a primeira hipótese acontece, como na figura 
abaixo. 
                                     P                                    P'  

 
 
 
                         Q                                          Q' 
 
 
                       S                                               S' 
 
                     R                                                    R' 
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Então  
n PQ = m QS < m QR. 

Traçando, a seguir, a reta SS' paralela a PP', obtemos, como na demonstração 
anterior: 

n

m

'S'Q

'Q'P
= , 

ou seja,  n P'Q' = m Q'S';  portanto,  
n P'Q' = m Q'S' < m Q'R'. 

Fica assim provado que  
n PQ  < m QR ⇒ n P'Q'  < m Q'R'. 

O raciocínio é o mesmo para provar  a recíproca desta última implicação. Isto 
completa a demonstração de que 

n PQ  < m QR ⇔ n P'Q'  < m Q'R'. 
De modo análogo se demonstra que  

n PQ  > m QR ⇔ n P'Q'  > m Q'R' 
e a demonstração de  

n PQ  = m QR ⇔ n P'Q'  = m Q'R' 
é a mesma da versão anterior do teorema. Com base nas três equivalências 

acima concluímos que  
'R'Q

'Q'P

QR

PQ
= . 

A definição 5 encerra grande engenhosidade. Com efeito, é admirável ter 
ocorrido a alguém, há quase 2400 anos a idéia de definir igualdade de razões 
mesmo quando não se pudessem identificar essas razões com números. Com ela 
foi possível construir toda uma teoria das proporções e resolver uma grande 
crise nos fundamentos da matemática. A solução dada por Eudoxo, evitou os 
números já que eles se mostraram insuficientes para definir essas grandezas. 
Isto significou, na história da matemática um desvio de ênfase: o ideal 
pitagórico de reduzir tudo a números cedia lugar aos fatos geométricos. A 
matemática passa a ser Geometria, tanto que Platão proclama que "Deus 
Geometriza sempre". Apenas em fins do século passado que os números 
voltaram a ocupar papel de destaque nos fundamentos da matemática. Isto 
ocorreu devido a trabalhos de Dedekind e de outros matemáticos da época. 

 
2.4. A Construção dos Números Reais 

 
A década de 1870 foi uma década importante para o que chamamos de 

aritmetização da análise. Já se lidava há algum tempo com as séries infinitas e 
havia muita falta de confiança nas operações executadas sobre essas séries. 
Uma outra causa de preocupação era a falta de qualquer definição da expressão 
"número real" que estava no próprio cerne do programa de aritmetização. 
Bolzano em 1817 tinha percebido tão bem a necessidade de rigor em análise 
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que Klein o chamava "o pai da aritmetização"; mas Bolzano tinha sido menos 
influente que Cauchy, cuja análise ainda carregava muito de intuição 
geométrica.  

Richard Dedekind (1831-1916) de Brunswick, estudou em Göttingen, onde 
foi aluno de Gauss e Dirichlet. Em 1858 tornou-se professor em Zurique, 
transferindo-se em 1862 para sua cidade natal, onde permaneceu pelo resto de 
sua vida. Dedekind conta que foi no início de sua carreira, quando teve que 
ensinar Cálculo Diferencial, que percebeu a falta de uma definição adequada 
para os números reais, principalmente quando ele teve que provar que uma 
função crescente e limitada tem limite. Ele também conta que buscou inspiração 
para sua construção dos números reais na antiga e engenhosa teoria das 
proporções de Eudoxo. 

Um exame mais cuidadoso da definição 5 dada por Eudoxo nos diz que ela 

exige que consideremos todas as frações 
n

m
 e com elas façamos testes para 

saber se nA ≤ mB ou nA > mB. Assim ela divide o conjunto dos números 

racionais em duas classes. Uma constituída dos números 
n

m
 tais que, nA ≤ mB, 

ou "direita"  denotada por D, e outra classe dos números 
n

m
 tais que nA > mB, 

ou "esquerda" denotada por E. 
É claro que todo elemento de E é menor que todo elemento de D. Assim a 

razão de 
B

A
 como número é impossível, no caso incomensurável, apenas 

porque não existe número (racional) que esteja entre as duas classes E e D, isto 
é, que seja maior que todo elemento de E e menor que todo elemento de D. 
Seria preciso para isso, inventar novos números, os irracionais, coisa que 
Eudoxo não o fez. Dedekind decerto observou, na definição de Eudoxo, a 
separação em duas classes sem que entre uma classe e outra houvesse um 
elemento separador. Dedekind teve a idéia de caracterizar os irracionais através 
dessas classes "esquerda" e "direita". 

É claro que mesmo antes de Dedekind já se trabalhavam com os números 
irracionais, manipulando-os segundo as leis formais do cálculo com radicais. 

Assim, embora 3 e 12  não tivessem significado preciso, multiplicando-os 

obtemos um resultado claro e inequívoco: 636123 ==⋅ . O que faltava 
era uma teoria que justificasse operações como essa.  

Devemos, então, partir do pressuposto que temos uma teoria dos números 
racionais que justifica todas as operações conhecidas com esses números. A 
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partir daí podemos definir a noção de número real dada por Dedekind. Antes, 
porém, vamos definir os chamados cortes de Dedekind. 

 
Definição 6. Diz-se que um conjunto α de números racionais é um corte se  
(I) α contém pelo menos um número racional, mas não todos; 
(II) se p ∈ α  e  q < p (q racional) ⇒ q ∈ α; 
(III) em α não existe racional máximo. 

 
À partir dessa definição prova-se que se p∈ α e q∉ α ⇒ p < q. Os 

elementos de α são chamados de inferiores. Este corte é equivalente ao que 
chamamos de classe "esquerda" anteriormente. Além disso, se r é um racional e 
α é o conjunto dos racionais p tais que  p < r, então α é um corte e r é o número 
superior mínimo de α. Tal corte é chamado corte racional. 

Dados dois cortes α e β, escrevemos α = β se de p∈ α resulta q∈ β  e de   
q∈ β resulta p∈ α. Esta definição a primeira vista pode parecer supérflua. Mas 

igualdade nem sempre é identidade. Por exemplo, se 
b

a
p =  e 

d

c
q =  são 

racionais p = q significa ad = bc, mas não necessariamente a = c e c = d. 
Podemos colocar uma relação de ordem no conjunto dos cortes. Se α e β são 

cortes, α < β se existe um racional p tal que p∈ β e  p∉ α. Com essa definição 
prova-se que dados dois cortes α e β, então α = β, α <  β ou β < α. Além disso, 
essa relação de ordem é transitiva. 

O próximo passo é definir uma aritmética no conjunto dos cortes.  
Se α e β são cortes, seja γ o conjunto de todos os racionais r tais que            

r = p + q, com p∈ α e q∈ β. É fácil de verificar que γ é um corte. O corte γ é 
chamado soma dos cortes α e β designado por γ = α + β. 

Convém observar que tanto o símbolo <, usado anteriormente, e o símbolo + 
acima, normalmente usados para os racionais (estamos partindo do conjunto dos 
números racionais) são usados com outro sentido pois  α  e β não são números, 
são conjuntos. 

Com essa definição de soma de cortes podemos mostrar que essa operação é 
comutativa, associativa, tem elemento neutro, denotado como 0 (corte racional 
do número 0) e elemento inverso. Analogamente como definimos soma de 
cortes podemos definir o produto de dois cortes α e β,  δ = αβ.  Esse produto  
tem as propriedades comutativa, associativa, distributiva, elemento neutro (da 
multiplicação) e todas as propriedades gozadas pelos  números racionais. Além 
disso, se indicarmos um corte racional por r* para diferenciar do número 
racional  r, pode-se provar que: 
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i) p* + q* = (p + q)*; 
ii) p*q*  = (pq)*; 
iii) p* < q* se, e somente se, p < q; 
iv) Se α e β são cortes e α < β existe um corte racional r* tal que α < r  < β; *

v) Qualquer que seja o corte α, p∈ α se, e somente se, p  < α. *

 
Vamos resumir rapidamente o que conseguimos até o momento. 

Consideramos certos conjuntos de racionais, aos quais chamamos cortes. Uma 
relação de ordem e duas operações, chamadas adição e multiplicação, foram 
definidas e a aritmética dos cortes assim obtida obedece às mesmas leis que a 
aritmética dos racionais. Isso, em outras palavras, significa que o conjunto dos 
cortes tornou-se o que chamamos um corpo ordenado. Em uma classe especial 
de cortes, os chamados "cortes racionais", vimos que a substituição dos 
números racionais r pelos cortes r* correspondentes preserva somas, produtos e 
ordem (itens i), ii) e iii) acima). Estas propriedades nos permitem identificar o 
corte racional r* com o número racional r. Definimos, agora o que entendemos 
por número real. 

Definição 7. Cortes são chamados números reais. Cortes racionais são 
identificados com números racionais (e chamados números racionais). Todos os 
demais cortes serão chamados de números irracionais. 

Desta forma, estamos considerando os racionais como um subconjunto dos 
reais. A propriedade iv) nos diz  que entre dois números reais quaisquer existe 
um racional e a propriedade v) nos diz que cada número real α é o conjunto dos 
racionais p tais que p < α.  

O teorema seguinte estabelece uma propriedade fundamental do conjunto 
dos números reais. 

 
Teorema (Dedekind)  Sejam A e B conjunto de números reais tais que: 
(a) todo número real está em A ou em B;
(b) nenhum número real está simultaneamente em A e em B; 
(c) nem A nem B é vazio; 
(d) se α ∈ A e β ∈ B, temos α < β. 
Então, existe um, e somente um, número real γ , tal que α  ≤  γ, para todo    

α ∈ A, e  γ  ≤  β, para todo β ∈ B. 
 

Vamos fazer algumas observações acerca deste teorema, que é o ponto 
chave na construção dos números reais. A existência de γ é a parte mais 
importante pois ela mostra que as lacunas encontradas no conjunto dos números 
racionais estão agora preenchidas. Este elemento separador γ é quem garante a 
existência dos números reais. Além disso, o conjunto dos números reais não 
pode ser estendido, como diremos mais adiante. Por esse motivo esse teorema é, 
as vezes, chamado de teorema do completamento dos números reais. 
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Deste teorema temos um corolário importante. 
Corolário Nas condições do Teorema de Dedekind, ou existe em A, um 

número máximo, ou, em B, um número mínimo. 
A demonstração desses fatos que enunciamos sobre os cortes de Dedekind e 

números podem ser encontradas em [R]. 

Como exemplo, o corte que define o número  real (irracional)  2  pode ser 
definido como o conjunto dos números racionais p tais que p2 < 2; são as 
"raízes quadradas de 2 por falta", como 

1;   1,1;   1,41;   1,413;   1,4142; ...  
Poderíamos ter considerado, também o conjunto dos racionais p tais que     

p2 > 2, que são as "raízes de 2 por excesso", como 
5;   2;   1,5;   1,48;   1,417;   1,4143; ... 

Agora que construímos o corpo dos números reais, será que não podemos 
repetir a mesma construção?  Em outras palavras, não seria o caso de considerar 
o conjunto de todos os cortes de números reais e repetir a postulação de que 
todo corte deve ter elemento separador, ampliando assim ainda mais o conjunto 
dos números reais? A resposta é negativa, simplesmente porque demonstra-se 
que todo corte já tem elemento separador; ou seja, não vai mais acontecer o que 
acontecia antes com o conjunto dos números racionais, muitos dos quais não 
tinham elemento separador.  Dizemos, pois que o conjunto dos números reais é 
um corpo completo. Um outro teorema importante que se demonstra é que 
qualquer corpo ordenado completo é isomorfo ao corpo dos números reais. Isto 
significa que, a menos de isomorfismos, só existe um corpo ordenado completo. 
A constatação desse fato é, de certo modo, uma decepção; parece que todo o 
trabalho de construir o corpo dos números reais é inútil. Não seria o caso de 
tomarmos como ponto de partida a definição de corpo de números reais como 
sendo um corpo ordenado completo, já que este é o único (a menos de 
isomorfismos)? Na verdade alguns autores fazem exatamente isso, postulando 
desde o início a existência de um corpo ordenado completo, o corpo dos 
números reais. Mas é claro que a construção dos números reais a partir dos 
racionais é importante para provar que, de fato, existe um corpo ordenado 
completo. 

Convém observar que esta construção dos números reais que acabamos de 
descrever é apenas uma das várias que podem ser encontradas na literatura 
matemática. Georg Cantor, por exemplo, construiu os números reais utilizando 
as chamadas seqüências de Cauchy; esta construção também encerra muita 
engenhosidade e pode ser comparada com a de Dedekind por sua beleza. Mas 
isto é uma outra história. 

Os leitores interessados poderão encontrar maiores informações na 
bibliografia abaixo. 
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