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Médias, Desigualdades e Problemas de
Otimizagao

André Costa e Rodrigo Gondim

Resumo. Alguns dos problemas mais interessantes do dia a dia en-
volvem o conceito de otimizagao. Maximizar vantagens e minimizar
prejuizos é de grande interesse pratico. A principal ferramenta para a
resolugao da maioria dos problemas de otimizacao é o Calculo Diferen-
cial, fazendo com que a maioria desses problemas fiquem inacessiveis
para alunos do ensino fundamental ou médio.

Nesse artigo, apresentamos as principais médias e o teorema da de-
sigualdade das médias. Com essa ferramenta, aplicamos a uma série
de problemas de otimizagao, sem a utilizagdo do Calculo Diferencial,
tornando-os mais acessiveis.

O conceito de média

Definicao 14. Considere uma sequéncia finita de nimeros reais (x1, 2,

., Tp) € x uma operagdo entre os elementos da sequéncia. A média
dos elementos da sequéncia com respeito a operacao * € um numero real
M com a propriedade de substituir todos os elementos da sequéncia no
que diz respeito a operacao %, isto é:

Ty kxg*k-kxy =MxM*---x M.

Observagao 1. Observamos que o conceito geral de média descrito
acima € abstrato, portanto, devemos especializd-lo para encontrar im-
portantes tipos usuais de média. Nos casos que trabalharemos a média
€ de fato um numero intermedidrio, isto é:

min {z;} < M < max {z;}.

Claramente, se os numeros sao iguais, a média € igual a estes.
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Observacao 2. Note ainda que a maioria das médias nas quais esta-
remos interessados sao relativas a operagoes comutativas como soma,
multiplicagcao etc. Nestes casos, a ordem dos x; nao € relevante.

Média aritmética

Defini¢do 15. A média aritmética (simples) é a média com respeito
a operacao de adi¢ao. Ou seja, pela definicao geral de média acima,
tertamos A no lugar de M e + tomando lugar da operag¢do genérica
x. Logo a média aritmética simples de uma sequéncia de niumeros reais
(x1,29,...,2,) € 0 nimero A tal que

logo concluimos que:

T1+Ta+ -+ Tn
- .

A:

Observamos que a terminologia média aritmética esta relacionada a
progressao aritmética (PA), onde cada termo (exceto pelos extremos) é
média aritmética dos termos equidistantes. Note que podemos tomar
essa afirmacéo acima como definicdo de uma PA,

an—1+ Qnt1
2

A possibilidade de ocorrer varios a; iguais inspira a definigdo de uma
média aritmética onde as grandezas possam ter pesos a elas associados,

Ap = = Ap+1 — Ap = Ap — Ap—1 = T (constante: razdo da PA.)

pesos estes que de alguma forma deem uma ideia de multiplicidade.
Entao, se agruparmos os termos iguais e multiplicarmos pela frequéncia
de cada um deles teremos a conhecida média aritmética ponderada.

Definicao 16. A média aritmética ponderada ¢é a média com res-
peito a operacdao de adicao com pesos. Desta forma, a média ponderada
de uma sequéncia de nimeros (x1,22,...,%n) com pesos (P1,02,.-,Pn)
€ o numero P tal que

r1p1 +Top2 + o+ TnpPp = Pp1+ Ppa+--- + Ppp
logo concluimos que:

_ T1p1 + T2p2 + - + TpPn
pr1+p2+--+pn

P
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Aplicacao 1. A soma dos n primeiros termos de uma PA é

(a1 + an)n

Sp = 5

SOLUGAO. Observe que a soma dos termos equidistantes dos extre-
mos é constante, ou seja, a1 + ap = a2 + ap—1 = a3 + ap—2 = ... (de
fato, basta observar que a1 +a, = a1 +r —r+a, = as + a,_1 € de
modo andlogo para as demais igualdades).

Logo, para somar os n primeiros termos de uma PA podemos agrupa-
los em (n/2) pares cuja soma é aj + a,. (Pense um pouco no caso de n
ser fmpar). O

Execicios 1. 1. Suponha que a média aritmética de n nimeros seja
M, qual serd a média dos numeros obtidos multiplicando cada
numero da sequéncia ortginal por a e somando b, isto €, y; = ax;+b

2. (UFPE-03) Em seis provas, onde as notas atribuidas variam de
0 a 100, um estudante obteve média 83. Se a menor nota for
desprezada a sua média sobe para 87. Qual foi a menor nota obtida
nas 6 provas?

3. Suponha que uma turma de 20 pessoas tirou média 7 numa de-
terminada prova. Qual serd a média das 19 pessoas restantes se
retirarmos da turma o unico aluno que tirou nota 10.

4. (UFPE-99) Em um exame a média aritmética de todos os alu-
nos foi 5,2, enquanto a média dos aprovados foi 5,9 e a dos re-
provados foi 4,3. Descoberto um erro na elaboragcao de uma das
questdes, a banca resolveu adicionar 1,0 a nota de cada um dos
alunos. Observou-se entdo que a média dos aprovados subiu para
6,5 e a dos reprovados subiu para 4,8. Sabendo-se que o mimero
de alunos que participaram do exame € inferior a 300, calcule o
numero de alunos que inicialmente estavam reprovados, mas que
foram aprovados depois do acréscimo as notas.

Média geométrica

Definicao 17. A média geométrica é a média com respeito a operagao
de multiplicacdo, desta forma, de modo andlogo a média aritmética, a
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média geométrica de uma sequéncia de nimeros reais positivos (r1, o,
.oy Xy) € 0 nimero G tal que

T a9y, =G-G-----G=G".
logo concluimos que:

G: /xl.xz.....xn'

Observacao 3. A terminologia média geométrica estd relacionada a
progressao geométrica (PG), onde o mddulo de cada termo é média
geométrica dos termos equidistantes.

Aplicagao 2. O mddulo do produto dos n primeiros termos de uma PG

e’
| Po| = (alan)%'

Aplicagao 3. A altura de um triangulo retangulo em relacdo a hipote-
nusa € a média geométrica das projecoes ortogonais dos catetos sobre a
hipotenusa.

Execicios 2.
1. Considere uma PG tal que ag = 1 e a1 = 625 determine aqg.

2. Justifique a formula do produto dos termos de uma PG e deter-
mine o produtos dos 40 termos de uma PG cujo primeiro e o qua-
dragésimo termo sao 1 e 2 respectivamente.

8. Considere que a taza de rendimento de um fundo de renda fixa
tenham sido 10% mno primeiro quadrimestre, 20% no segundo e
15% no terceiro. Determine a taxa média de rendimentos anuais.

4. Suponha que a média geométrica de n numeros seja M, qual serd
a média dos numeros obtidos elevando cada niumero da sequéncia
original por a e multiplicando por b, onde a > 0 e b > 0, isto €,
y; = bxf.
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Média harmonica

Definicao 18. A média harmonica ¢é a média com respeito a operacgdo
de soma dos inversos, desta forma, usando a ideia geral de média da
defini¢do 1, a média harmonica de uma sequéncia de nimeros reais ndao

nulos (x1,xa,...,x,) € o nimero H tal que
1 1 1 1 1 1 n
logo concluimos que:
H:L+LZM+L
x1 x9 Tn

Observagao 4. A terminologia média harménica estd relacionada com
a no¢do de progressGo harmoénica, uma progressao cujos inversos mul-
tiplicativos dos termos estao em PA. Cada termo de uma progressdo
harmonica € a média harmonica dos termos equidistantes.

Observagao 5. Alguns dos problemas prdticos mais interessantes so-
bre médias estio relacionados & média harménica. E importante que
satbamos reconhecer esses problemas. A sequir colocamos alguns exem-
plos onde surge a ideia da média harmonica. Nesses problemas o que
geralmente ocorre € o fornecimento de tazas de varia¢do (velocidades,
periodos, vazdes etc) e se pede algo relativo a taxa de varia¢ao média.

Aplicagao 4. Um automdvel vai da cidade A para B com uma veloci-
dade média de vi e volta, pelo mesmo caminho, de B para A com uma
velocidade média de vy. A wvelocidade média em todo percurso serd a
média harmoénica de v1 € vy.

SoLUGAO. De fato, sendo d a distancia entre A e B. Seja t; = % e

to = %. Se v é a velocidade média em todo percurso, entao v = %,
donde
2d d d 2 1 1
— =1t +ty=—+ — eportanto -=—+—.
v U1 (%] v 1 (%]
Note que a argumentagao nao se altera se tivermos n deslocamentos
iguais com velocidades médias em cada parte vi,ve,...,v,. Ou seja, se
v € a velocidade média em todo percurso, temos,
n 1 1 1
—=—+—+--+—.

v 1 V2 Un
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Aplicagao 5. Se um tanque pode ser enchido individualmente por uma
torneira 1 em um tempo T, por uma torneira 2 em um tempo Ts, assim
sucessivamente até uma torneira n em um tempo T,,, entao se pusermos
todas as torneiras simultaneamente para encher o tanque, o inverso do
tempo que levardao € a soma dos inversos dos tempos delas separadas.
Note que cada uma das torneiras pode ser substituida por torneiras de
mesma vazao, de modo que o tempo necessdrio para que esta torneira
substituta encha o tanque € a média harmonica dos tempos individuais.

SOLUGAO. O raciocinio empregado é semelhante ao do problema
anterior. A razdo 1/T; corresponde a fracdo do tanque que é cheia em
uma unidade de tempo pela torneira i, ou seja, a vazao da torneira i.
Logo, se T for o tempo necessario para as torneiras juntas encherem
todo tanque e 1/t a vazdo de n torneiras idénticas encherem juntas o
tanque, teremos:

n 1 1 1 1 0
[ TR R T

Observe que esse tipo de problema pode ainda ter vazamentos, que
sao considerados como torneiras que “enchem” o tanque em tempo nega-
tivo. Além disso existem vérios problemas andlogos como, por exemplo,
associacao de pintores, de pedreiros, digitadores etc.

Execicios 3.

1. Trés torneiras ligadas sozinhas enchem um tanque em 3h, 4h e
6h respectivamente. Ligando as trés torneiras simultaneamente,
quanto tempo levardao para encher o tanque sabendo que hd um
vazamento capaz de esvaziar o tanque em 12h.

2. Prove que média geométrica entre dois termos é média geométrica
entre as médias harmonica e aritmética desses dois termos.

3. (UPE) A empresa “Consultores Associados” firmou contrato com
a “Roupagem S/A”, para o planejamento de Marketing na cidade
do Recife. Os administradores Junior, Daniela e Maria Eduarda,
foram convocados para realizarem o trabalho. Apds vdrias reunides
foi constatado que, Junior e Daniela, trabalhando juntos, fariam
o planejamento em 15 dias. Junior e Maria Eduarda, trabalhando
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Juntos, gastariam 20 dias para realizar o trabalho. Daniela e Maria
FEduarda, trabalhando juntas, precisariam de 12 dias para concluir
a tarefa. Se Maria Eduarda trabalhasse sozinha, em quantos dias
estaria concluido o planejamento?

4. (UFPE-99) Suponha que os pneus novos de um automével du-
ram 30.000km quando usados mas rodas dianteiras e 50.000 km
quando usados nas rodas traseiras. Calcule o nimero mdzimo de
quilometros que um carro pode rodar comegando com 4 pneus no-
vos e fazendo um rodizio adequado entre eles.

Média quadratica

Definigcao 19. A média quadratica é a média com respeito a operagdo
de soma dos quadrados, desta forma, a média quadrdtica de uma sequén-
cia de nimeros reais nao nulos (x1,Ts,...,2y) € 0o nimero Q tal que

ot a e = QT QP+ + QP =@

logo concluimos que:

2 2 2
1+ a2+ -+
SN ey

Aplicacao 6. A maneira estatisticamente mais natural de medir o quan-
to uma sequéncia de numeros se dispersou da média aritmética € através
do desvio padrdo. O desvio padrdo (que denotamos por o) € a média
quadrdtica dos desvios individuais. Ou seja, dados (x1,%2,...,%,) €
denotando por T a média aritmética dos x;’s temos

U_\/(ffl_f)2+(x2—f)2+--~+(xn—f)2.

Prove, como exercicio, que T € justamente o valor que minimiza o desvio
padrao.

Desigualdades das médias

Teorema 15. (Desigualdades das médias) Sejam (x1,x2,...,%,)
ndmeros reais positivos em ordem crescente e denotemos por H,G, A, Q
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respectivamente as médias harmonica, geométrica, aritmética e quadrd-
tica desses mumeros, entdo temos as sequintes desigualdades:

5 <H<G<A<Q<z,

Além disso, a igualdade em qualquer ponto das desigualdades acima €
possivel se, e somente se, T1 = Ty = .-+ = T, e, nestas condigcoes,
teremos necessariamente a igualdade em todos os pontos.

Demonstragao:  Restringiremos a demonstracao para o caso n =
3. Comegaremos com a desigualdade A > G. Vérias demonstragao
desse resultado para n = 2 podem ser vistas em [2]. Para o caso geral
recomendamos [1], [3] e [4].

Aqui faremos a demonstracdo para o caso n = 4 (que pode ser fa-
cilmente generalizado para o caso n = 2¥, com k natural) e em seguida
mostraremos que sendo vélido para n = 4, temos a desigualdade para
n = 3 (na verdade o mesmo argumento pode ser utilizado para provar
que sendo a desigualdade vélida para n, ela também é vélida paran—1).

Comegaremos provando A > G vale para n = 2. De fato, tomando
T, e y reais positivos, temos,

(Vr —/y)? 20<:>x+y—2‘/xy20<:>m+y22,/my<:>xTw > \/Ty.

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, \/z —,/y = 0, donde x = y.

O resultado da desigualdade A > G para o caso n = 4 é obtido ime-
diatamente aplicando o caso n = 2 duas vezes como podemos observar
abaixo. Considerando x, y, z e t reais positivos, temos que:

ety tett_ (5 + (55 >Ww),(zﬂ) >

4 2 - 2 2

o Vo = = Yot

Na primeira desigualdade acima a igualdade sé ocorre se (xTﬂ’) = (ZTH),
ou seja x +y = z + t. Na segunda desigualdade, a igualdade ocorre se,
x =y ez =t. Juntando as duas condigOes, a igualdade A = G para o

caso n =4 s6 ocorre se x =y = z = .
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Provaremos agora o caso n = 3 supondo vélido o caso n = 4. Consi-
dere z, y e z reais positivos, e denote

A rrytz
3
Logo, temos que:
x+y+z+A_A_:r+y—|—z
4 3

Portanto,

x+§+z:x+y1—z+Az W

com a igualdade ocorrendo apenas se x = y = z. Elevando ambos lados
da desigualdade a 4* poténcia, temos:

(x—l—y—l—z

4
3 ) = A > zyzA.

Como A > 0, podemos canceld-lo de ambos lados, obtendo a desigual-

dade desejada
A > zyz & w > Jzyz.

Para provar que H < @, basta calcular as médias aritmética e
geométrica entre (1/z), (1/y) e (1/z), e aplicar a desigualdade, A > G.

1 1 1

_+_+_

A>Ge YL =>8/-.~. = @—zi@HSG.
3 T Yy z H ™G

Para a ultima desigualdade considere a expressao,
(= A2+ (y = A)* + (= = A > 0,

que ¢é valida para quaisquer reais x, y e z, onde a igualdade sé ocorre
quando z = A, y = A e z = A. Logo,

(x— AP+ (y—A)2+(2—A)2 > 0o 22 +92+22—2(x+y+2)A+342 > 0.

Como (z +y + z) = 3A temos: 2?2 + y? + 22 > 3A%. Donde concluimos:
Q> A
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Note que os argumentos utilizados para mostrar essa duas tltimas
desigualdades podem ser utilizados para o caso geral com n > 2 elemen-
tos. O

Nosso objetivo agora é, utilizando as desigualdades das médias, re-
solvermos uma série de problemas de otimizagao, os conhecidos “pro-
blemas de maximo e minimo”. Iniciamos como alguns problemas cuja
otimizacao € obtida de modo imediato das desigualdades.

Aplicagao 7. Qual o maior valor possivel para S = senx + cosx, com
reR ?

SOLUGAO. Aplicando a desigualdade A < @ temos,

senx+cos:c< /sen%ﬂ—cos%v\/T\/i
2 - 2 V2 27

Logo o valor maximo para S é /2 e ocorre quando sen z = cos & = \/5/2,
ou seja, quando x = /4. O

Aplicacao 8. Suponha que x° + y?> = a, onde a > 0, determine reais
positivos T e y tais que, S = x 4+ y seja mdxrimo.

SOLUGAO. Aplicando a desigualdade A < Q. Temos,

S_a:+y< [22 492 Ja
2 2 = 2 V2

Ou seja S serd maximo quando a igualdade ocorrer, e isso s6 acontece
quando x =y = y/a/2. O

Aplicagao 9. Sejam a,b e ¢ mimeros reais positivos e suponha que
ax?® + by? = ¢, determine x e y Teais positivos, tais que P = xy seja
mdximo.

SOLUGAO. Utilizando a desigualdade G < A, temos,

2 2

ax® +b c

PVab=+/az?by? < Ty =5
Logo, o valor maximo para P ocorre quando ax? = by? = 5, ou seja
quando z = /5= € Y = /5. O

O resultado seguinte nos fornece mais uma desigualdade para o caso
n = 3. Em seguida utilizaremos essa desigualdade para provar alguns
resultados interessantes sobre o paralelepipedo retangulo.
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Aplicagao 10. Dados x, y e z reais positivos, valem as desigualdades:

x—&—g—i—z > /:zy—i—y?)z—&—zx > YTYE.

SOLUGAO. Observe que para quaisquer x, i € z reais positivos, temos
que (z —y)?2+(y—2)2+ (2 —2)? > 0, com a igualdade ocorrendo apenas
quando z = y = z. Dessa desigualdade, temos que z? + 3% + 22 >
xy+yz+zx (x), com aigualdade ocorrendo apenas quando z =y = z.

Para a primeira desigualdade fazemos:

x—l—g—i—z > /xy—ﬁ—ygz—l—zx@ (m—l—g—}—z)QZ a;y—i—ygz—l—za: o

w2 +y? 4+ 22 4+ 22y + 2yz + 22x S 3xy + 3yz + 3zx o
9 9
22+ y? + 2% > ay +yz+ 2z (verdade por *).

Note que a igualdade s6 ocorre quando z =y = z.

Para a segunda desigualdade, aplicamos A > G, escolhendo adequa-
damente os termos das médias:
TY + Yz + zx

: > {/TyyEan
TY + Yz + 2x > W

3
Ty +yz + zx

EEE > (e

Ty + Yz + 2x
\|———— 2 Jay2.
3 = Y

Note, novamente, que a igualdade s6 ocorre quando zy = yz = zo =
r=y==z. Ul

(A > G aplicada em zy,yz, zx)
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Aplicagao 11. Quais as dimensées de um paralelepipedo retangulo, cuja
diagonal mede d, para que sua drea total A seja mdzxima ¢

SOLUCAO. Sabendo que A = 2xy +2yz+2zx e d®> = 2?2 +y?> + 2%, ¢
utilizando o demonstrado acima, temos,

JA Ty tyz+ar _ [e2+y?+22  d
6V 3 - 3 V3

Logo A serd méxima quando ocorrer a igualdade zy = yz = zx = x =
y = z, ou seja, quando o paralelepipedo for um cubo, com a =z =y =

z:d/\/g. O

Observagao 6. O problema acima é um caso particular da relagao:

A z+y+z d
Sy <D< IT2 o 7
YEVGET s S

onde d, A eV sdo a diagonal, a drea e o volume de um paralelepipedo

retangulo de dimensoes x, y e z, com a igualdade ocorrendo quando o
paralelepipedo for um cubo.

Nos problemas seguintes, ap6s equacionar nosso problema em fungao
de alguma varidvel x, aplicaremos as desigualdades das médias sempre
procurando uma cota superior (caso desejemos maximizar) ou uma cota
inferior (caso desejemos minimizar) que ndo dependa de . E nesse ponto
forcamos a igualdade ocorrer igualando os termos da média, descobrindo
assim o valor de x que otimiza o problema.

Aplicagao 12. Dentro de um campo de futebol, um jogador corre em
direcao a bandeirinha de escanteio do time adversdrio ao longo de uma
reta que forma 45° com a linha de fundo do campo (ver figura).

459
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Os postes da meta distam a e b (com a < b) da lateral do campo. Mostre
que o jogador vé a meta sob dngulo (y) mdzrimo quando sua distincia x

5 ab
ao fundo do campo € igual a \/ %

SOLUGAO. Considerando a nomenclatura adotada na figura abaixo,
e considerando a < x < b, o angulo de visao do jogador serd particionado
fazendo v = a+ 8. (Verifique, como exercicio, que a expressao para tg -y
continua vélida para os casos em que x < a e x > b.) Levando em conta
que um angulo é maximo num certo intervalo quando sua tangente é
maxima, maximizaremos tg-y.

Calculando a tg~y temos,

tga+tgp
t =t =
g7 =tgla+p5) T tgatgd
Notequetga:%:%ﬂetgﬁzg—j:%.Logo,
_ b—
o AR bea
1— (z—a) (b—z) r— (z—a)(b—z)
x x x

Para a tgy ser maximo, basta minimizarmos o denominador, D.

(z—a)(b—2)

T

D= :2m+a—b—(a+b)
x

Para tanto basta minimizar a parte que depende de x, e para isso utili-
zaremos a desigualdade A > G com os termos 2z e (ab/x).

2 ab
A:%Z\/Qg—s—a—b:\/Qab:G.
T
ab

. a
Logo, o valor minimo para A ocorre quando 2z = — = x = CR O
x
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Aplicagao 13. Numa folha de cartolina quadrada de lados 2a retiramos
quadrados de lado x < a de cada vértice, dobrando em seguida as abas
restantes para formar uma caiza cuja base é um quadrado de lado 2a—2x
e altura x. Qual deve ser o valor de x para que o volume da caixa seja
mdximo?

SoLugAo. O volume da caixa pode ser calculado fazendo V =
(2a — 22)2z. Comforme comentado anteriormente, aplicamos a desi-
gualdade das médias escolhendo adequadamente os termos de modo a
obter uma cota maxima independente de z. Para esse problema apli-
camos a desigualdade G < A para os valores (2a — 2z), (2a — 2z) ¢
4x,

(2a — 22) + (2a — 27) + (42)  4a

3 ER
Logo, pela desigualdade acima, o valor maximo para o volume da caixa
ocorre quando v/4V for igual a 4?“, e isso acontece quando 2a — 2x = 4.

7 . z 5a3 7 .
Portanto, o volume méximo é V = 13‘; e é obtido fazendo x = a/3. O

Vay = ¥/(2a — 22)(2a — 22)(4z) <

Aplicagao 14. Um triangulo isdsceles tem seu vértice na origem, Sua
base € paralela ao eixo x acima dele e os vértices da base estao na
pardbola 9y = 27—x2. Calcule a drea do maior tridngulo nessas condicées.

SoLugAo. O tridngulo descrito acima tem vértices O(0,0), B(x,y)
e C(—z,y), com x > 0 e y > 0 obedecendo a relacio 9y = 27 — 2% <

2y + % =6 (*). Note que a drea de OBC pode ser calculada fazendo

2zy .. , - .
A = —= = zy. Para maximizar a &drea utilizaremos a desigualdade

2
G < A, escolhendo os termos %, y e y. Note que obtemos,

2
52, i),/2952 Zty+y 6
— = _ . <7:—:2.
\/9“4 g Y¥=""73 3

Note que na pentltima igualdade aplicamos (). Para que tenhamos o

L 2 . .
valor méximo para A fazemos % =y e como a média desses termos é

2 , 7.
constante, temos que 2% =y = 2, e portanto x = 3 e a drea maxima

igual a A=3-2=6. O

Aplicagao 15. Qual deve ser o formato de uma lata cilindrica de vo-
lume V (cilindro circular reto) para minimizar o gasto de material para
confecciond-la?
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SOLUGAO. Sabemos que podemos calcular o volume da lata por V =
7r2h, onde 7 é o raio do circulo da base e h a altura da lata. Queremos
minimizar a area total do cilindro, que podemos calcular fazendo, A =
27rh + 27r?. Substituindo h = V/7r? em A, ficamos com

A= ? + 2772, (%)

Aplicando a desigualdade das médias A > G para os ntumeros (V/r),
(V/r) e (2mr?), ficamos com

)% )4 2
? —r 7 + 7;_ 2mr > 13/ X . E omr? = V2)V2r.
ror

Logo nossa drea sera minima ocorre quando % = 2712, ou seja, quando
nrh = 272, donde h = 2r (um cilindro equiltero). O

O problema seguinte possui um nivel de dificuldade um pouco maior
do que os problemas anteriores, sendo o ajuste utilizado para obter a
otimizagdo mais refinado.

Aplicagao 16. Qual o volume mdximo de um cilindro reqular inscrito
em uma esfera?

SoLugAo. Utilizando as denominagoes fornecidas pela figura acima,
o volume do cilindro pode ser calculado fazendo V = 7w722zx. Apro-
veitando que R? = 22 4 r2, podemos reescrever V = 27 x (R? — :Jc2) =
2nz (R — z) (R + x). O artificio agora consiste em utilizar a desigual-
dade G < A, com os termos de V colocados em G e fazer A constante.
Para tanto, acrescentaremos « e 8 de modo a nao alterar o produto em
G, mas com o objetivo de tornar A independente de x. Procedemos da
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seguinte maneira:

Vv = \/—m z)B(R+1z) = \/7@@3 z) B(R + ) <

5 j_;(x—ka(R m§+6(R+x)>.

Onde a desigualdade acima temos um fator comum ¢ 2—”

dade G < A, calculadas nos termos z, a(R—z) e S(R+xz). Note que em

A temos no numerador  + a(R—2x) + f(R+x) = (1+8—a)z+(a+5)R

Como queremos que A independa de z, fazemos a — § =1 (x). Porém,

sabemos que a igualdade das médias s6 ocorre (ou seja, 0 maximo para
x

V) quando z = a(R — ) = (R + x). Portanto, temos a = 7

e a desigual-

s

-
beta = 7i-. Substituindo em (x) temos Rix - Rf—x = 1, isto é,
R - R
<M) =1, ou ainda, 2z° = R? — 2. Donde concluimos:
R2 _ 2
xr =

V3
Logo o volume méximo para o cilindro inscrito numa esfera de raio

4 3
RseréV:M. O

A seguir colocamos uma lista de problemas de otimizacao que po-
dem ser resolvidos através da utilizagdo adequada das desigualdades
das médias. Como observado na resolucao dos problemas acima, essa
argumentacgao é bastante elegante, elementar e abrangente, resolvendo
problemas que de outro modo exigiriam ferramentas matematicas muito
mais elaboradas.

Execicios 4.

1. Dois problemas cldssicos de otimizacdo sao os de determinar a
area maxima de um retangulo, onde é dado o perimetro e o dual,
onde se pede o perimetro minimo de um retangulo com uma
determinada drea. Prove que em ambos casos a otimizacao € obtida
quando o retangulo € um quadrado.

2. Prove que para todo angulo agudo x temos: tgx + cotga > 2.
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3.

10.

11.

12.

Sejam b e ¢ catetos de um triagngulo retangulo de hipotenusa a.
Prove que b+ ¢ < aV/2.

Considere um triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia.
Sejam x e y as projecdes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.
Demonstre a desigualdade A > G para x e y utilizando a situagdo
descrita.

Considere duas circunferéncias de centros O1 e O e diametros
x ey tangentes exteriormente e tangentes a uma mesma reta, t,
nos pontos Ty e Ty. Utilizando que O105 > TiTy demonstre a
desigualdade A > G.

(ProfMat) Um fazendeiro deseja delimitar wma drea retangular uti-
lizando 40m de cerca e aproveitando um muro (de mais de 40m)
que ja estd construido. Determine as dimensoes do retangulo de
maior drea que o fazendeiro conseque delimitar.

e e e L e L S G L e S L L L L L L L L L L L LT

- |

muro

cerca

No problema anterior, qual o menor comprimento de cerca me-
cessdrio para que o fazendeiro cerque uma drea de 162m? ?

Determine os lados do retangulo cuja diagonal mede 8 cm sabendo
que o retangulo tem perimetro mdzximo.

(UFPE-95) Qual o maior valor que a soma das coordenadas de um
ponto, pertencente & circunferéncia x* + y*> = 50, pode assumir?

Encontre as dimensoes de retangulo de drea mdxima, com lados
paralelos aos eizos coordenados, que esteja inscrito em uma elipse

S
de equagao: Ly + %5 =

Sabendo que a drea total de um paralelepipedo reto retangulo mede
24 em? determine o volume mdzimo do paralelepipedo.

Qual o volume mdzximo de um paralelepipedo retangulo de drea total

A7
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15.

1.

15.

16.

Prove que o triangulo equildtero € o que possui maior drea entre
todos os triangulos com um determinado perimetro fizo.

(ITA-01) Mostre que

T Y 4 8
(Z+242) > (3)
Y T 4
(ProfMat) Uma caiza retangular sem tampa tem arestas medindo

x, y e z (veja figura, onde as linhas tracejadas indicam segmentos
de arestas obstruidos por alguma face).

(a) Exprima a drea e o volume da caiza em funcao de x, y e z.
(b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume
da caiza € igual a 32, entao sua drea é maior do que ou igual a 48.
(c) Determine as medidas das arestas da caiza de drea minima
com volume igual a 32.

(ProfMat) Dentro de um campo de futebol, um jogador corre para a
linha de fundo do time adversdrio ao longo de uma reta paralela a
lateral do campo que cruza a linha de fundo fora do gol (ver figura).
Os postes da meta distam a e b (com a < b) da reta percorrida por
ele. Mostre que o jogador vé a meta sob angulo mdximo quando
sua distancia x ao fundo do campo € igual a \/ab.
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17. Seja (x1, x2, T3, ..., Ty ) wma sequéncia de nimeros reais e

(p1, P2, P3, ---, Dn), uma sequéncia de numeros inteiros posi-
tivo, 0s pesos. Denotando p = p1 4+ pa + - - - + pp, mostre que:
p1.21 +p2.22+ -+ Pp.Ty

; > ofabr
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