
Revista da Olimṕıada - IME - UFG, no- 9, setembro de 2014, 33-43

O Número Mágico M

Eudes Antonio Costa e Élis Gardel da Costa Mesquita

Resumo. O interesse em aprender pode ser despertado no aluno
através de jogos (enigmas, truques, mágicas etc.) que harmonizam
conhecimento e prática dos conceitos passados em sala de aula. Neste
apresentamos uma generalização para o algoritmo do número mágico
1089 que apareceu em Ball [1] e em [2, RPM 80] e exibimos ainda
algumas propriedades.

1. 1089 é um Número Mágico

Alguns matemáticos entendem que o ensino da matemática deve dar
uma maior importância aos jogos, dizem ainda que os jogos são ativi-
dades que têm muito em comum com a própria atividade matemática.
Um aspecto positivo nos jogos é que não existe “medo de errar”, pois o
erro é encarado como um degrau necessário para chegar a uma resposta
correta. Normalmente enigmas com números fascinam a todos; pois são
simples e muitas regras reduzem-se a operações aritméticas. Neste pro-
curamos explorar o número Mágico 1089, que conforme Ball [1, pág.
48] satisfaz o algoritmo abaixo:

Algoritmo 1. [1, 2005, pág 48] O Número Mágico 1089 .

1. Considere um número inteiro positivo composto por três algaris-
mos distintos x3 = a2a1a0 e a2 ̸= 0;

2. Escreva o número x3 ao “contrário” e obtenha o número x′3 =
a0a1a2.

3. Encontre a diferença do maior para o menor obtendo um novo
número, representado por y3 = |x3−x′3| = b2b1b0 ( O qual deve-se
considerar como um número de três algarismos, mesmo quando o
algarismo na casa das centenas for zero.).
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4. Escreva o numero y3 ao “contrário” y′3 = b0b1b2.

5. Faça y3 + y′3 e obterá sempre o número 1089.

Inicialmente duas perguntas:

Questão 1. Por que o número 1089 é Mágico?

Questão 2. Apenas o número 1089 é “mágico”?

Exemplo 1. Dado o número x3 = a2a1a0 = 843 com os 3 algarismos
(dois à dois) distintos, seguindo os passos do algoritmo obtém-se 1089.
Vejamos:

843− 348 = 495,

495 + 594 = 1089.

Segundo o algoritmo de Ball ( algoritmo 1), um número é considerado
mágico se ele for o resultado do procedimento (leia: algoritmo) anterior.
Assim o número 1089 é Mágico, pois satisfaz o algoritmo 1.

Mesmo entendendo o que significa falar que 1089 é um número
“mágico”, resta-nos entender por que tal propriedade ocorre, ou seja,
por que seguindo o procedimento (algoritmo) o resultado é sempre 1089.

2. Desvendando a Mágica

Primeiramente, lembramos que pelo nosso sistema de numeração po-
sicional decimal escrevemos os números como uma adição de parcelas
de potência de 10 multiplicadas por números de um algarismo. Por
exemplo, o número 15.495 pode ser descrito como 1 × 104 + 5 × 103 +
4× 102 + 9× 10 + 5× 100.

Sejam agora a2, a1, a0 os algarismos dois à dois distintos do número
escolhido. Considerando a2 > a0, para fazer a subtração a2a1a0−a0a1a2
devemos escrever:

a2a1a0 − a0a1a2 = (a2 × 102 + a1 × 10+ a0)− (a0 × 102 + a1 × 10+ a2).

Por termos a0 < a2, necessitamos reescrever deslocando uma dezena de
a1 × 10 para a unidade a0, assim:

a2a1a0−a0a1a2 = [a2×102+(a1−1)10+(a0+10)]−[a0×102+a1×10+a2].
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Agora, deslocamos uma centena de a2 × 102 para (a1 − 1)10 por ser
menor que a1 × 10. Assim,

a2a1a0 − a0a1a2 = [(a2 − 1)× 102 + ((a1 − 1)10 + 102)+

+ (a0 + 10)]− [a0 × 102 + a1 × 10 + a2]

= (a2 − a0 − 1)× 102 + 9× 10 + (a0 − a2 + 10)

= b2b1b0.

O próximo passo é considerar o número b2b1b0 (resultado da subtração)
e adicionar ao seu contrário b0b1b2 (ordem dos algarismos invertidos).
Deste modo, teremos:

b2b1b0 + b0b1b2 = [(a2 − a0 − 1)× 102 + 9× 10 + (a0 − a2 + 10)]+

+ [(a0 − a2 + 10)× 102 + 9× 10 + (a2 − a0 − 1)]

= (a2 − a0 − 1 + a0 − a2 + 10)102 + (9 + 9)10+

+ (a0 − a2 + 10 + a2 − a0 − 1)

= 9× 102 + (10 + 8)10 + 9 = 1089.

Portanto não importando qual número escolhido, formado por três al-
garismos (dois à dois) distintos, os cálculos efetuados sempre conduzem
a 1089. Assim o número 1089 é considerado “mágico” por esta razão.
Consequentemente a primeira pergunta está respondida.

Vejamos o seguinte exemplo, em que o número x3 = a2a1a0 não
tenha os 3 algarismos (dois à dois) distintos.

Exemplo 2. Dado o número x3 = a2a1a0 = 443 formado por 3 algaris-
mos, com a2 ̸= a0, seguindo o algoritmo 1, também obtemos o número
mágico 1089, vejamos:

443− 344 = 099,

099 + 990 = 1089.

Conforme exibido no exemplo 2 o algoritmo ainda é válido desde que
tenhamos a2 ̸= a0. Veja ainda que na justificativa anterior, dado um
número x3 = a2a1a0, não usamos o fato de os três algarismos a2, a1, a0
serem dois à dois distintos, apenas que a2 ̸= a0.

Na RPM 80 [2, 2013] (Pág. 23, Painel II) exibimos a justificativa
anterior para tal algoritmo, foi ainda proposto como desafio encontrar
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outros números mágicos para o algoritmo acima, ou seja, se o algoritmo
funciona (retorna um número diferente de zero) para um número xn
qualquer formado por n algarismos. Na verdade estamos interessados
em descobrir outros números mágicos além de 1089.

3. Gerando outros Números Mágicos

Considere um número inteiro positivo xn constitúıdo de n algarismos,
isto é, um número do tipo xn = an−1an−2 · · · a2a1a0, com n ≥ 2 e
an−1 ̸= 0. Estamos interessados em determinar condições para que
o algoritmo funcione, isto é, retorne um número M não nulo. Assim
estamos considerando o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2. Um Número Mágico M .

1. Considere um número xn = an−1an−2 · · · a2a1a0 (inteiro positivo)
qualquer composto por n algarismos, para n ≥ 2 e an−1 ̸= 0.

2. Escreva o número ao “contrário” obtendo o x′n = a0a1 · · · an−2an−1.

3. Encontre a diferença entre o maior e o menor obtendo um novo
número, representado por yn = |xn−x′n| = bn−1bn−2 · · · b2b1b0 ( O
qual deve-se considerar como um número de n algarismos, mesmo
quando o algarismo bn−1 for zero.).

4. Escreva o número yn ao “contrário”, isto é, y′n = b0b1 · · · bn−2bn−1.

5. Escreva o número (mágico) M = yn + y′n.

Um número M ̸= 0 é considerado Mágico se ele for o resultado
do procedimento (algoritmo) anterior. Por exemplo, se n = 2 temos
um número inicial x2 = a1a0, com a1 ̸= a0, é fácil mostrar que 99 é o
número mágico. Para n = 3 com a2 ̸= a0 já conhecemos que 1089 é o
número mágico.

A seguir apresentamos uma lista com Números Mágicos para um
número xn formado por n algarismos com 2 ≤ n ≤ 6.
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4. Lista de Números Mágicos

Dado um número xn (inteiro positivo) qualquer composto por n al-
garismos da forma xn = an−1an−2 · · · a2a1a0, com 2 ≤ n ≤ 6. Conside-
ramos xn > x′n.

n Condição No- Mágico

2 x = a1a0 a1 > a0 99
3 x = a2a1a0 a2 > a0 1089

4 x = a3a2a1a0

a3 = a0 e a2 > a1
a3 > a0 e a2 < a1
a3 > a0 e a2 > a1
a3 > a0 e a2 = a1

990
9999
10890
10989

5 x = a4a3a2a1a0

a4 = a0 e a3 > a1
a4 > a0 e a3 < a1
a4 > a0 e a3 > a1
a4 > a0 e a3 = a1

10890
99099
109890
109989

6 x = a5a4a3a2a1a0

a5 = a0 e a4 > a1 e a3 < a2
a5 = a0 e a4 > a1 e a3 > a2
a5 = a0 e a4 > a1 e a3 = a2
a5 = a0 e a4 = a1 e a3 > a2
a5 > a0 e a4 < a1 e a3 < a2
a5 > a0 e a4 ≥ a1 e a3 > a2
a5 > a0 e a4 > a1 e a3 = a2
a5 > a0 e a4 < a1 e a3 > a2
a5 > a0 e a4 < a1 e a3 < a2
a5 > a0 e a4 < a1 e a3 = a2
a5 > a0 e a4 = a1 e a3 = a2
a5 > a0 e a4 = a1 e a3 < a2

99990
108900
109890
9900

1089990
1098900
1099890
999999
991089
990099
1099989
1090089

Na próxima seção apresentamos algumas propriedades dos números
mágicos.

5. Algumas Propriedades

Afirmação 1. Considere xn = an−1an−2 · · · a1a0 para n par, ou seja,

xn = a2k−1a2k−2 · · · ak+1akak−1ak−2 · · · a1a0.
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O número mágico M existe (é distinto de zero) desde que uma das
condições ocorra:

a2k−1 ̸= a0 ou a2k−2 ̸= a1 ou · · · ou ak+1 ̸= ak−2 ou ak ̸= ak−1.

Afirmação 2. Considere xn = an−1an−2 · · · a1a0 para n ı́mpar, ou seja,

xn = a2ka2k−1 · · · ak+2ak+1akak−1ak−2 · · · a1a0.

O número mágico M existe (é distinto de zero) desde que uma das
condições ocorra:

a2k ̸= a0 ou a2k−1 ̸= a1 ou · · · ou ak+2 ̸= ak−2 ou ak+1 ̸= ak−1.

Afirmação 3. Todo número mágico M é da forma 99q, para q = 1 ou
q ≥ 10.

As duas primeiras afirmações são sobre a existência do número mágico
M , não nulo, para um número inicial xn com n ≥ 2. A última afirma
que M é múltiplo de 99.

De agora em diante, sem perda de generalidade, admitamos que
xn > x′n e assim yn = xn − x′n, caso contrário tomamos yn = x′n − xn.

6. Demonstração das Afirmações 1 e 2

Demonstração: da Afirmação 1

Para mostrarmos queM não nulo existe para um certo número inicial
xn, com uma quantidade par de algarismos, basta mostrarmos que yn =
xn − x′n é não nulo, visto que se yn ̸= 0 teremos que y′n ̸= 0 e por
consequência M = yn + y′n ̸= 0.

Sendo xn da forma

xn = a2k−1a2k−2 · · · ak+1akak−1ak−2 · · · a1a0,

isto é, com uma quantidade par de algarismos ai, 0 ≤ ai ≤ 9. Então

x′n = a0a1 · · · ak−1ak · · · a2k−2a2k−1.
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Se a2k−1 ̸= a0 então já teremos yn = xn − x′n ̸= 0, caso contrário
temos a2k−1 = a0. No caso em que a2k−1 = a0, se tivermos a2k−2 ̸= a1
então yn = xn − x′n ̸= 0, caso contrário temos também a2k−2 = a1.
Seguindo este racioćınio obtemos que yn = 0 apenas quando

a2k−1 = a0 e a2k−2 = a1 e · · · e ak+1 = ak−2 e ak = ak−1.

O que acarretaria que xn = x′n, porém estamos admitindo xn > x′n.

Procede-se de modo similar para mostrar a Afirmação 2, ou seja, a
existência do número mágico M com um número inicial xn, com uma
quantidade ı́mpar de algarismos.

7. Demonstração da Afirmação 3

Para mostrarmos a Afirmação 3, necessitamos dos seguintes resulta-
dos auxiliares (Lemas e Proposições), com certeza vistos em um curso
de Introdução à Teoria dos Números, consulte por exemplo [3].

Lema 1. Dados i, j inteiros positivos tem-se que 10i − 10j é diviśıvel
por 9.

Demonstração: Veja que 10 = 9+1 assim temos que 10 ≡ 1 ( mod 9),
acarretando que 10i ≡ 1 ( mod 9) ∀i ∈ Z≥0, logo

10i − 10j ≡ 0 ( mod 9) ∀i, j ∈ Z≥0.

Portanto 10i − 10j é diviśıvel por 9.

Lema 2. Seja zn um número inteiro com k algarismos e z′n um número
inteiro obtido de zn permutando os algarismo. Se zn é diviśıvel por 9
então também o é z′n.

Demonstração: Como no Lema 1 temos 10i ≡ 1 ( mod 9) ∀i ∈ Z≥0.
Como o resto da divisão de um número por 9 é igual ao resto da

divisão da soma de seus algarismos por 9 (Verifique). Na adição de
inteiros vale a propriedades associativa e comutativa, assim a soma dos
algarismos do número inteiro zn é invariante por permutação. Logo, se
zn é diviśıvel por 9 então também o é z′n.
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Lema 3. Dados i, j inteiros positivos, com i + j ı́mpar, tem-se que
10i + 10j é diviśıvel por 11.

Demonstração: Como 10 = 11− 1 temos 10 ≡ −1 ( mod 11). Logo

10i ≡ −1 ( mod 11) ∀i inteiro positivo ı́mpar, e

10j ≡ 1 ( mod 11) ∀j inteiro positivo par .

Assim
10i + 10j ≡ 0 ( mod 11).

Portanto 10i + 10j é diviśıvel por 11, se i+ j for ı́mpar.

A Afirmação 3 será consequência direta dos dois próximos resultados.

Proposição 1. Todo número mágico M é múltiplo de 9.

Demonstração: Inicialmente consideremos o número xn da forma

xn = a2k−1a2k−2 · · · ak+1akak−1ak−2 · · · a1a0,

isto é, com uma quantidade par de algarismos ai. Na representação
decimal expandida, temos que

xn = a2k−110
2k−1+a2k−210

2k−2+· · ·+ak10
k+ak−110

k−1+· · ·+a110
1+a0,

e assim

x′n = a010
2k−1+a110

2k−2+· · ·+ak−110
k+ak10

k−1+· · ·+a2k−210
1+a2k−1,

fazendo yn = xn − x′n, obtemos que

yn = a2k−1(10
2k−1 − 1) + a2k−2(10

2k−2 − 101) + · · ·+ ak(10
k − 10k−1)+

+ak−1(10
k−1 − 10k) + · · ·+ a1(10

1 − 102k−2) + a0(1− 102k−1).

Do Lema 1 temos que todo inteiro (10i − 10j) é diviśıvel por 9, e assim
obtemos que yn é múltiplo de 9. Do Lema 2 temos que y′n também o é,
visto que y′n possui os mesmos algarismos de yn em posição inversa, e
assim conclúımos que M = yn + y′n é diviśıvel por 9.

De modo similar obtém-se que a Proposição 1 vale para um número
xn da forma

xn = a2ka2k−1 · · · ak+2ak+1akak−1 · · · a1a0,

isto é, com uma quantidade ı́mpar de algarismos ai.
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Proposição 2. Todo número mágico M é múltiplo de 11.

Demonstração: Consideremos um número xn da forma

xn = a2k−1a2k−2 · · · ak+1akak−1ak−2 · · · a1a0,

isto é, uma quantidade par de algarismos ai. Escrevendo yn = xn − x′n,
na representação decimal expandida, temos

yn = b2k−110
2k−1+b2k−210

2k−2+· · ·+bk10
k+bk−110

k−1+· · ·+b110
1+b0,

y′n = b010
2k−1+b110

2k−2+· · ·+bk−110
k+bk10

k−1+· · ·+b2k−210
1+b2k−1,

assim temos

M = yn + y′n

= b2k−1(10
2k−1 + 1) + b2k−2(10

2k−2 + 101) + · · ·+ bk(10
k + 10k−1)+

+ bk−1(10
k−1 + 10k) + · · ·+ b1(10

1 + 102k−2) + b1(1 + 102k−1).

Sendo 2k − 1 ı́mpar, do Lema 3 segue que

(102k−1 + 1), (102k−2 + 101), . . . , (10k + 10k−1)

é múltiplo de 11, e assim segue que M é diviśıvel por 11.

De modo similar obtém-se que a Proposição 2 vale para um número
xn da forma

xn = a2ka2k−1 · · · ak+2ak+1akak−1 · · · a1a0,

isto é, com uma quantidade ı́mpar de algarismos ai.

Demonstração da Afirmação 3.

Sendo M múltiplo de 9 (Proposição 1) e múltiplo de 11 (Proposição
2) segue que M é múltiplo de 99. E mais, para x2 = a1a0 com a1 ̸=
a0, temos que existe um único número mágico, a saber o 99. Para
qualquer outro número xn = an−1an−2 · · · a1a0, n > 3, temos que M =
99q e claramente q ≥ 10 pois xn ≥ 10x2. Assim a Afirmação 3 está
demonstrada.
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8. A função M(k)

Consideremos o número x2k (k ≥ 1) constitúıdo por um número
par de algarismos (ou x2k+1 constitúıdo por um número ı́mpar de alga-
rismos), e uma função M(k) que para todo k associa a quantidade de
números mágicos M . Observando a tabela anterior temos que:

k número de algarismos M(k)

1
2
3

x = a1a0
x = a2a1a0

1

2
4
5

x = a3a2a1a0
x = a4a3a2a1a0

4

3
6
7

x = a5a4a3a2a1a0
x = a6a5a4a3a2a1a0

12

Afirmação 4. Para todo inteiro k ≥ 2 temos que

M(k − 1) ≤ M(k) ≤ 3k−1 +M(k − 1).

Demonstração: Para todo k ≥ 2 considere o número x2k, isto é, um
número xn constitúıdo por um número par de algarismos, assim temos

x2k = a2k−1a2k−2a2k−3 · · · ak+1akak−1ak−2 · · · a2a1a0.

Inicialmente admitamos que a2k−1 > a0, assim teremos que

a2k−2 > a1 ou a2k−2 < a1 ou a2k−2 = a1.

Para cada caso acima teremos que

a2k−3 > a2 ou a2k−3 < a2 ou a2k−3 = a2.

E assim sucessivamente, até ak > ak−1 ou ak < ak−1 ou ak = ak−1.
A quantidade de número mágico M(k), quando a2k−1 > a0, é

M(k) ≤ 3k−1.

Agora considerando a2k−1 = a0 teremos no máximoM(k−1) números
mágicos. E conclúımos o resultado.
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De modo similar obtém-se que a Afirmação 4 vale para um número
xn da forma

xn = a2ka2k−1 · · · ak+2ak+1akak−1 · · · a1a0,

isto é, com uma quantidade ı́mpar de algarismos ai.

Agradecimento:
Agradecemos ao amigo Claudio Ulisses (IF Goiano - Campos Belos) que
fez, e nos cedeu, um programa computacional que fornece o número
mágico M para qualquer número inicial xn composto por 2 ≤ n ≤ 10
algarismos.

Bibliografia

[1] Ball, Johnny. Think of a Number. Dorling Kinderly Limited,
Great Britain, 2005.

[2] Costa, Eudes Antonio da. Mais um Número Mágico. Revista do
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Autores: Eudes Antonio Costa e Élis Gardel da Costa Mesquita
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