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Resumo. Apresentamos, a seguir, uma resolução comentada das
questões da OMEG de 2013, em que procuramos incorporar, tanto
quanto posśıvel, ideias e argumentos apresentados pelos estudan-
tes participantes da OMEG em suas provas, mencionando seus
nomes. Para alguns dos problemas, são apresentados comentários
adicionais que podem esclarecer e expandir o contexto do problema
original, bem como apresentar possibilidades de generalização e
propor outros problemas relacionados. Recomendamos que, antes
de ler as soluções, o leitor encare o desafio de resolver os pro-
blemas por sua conta e desfrute da sensação de conquista e de
amadurecimento que esta atividade pode proporcionar. Por isso
apresentamos, inicialmente, apenas o texto dos problemas, com as
resoluções seguindo-os em separado.

1.1 Provas da XXII OMEG

Nı́vel 1

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”, feita com pessoas
enfileiradas, a primeira pessoa cochicha uma frase ao ouvido da segunda,
que transmite para a terceira pessoa do mesmo modo, e assim, suces-
sivamente, até chegar à última pessoa, que revela qual foi a mensagem
recebida.

Um grupo de 9 amigos resolveu fazer uma brincadeira semelhante,
mas com números de 1 a 99 e com as seguintes regras: se falarem ao seu
ouvido um número menor que 50 fale para a próxima pessoa o dobro
desse número, mas se o número que chegar a você for 50 ou mais, inverta
a ordem dos d́ıgitos do número e passe adiante. Por exemplo, se chegar
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ao seu ouvido o número 60, cochiche para a próxima pessoa o número
6 (= 06). O desafio da nona pessoa é acertar qual foi o número inicial,
falado pela primeira pessoa.

Considerando que não ocorram erros de compreensão ou de cálculos,
determine quais são os posśıveis valores para o número falado pela pri-
meira pessoa, se o que chegou ao ouvido da nona pessoa foi

(a) 48

(b) 68

2. Os organizadores de uma festa de aniversário preparam um suco
de fruta misturando uma parte de suco concentrado e quatro partes de
água. Com esta diluição, a quantidade de suco concentrado que eles têm
permite preparar exatamente 400ml de suco para cada convidado.

(a) Nestas condições, cada litro de suco concentrado é suficiente para
preparar suco para quantas pessoas?

(b) Na última hora avisaram que virão à festa cinco pessoas a mais que
o previsto. O ĺıder da equipe pensou rapidamente e concluiu que
basta mudarem a diluição do suco para cinco partes de água para
cada parte de suco concentrado, e novamente terão o equivalente a
400ml por pessoa. Diante destas informações, qual era o número
de convidados previsto originalmente?

3. Um centro de pesquisas possui vários prédios em uma área retangular,
como indica o mapa a seguir.
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No mapa, os retângulos sombreados indicam os prédios, os números
indicam as medidas dos lados, em metros, e os espaços em branco são
calçamentos por onde se pode caminhar, inclusive nas ruas entre os
prédios.

Um pedestre, inicialmente no ponto indicado por P , deseja caminhar
a menor distância posśıvel para chegar a uma das duas sáıdas, indicadas
por A e B, onde há pontos de ônibus,

Determine qual das duas sáıdas, A ou B, deve ser escolhida e porque.

4. O painel do computador de bordo de um certo carro está configu-
rado para exibir dois números quando o carro está em funcionamento.
O primeiro número, indicado no painel por “Dist.”, é a distância percor-
rida, em quilômetros, desde a última vez que o contador foi zerado. O
segundo número é o desempenho médio, indicado por “DM”, e é o resul-
tado da divisão da distância percorrida, em quilômetros, pela quantidade
de combust́ıvel consumida no percurso, em litros. Ambos os números
são constantemente atualizados durante o funcionamento do carro. No
ińıcio de uma viagem, os contadores foram zerados e o painel indicava o
seguinte:

Dist.: 0,0 km
DM: - - - km/ℓ

Em um certo momento da viagem o motorista percebeu que, curio-
samente, o painel indicava dois números iguais

Dist.: 12,2 km
DM: 12,2 km/ℓ

Existe um número máximo de vezes em que este tipo de coincidência
dos dois valores pode ocorrer na mesma viagem? Se existe, esse número
pode ser determinado?

5. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo, no sentido horário, de maneira
que a primeira pessoa retira um amendoim e passa o pacote à pessoa à
sua esquerda. Esta retira dois amendoins e passa o pacote à esquerda. A
próxima pessoa retira três amendoins e assim, sucessivamente e podendo
dar mais de uma volta em torno do ćırculo, a distribuição continua com a
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quantidade retirada aumentando em um amendoim a cada nova retirada
ou, caso a quantidade de amendoins no pacote não seja mais suficiente
para isso, a última retira todos os amendoins restantes no pacote.

Considerando que, ao final da distribuição, a pessoa que ficou com
mais amendoins tenha exatamente 20 amendoins a mais que a pessoa que
ficou com menos amendoins, calcule a quantidade mı́nima de amendoins
que deveria haver no pacote no ińıcio da distribuição.

6. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferentes
se enfrentaram, cada time jogando contra cada um dos outros duas vezes,
uma em sua própria cidade e a outra na cidade do adversário. Cada
vitória vale 3 pontos, cada empate 1 ponto e cada derrota 0 pontos. Se,
ao final da primeira fase o total dos pontos somados por todas as equipes
foi de 242, quantas partidas desta fase terminaram empatadas?

Nı́vel 2

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”, feita com pessoas
enfileiradas, a primeira pessoa cochicha uma frase ao ouvido da segunda,
que transmite para a terceira pessoa do mesmo modo, e assim, suces-
sivamente, até chegar à última pessoa, que revela qual foi a mensagem
recebida.

Um grupo de 9 amigos resolveu fazer uma brincadeira semelhante,
mas com números de 1 a 99 e com as seguintes regras: se falarem ao seu
ouvido um número menor que 50 fale para a próxima pessoa o dobro
desse número, mas se o número que chegar a você for 50 ou mais, inverta
a ordem dos d́ıgitos do número e passe adiante. Por exemplo, se chegar
ao seu ouvido o número 60, cochiche para a próxima pessoa o número
6 (= 06). O desafio da nona pessoa é acertar qual foi o número inicial,
falado pela primeira pessoa.

Considerando que não ocorram erros de compreensão ou de cálculos,
determine quais são os posśıveis valores para o número falado pela pri-
meira pessoa, se o que chegou ao ouvido da nona pessoa foi

(a) 48

(b) 58
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2. Os organizadores de uma festa de aniversário preparam um suco
de fruta misturando uma parte de suco concentrado e quatro partes de
água. Com esta diluição, a quantidade de suco concentrado que eles têm
permite servir exatamente 400ml de suco para cada convidado.

(a) Nestas condições, cada litro de suco concentrado é suficiente para
preparar suco para quantas pessoas?

(b) Na última hora avisaram que virão à festa cinco pessoas a mais que
o previsto. O ĺıder da equipe pensou rapidamente e concluiu que
basta mudarem a diluição do suco para cinco partes de água para
cada parte de suco concentrado, e novamente terão o equivalente a
400ml por pessoa. Diante destas informações, qual era o número
de convidados previsto originalmente?

3. Um centro de pesquisas é constitúıdo de vários prédios dispostos em
uma área retangular, conforme indica o mapa a seguir.

No mapa, os retângulos sombreados indicam os prédios, os números
indicam as medidas dos lados, em metros, e os espaços em branco são
calçamentos por onde se pode caminhar, inclusive nas ruas entre os
prédios.

Um pedestre deseja caminhar do ponto A ao ponto B percorrendo a
menor distância posśıvel.

Determine, aproximadamente, qual é essa distância mı́nima e indique
no mapa qual caminho deve ser seguido.

4. O painel do computador de bordo de um certo carro está configu-
rado para exibir dois números quando o carro está em funcionamento.
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O primeiro número, indicado no painel por “Dist.”, é a distância percor-
rida, em quilômetros, desde a última vez que o contador foi zerado. O
segundo número é o desempenho médio, indicado por “DM”, e é o resul-
tado da divisão da distância percorrida, em quilômetros, pela quantidade
de combust́ıvel consumida no percurso, em litros. Ambos os números
são constantemente atualizados durante o funcionamento do carro. No
ińıcio de uma viagem, os contadores foram zerados e o painel indicava o
seguinte:

Dist.: 0,0 km
DM: - - - km/ℓ

Em um certo momento da viagem o motorista percebeu que, curio-
samente, o painel indicava dois números iguais

Dist.: 12,2 km
DM: 12,2 km/ℓ

Existe um número máximo de vezes em que este tipo de coincidência
dos dois valores pode ocorrer na mesma viagem? Se existe, esse número
pode ser determinado?

5. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferentes
se enfrentaram, cada time jogando contra cada um dos outros duas vezes,
uma em sua própria cidade e a outra na cidade do adversário. Cada
vitória vale 3 pontos, cada empate 1 ponto e cada derrota 0 pontos.
Se, ao final da primeira fase, o total dos pontos somados por todas as
equipes foi de 242, quantas partidas desta fase terminaram empatadas?

6. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo, no sentido horário, de maneira
que a primeira pessoa retira um amendoim e passa o pacote à pessoa à
sua esquerda. Esta retira dois amendoins e passa o pacote à esquerda. A
próxima pessoa retira três amendoins e assim, sucessivamente e podendo
dar mais de uma volta em torno do ćırculo, a distribuição continua com a
quantidade retirada aumentando em um amendoim a cada nova retirada
ou, caso a quantidade de amendoins no pacote não seja mais suficiente
para isso, a última retira todos os amendoins restantes no pacote.
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Considerando que, ao final da distribuição, a pessoa com mais amen-
doins tenha recebido exatamente 20 amendoins a mais que a pessoa que
ficou com menos amendoins,

(a) determine a quantidade mı́nima de amendoins que deveria haver
inicialmente no pacote.

(b) Determine a quantidade máxima de amendoins que poderia haver
no pacote.

Nı́vel 3

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”, feita com pessoas
enfileiradas, a primeira pessoa cochicha uma frase ao ouvido da segunda,
que transmite para a terceira pessoa do mesmo modo, e assim, suces-
sivamente, até chegar à última pessoa, que revela qual foi a mensagem
recebida.

Um grupo de 9 amigos resolveu fazer uma brincadeira semelhante,
mas com números de 1 a 99 e com as seguintes regras: se você receber
um número menor que 50 fale para a próxima pessoa o dobro desse
número enquanto que, se o número que chegar a você for 50 ou mais,
inverta a ordem dos d́ıgitos do número e passe adiante. Por exemplo,
se chegar ao seu ouvido o número 60, cochiche para a próxima pessoa o
número 6 (= 06). O desafio da nona pessoa é acertar qual foi o número
inicial, falado pela primeira pessoa.

Considerando que não ocorram erros de compreensão ou de cálculos,

(a) determine os posśıveis valores para o número falado pela primeira
pessoa, se o que chegou ao ouvido da nona pessoa foi 58.

(b) Determine qual é o menor número que pode chegar ao ouvido da
nona pessoa.

2. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferentes
se enfrentaram, cada time jogando contra cada um dos outros duas vezes,
uma em sua própria cidade e a outra na cidade do adversário. Cada
vitória vale 3 pontos, cada empate 1 ponto e cada derrota 0 pontos. Se,
ao final da primeira fase o total dos pontos somados por todas as equipes
foi de 242, quantas partidas desta fase terminaram empatadas?
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3. Diz-se que dois números estão na razão áurea, se a razão entre o
menor e o maior, for igual à razão entre o maior e a soma dos dois.
Um retângulo em que os lados estejam na razão áurea é chamado de
retângulo áureo e é sempre posśıvel dividi-lo em um quadrado e um
retângulo menor, que também é áureo.

A logomarca da Sociedade Brasileira de Matemática (SBM) é a figura
representada a seguir, formada pela subdivisão de um retângulo áureo
inicial em um quadrado e um retângulo menor. No interior do quadrado,
desenha-se um arco de um quarto de ćırculo, com raio igual ao lado do
quadrado. Repete-se o mesmo procedimento para o retângulo menor,
resultante da divisão anterior e assim, sucessivamente, forma-se uma
espiral pela junção dos arcos de ćırculo.

Esta logomarca utiliza uma sequência com apenas quatro quadrados.
Então, se a figura for feita de forma que cada lado do quadrado maior
tenha um metro e considerando π ≈ 3,14 e

√
5 ≈ 2,24,

(a) calcule o comprimento aproximado da parte da espiral que aparece
na logomarca.

(b) Se a construção continuasse, chegando a 2013 quadrados, qual seria,
aproximadamente, o comprimento da espiral?

4. Determine todos os posśıveis trios de números naturais a, b e c, tais
que (a4 − b4) · c = 2013.

5. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo, no sentido horário, de maneira
que a primeira pessoa retira um amendoim e passa o pacote à pessoa à
sua esquerda. Esta retira dois amendoins e passa o pacote à esquerda. A
próxima pessoa retira três amendoins e assim, sucessivamente e podendo
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dar mais de uma volta em torno do ćırculo, a distribuição continua com a
quantidade retirada aumentando em um amendoim a cada nova retirada
ou, caso a quantidade de amendoins no pacote não seja mais suficiente
para isso, a última retira todos os amendoins restantes no pacote.

(a) Considerando que, ao final da distribuição, a pessoa com mais amen-
doins tenha ficado com exatamente 20 amendoins a mais que a
pessoa que ficou com menos amendoins, determine os números
mı́nimo e máximo para a quantidade de amendoins no pacote an-
tes do ińıcio da distribuição.

(b) Determine a quantidade mı́nima de amendoins que deveria haver
no ińıcio para que, ao terminar a distribuição, a pessoa com mais
amendoins tenha 2013 amendoins a mais que a pessoa que retirou
menos amendoins.

6. Um estudante está construindo um jato de água com fluxo laminar
e, para eliminar as turbulências do fluxo, a água deve passar por um
curto tubo ciĺındrico de PVC preenchido com canudinhos de refresco. A
idéia é preencher o tubo com o maior número posśıvel de canudinhos,
sem deformá-los, de maneira que a seção transversal do tubo fica com o
aspecto ilustrado na figura a seguir.

No presente projeto, o estudante vai usar um tubo de PVC com
diâmetro interno de 80 mm e peenchê-lo com canudinhos com 4 mm de
diâmetro.

(a) Se os canudinhos são comercializados em pacotes com 200 unidades,
qual é a quantidade mı́nima de pacotes que serão necessários?

(b) E se os canudinhos forem comercializados em pacotes com 100 uni-
dades, quantos pacotes serão necessários?
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1.2 Resolução comentada

Nı́vel 1

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”... (baseado nas
soluções apresentadas por Endre Kurotusch Canettieri, Luiz Gustavo
Santos de Souza, Luiz Henrique Zuin Ruiz, Luiz Vasconelos Júnior e
Robinson Junior de Almeida Japiassú Borges)

(a) Para fazer o caminho inverso, partindo do número que chega à nona
pessoa (que é o número falado pela oitava) é preciso analizar, em
cada etapa, quais as possibilidades para o número anterior. Como
o número que chegou ao ouvido da nona pessoa foi o oitavo número
falado, então o que foi falado pela primeira pessoa deve ser o oitavo
na sequência reversa.
Pelas regras do jogo, percebe-se que o número 48 pode ser o su-
cessor de 84 (pois 84 invertido é 48), ou 24 (pois 2 × 24 = 48).
O antecessor de 84 só pode ser o número 42 pois nenhum número
maior que 50 invertido é 84. Pelo mesmo motivo, o antecessor de
42 só pode ser o número 21. Mas 21 não é diviśıvel por 2 nem
resulta da inversão dos d́ıgitos de um número maior que 50, e até
aqui só temos 4 números na sequência, então o número que ante-
cedeu 48 só pode ter sido 24.
O antecessor de 24 só pode ser o número 12, pois nenhum número
maior que 50 invertido é 24, e o antecessor de de 12 só pode ser o
número 6.
O antecessor de 6 pode ser o número 3 ou o número 60. Como 3 é
ı́mpar e nenhum número maior que 50 invertido é 3, e até aqui só
temos 5 números, o antecessor de 6 é 60.
Por sua vez, o antecessor de 60 é 30, pois 2x× 30 = 60 e nenhum
número maior que 50 invertido é 60. Do mesmo jeito, o antecessor
de 30 é 15 e o antecessor de 15 é 51, pois 15 é ı́mpar. Assim,
como 51 é o oitavo número da sequência, este é o que a primeira
pessoa falou. O diagrama a seguir representa, resumidamente as



Revista da Olimṕıada de Matemática do Estado de Goiás 15

possibilidades analisadas.

3
↙

48 ← 24 ← 12 ← 6 ← 60 ← 30 ← 15 ← 51
↖

84 ← 42 ← 21

(b) Seguindo o mesmo racioćınio do item anterior, se o oitavo número
foi o 68, o sétimo número pode ser 86 ou 34. O antecessor de 34 só
pode ser 17, e o antecessor de 17 só pode ser 71, que não pode ter
sucedido qualquer outro número, segundo as regras. Além disso,
o antecessor de 86, tanto pode ser 68 quanto 43, mas este último
também não tem antecessores posśıveis com as regras do jogo.
Neste ponto é interessante observar que a sequência pode ficar
alternando entre 68 e 86, e as posśıveis sequências com 8 números
estão representadas no diagrama a seguir.

34 ← 17 ← 71
↙

68 ← 86 ← 68 ← 86 ← 68 ← 86 ← 68 ← 86
↖ ↖

43 34

Este diagrama deveria ter bifurcações semelhantes em cada 68 e
em cada 86, mas apenas algumas delas foram exibidas para sim-
plificar a representação. Na sequência que alterna entre 68 e 86,
o número 68 ocupa as posições ı́mpares e 86 as pares. Assim, os
posśıveis valores para o número falado pela primeira pessoa (oitavo
da sequência reversa), são 34, 71 e 86.

2. Os organizadores de uma festa de aniversário preparam um suco
de fruta misturando uma parte de suco concentrado e quatro partes de
água...

Ver resolução do problema 2 do ńıvel 2.
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3. Um centro de pesquisas é constitúıdo de vários prédios dispostos em
uma área retangular... (solução proposta pela equipe da OMEG)

Levando-se em conta que, em um triângulo, qualquer lado é sempre
mais curto que a soma dos outros dois (mais que isso, o segmento de reta
que une dois pontos é sempre mais curto que qualquer outro caminho
ligando os mesmos dois pontos), podemos reduzir os posśıveis candidatos
a caminho mais curto às linhas poligonais PCDA ou PEFB, indicadas
na figura a seguir.

Como AC + CD = PE + FB = 300, resta comparar PD e EF .
Os triângulos PGD e EHF ambos possuem um ângulo reto (formado
pelos lados que são paralelos aos do retângulo maior) e, das medidas
apresentadas na figura, é fácil deduzir que PG = 210, DG = 150, HF =
200 e EH = 100. Então, podemos sobrepor dois triângulos com estas
medidas, fazendo coincidir o ângulo reto, para verificar que PD é mais
longo que EF e, portanto, a sáıda mais próxima de P é a B.

Observação: Um fato curioso é que parte dos estudantes do ńıvel 1
não chegou sequer a considerar as linhas diagonais das regiões não som-
breadas na obtenção do caminho mais curto. Isto pode ter ocorrido por
não terem entendido bem o enunciado ou por não perceberem que o
segmento de reta ligando dois pontos é mais curto que qualquer outro
caminho ligando os mesmos dois pontos. Mesmo usando esta noção,
alguns não conseguiram concluir pela dificuldade em calcular os compri-
mentos das diagonais e a solução aqui apresentada é um bom exemplo
de que, para se comparar duas quantidades, nem sempre é necessário
conhecer seu valor. A questão pergunta apenas qual é o caminho mais
curto e vimos que isto pode ser respondido sem calcular as medidas das
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linhas diagonais, o que iria requerer o Teorema de Pitágoras e estaria
fora do conteúdo previsto para o ńıvel 1.

Ainda assim, o estudante Samuel Prieto Lima argumentou correta-
mente que, utilizando-se o Teorema de Pitágoras nos triângulos retângulos
PGD e EHF , é posśıvel determinar EF e DP , sabendo que PG =
210, DG = 150, HF = 200 e EH = 100. Assim, a menor distância
posśıvel para a sáıda B é 300+100

√
5 e para a sáıda A é 300+100

√
6, 66.

Como
√
5 <
√
6, 66, então a sáıda mais próxima de P é a B. Neste caso,

uma alternativa mais simples seria comparar as medidas das diagonais
elevadas ao quadrado, o que já vem diretamente do Teorema de Pitágoras
e não requer o cálculo das ráızes quadradas.

4. O painel do computador de bordo de um certo carro está configu-
rado para exibir dois números... (baseado nas soluções apresentadas por
Heitor Abreu de Andrade, Melliza Barbosa Pontes e Robinson Junior de
Almeida Japiassú Borges)

Os dois números coincidem quando a quantidade de combust́ıvel con-
sumida a partir do momento em que os contadores foram zerados atinge
exatamente um litro, uma vez que áı a distância percorrida, dividida por
um, resulta no mesmo número para o desempenho médio. Portanto, isto
só pode ocorrer uma vez em uma mesma viagem (sem zerar o contador
novamente).

Observação: Esta solução assume, implicitamente, que a viagem se
inicia quando o carro começa a se deslocar, o que é razoável. Enquanto
o carro estiver parado e com o motor em funcionamento, antes do ińıcio
da viagem, há consumo de combust́ıvel, mas a distância percorrida é
nula, então os dois números, Dist. e DM, devem ser iguais a zero.

5. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo, no sentido horário...

Ver resolução do item (a) do problema 6 do ńıvel 2.

6. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferen-
tes se enfrentaram... (Baseada nas resoluções apresentadas por Gabriel
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Rodrigues Pinheiro França, Luiz Henrique Zuin Ruiz e Samuel Prieto
Lima)

Em cada uma das dez cidades ocorrem nove partidas (o time da casa
enfrenta cada um dos outros). Assim, na primeira fase foram disputadas
90 partidas no total. Se nenhuma terminasse empatada, em cada par-
tida um dos times somaria três pontos e o outro zero, totalizando 270
pontos na primeira fase. Cada partida empatada resulta em um ponto
para cada time, ou seja, dois pontos na partida. Assim, cada partida
empatada resulta em um ponto a menos que se ela tivesse terminado
com a vitória de um dos times. Como o total de pontos somados ao
final da primeira fase foi 242 = 270 − 28, conclui-se que 28 partidas
terminaram empatadas.

Nı́vel 2

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”...

(a) Ver resolução do problema 1 do ńıvel 1.

(b) Ver resolução do item (a) do problema 1 do ńıvel 3.

2. Os organizadores de uma festa de aniversário preparam um suco
de fruta misturando uma parte de suco concentrado e quatro partes de
água... (baseado nas soluções apresentadas por Leonardo Augusto Gar-
cia Cunha e Thiago Lucas Faustino da Silva)

(a) Cada litro de suco concentrado é misturado a quatro litros de água,
totalizando cinco litros, ou 5000ml. Dividindo por 400ml (quanti-
dade por pessoa), obtém-se 12,5 pessoas, ou seja o suco é suficiente
para 12 pessoas beberem 400ml cada e sobram 200ml.

(b) Como a diluição original contém 1/5 (ou 20%) de suco concentrado,
a quantidade de suco concentrado em cada porção de 400mL é
de 400mL/5 = 80mL. Na nova diluição, a porção por convidado
terá 400mL/6 de suco concentrado. Como a quantidade, total
de suco concentrado não é alterada, se n é o número original de



Revista da Olimṕıada de Matemática do Estado de Goiás 19

convidados, tem-se n · 80 = (n+ 5) · 400/6. Logo, n = 25, ou seja,
havia inicialmente uma previsão de 25 convidados.

Observação: Uma outra argumentação interessante e que resulta
em um cálculo mais simples parte da observação de que, como a
parte de suco concentrado não muda, “uma parte” de água, acres-
centada na diluição, corresponde ao suco suficiente para as cinco
pessoas que não estavam previstas, ou seja, 5×400 = 2000ml. Por-
tanto, uma parte de água corresponde, neste caso, a dois litros, o
que equivale a cinco porçoes de 400mL. Como o suco original-
mente preparado continha uma parte de suco e quatro de água,
ele consistia de dez litros, sendo suficiente para 10000÷ 400 = 25
pessoas.

3. Um centro de pesquisas é constitúıdo de vários prédios dispostos em
uma área retangular... (baseado nas soluções apresentadas por Lucca
Borges Prado e Thiago Lucas Faustino da Silva)

A figura a seguir destaca alguns pontos de referência importantes no
mapa.

Levando-se em conta que em um triângulo qualquer lado é sempre
mais curto que a soma dos outros dois, podemos reduzir os posśıveis
candidatos a caminho mais curto às linhas poligonais passando por AC
e DEB, por AC e HIJB ou por AFG e HIJB, sempre conectando
as duas partes pelas ruas entre os prédios. Para poder comparar os
comprimentos, é necessário calcular as diagonais tracejadas na figura e,
das medidas apresentadas, é posśıvel deduzir que AC é hipotenusa de
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um triângulo retângulo, com catetos medindo 90 e 120. Assim, pelo
teorema de Pitágoras,

AC
2
= 1202+902 = 100(144+81) = 100·225 = 102 ·152 ⇒ AC = 150.

De maneira análoga,

DE
2
= 1202+1602 = 100(144+256) = 100·400 = 102·202 ⇒ DE = 200.

Quanto a FG, HI e JB, os três são hipotenusas de triângulos retângulos
cujos catetos medem 50 e 120. Logo,

1202+502 = 100(144+25) = 100·169 = 102·132 ⇒ FG = HI = JB = 130.

Então, calculando o comprimento dos caminhos, tem-se, por AC eDEB,
como as ruas de C aD somam 10+100+60 = 170 e EB = 180 o caminho
de A a B, passando por DE totaliza 150 + 170 + 200 + 180 = 700m.

Por AC e HIJB, as ruas de C a H somam 10+100+120+20+30 =
280 e IJ = 50. Logo, este caminho totaliza 150+280+130+50+130 =
740m.

Finalmente, por AFG e HIJB, tem-se AF = 200, as ruas de G
a H somam 50 + 30 = 80 e IJ = 50. Então, este caminho totaliza
200 + 130 + 80 + 130 + 50 + 130 = 720m.

Portanto, o caminho mais curto é o que passa por AC e DEB, com
700 metros.

4. O painel do computador de bordo de um certo carro está configurado
para exibir dois números...

Ver resolução do problema 4 do ńıvel 1.

5. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferentes
se enfrentaram...

Ver resolução do problema 6 do ńıvel 1.

6. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo... (baseado na solução apresen-
tada por Lucca Borges Prado)
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(a) Havendo amendoins no pacote em quantidade suficiente, os números
de amendoins retirados por cada pessoa nas três primeiras rodadas
são

Pessoa: 1a¯ 2a¯ 3a¯ 4a¯ 5a¯ 6a¯ 7a¯ 8a¯ 9a¯ 10a¯
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Uma simples inspeção desta tabela permite observar que a dife-
rença entre quem retirou mais e quem retirou menos amendoins
é maior quando a última pessoa a retirar retira exatamente um
amendoim a mais que a retirada anterior, ou seja, a quantidade de
amendoins restantes no pacote após a penúltima retirada é exa-
tamente o número de amendoins desta penúltima retirada mais
um. Por exemplo, se na segunda rodada a 3a¯ pessoa retira exata-
mente os 13 últimos amendoins, ela torna-se a pessoa que retirou
mais amendoins, 16 no total, enquanto que a que retirou menos
amendoins fica sendo a 4a¯, com 4. Uma diferença de 12. Por ou-
tro lado, se houver de 1 a 12 amendoins nesta última retirada, a
pessoa que retirou menos continua tendo 4 e a retirou mais (que
pode ser a 2a¯ ou a 3a¯) terá retirado menos que 16, resultando
em uma diferença menor. Além disso, a cada retirada a diferença
entre quem tem mais e quem tem menos amendoins aumenta em
uma unidade, exceto quando a última retirada é feita pela 10a¯ pes-
soa, caso em que a diferença entre esta e a 1a¯ pessoa se mantém
a mesma que havia entre a 9a¯ e a 10a¯ após a retirada anterior.
Considerando estas caracteŕısticas da distribuição e procurando
ao longo da tabela, verifica-se que a diferença de 20 entre o que
retirou menos e o que retirou mais ocorre o mais cedo posśıvel
quando a 2a¯ pessoa retira os últimos 22 amendoins, totalizando
22 + 12 + 2 = 36, enquanto que a 3a¯ pessoa teria 13 + 3 = 16. E,
para que isso ocorra, a quantidade inicial de amendoins no pacote
deve ser 1+2+3+· · ·+21+22 = (1+22)+(2+21)+...+(11+12) =
11× 23 = 253.

(b) Para se obter a quantidade inicial máxima de amendoins que re-
sulta, ao final, em uma diferença de 20 entre o que retirou mais
e o que retirou menos, é importante observar que, como em cada
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rodada cada pessoa retira um amendoim a mais que a pessoa que a
antecedeu, cada pessoa, logo após retirar amendoins pela n-ésima
vez terá n amendoins a mais que a pessoa que a antecedeu. Por
exemplo, na segunda rodada cada pessoa fica com dois amendoins
a mais que a pessoa que a antecede, um deles conseguido na 1a¯
rodada e o outro na 2a¯. Então, quando chegar a terceira rodada,
se a pessoa que tirou mais amendoins for a última a retirar, an-
tes dessa última retirada ela tinha dois amendoins a menos que a
pessoa que a sucede na roda e, portanto, ela precisa ter retirado
22 nesta última retirada para ter 20 amendoins a mais que a pes-
soa que retirou menos (que será a próxima pessoa na roda), se,
por outro lado, a última pessoa tiver retirado de 2 a 21 (por não
haver mais amendoins no pacote) e a penúltima 24, a diferença
de 20 também estará garantida pelo mesmo motivo. E, ainda, se
a última retirada tiver sido de 1, a pessoa que fez esta retirada
é quem retirou menos (uma vez que a pessoa seguinte na roda
já tinha dois amendoins a mais que ela neste ponto) e como esta
última a retirar tinha 2 a mais que a anterior, da segunda rodada,
e retirou mais um amendoim, a penúltima retirada precisaria ser
de 23 para resultar em uma diferença de 20. Comparando todas
estas possibilidades, verifica-se que, para se utilizar o máximo de
amendoins na distribuição, a penúltima pessoa a retirar seria a 4a¯,
retirando 24 e a 5a¯ finaliza, retirando 22. Neste caso, a quantidade
inicial de amendoins seria 1 + 2 + 3 + · · ·+ 23 + 24 + 22 = 322.

Observação: Uma análise mais detalhada e mais geral deste pro-
blema pode ser encontrada na solução do item (b) do problema 5 do
ńıvel 3.

Nı́vel 3

1. Na brincadeira conhecida como “telefone sem fio”... (baseado na
solução apresentada porMatheus Abrão Abdala e na proposta pela equipe
da OMEG)
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(a) Se o oitavo número foi 58, de acordo com as regras o sétimo número
pode ter sido 85 ou 29. Como estes são ı́mpares, e considerando que
a brincadeira se restringe aos números naturais, o sexto número
pode ter sido 58 ou 92. Seguindo o mesmo racioćınio, o quinto
número pode ter sido 85, 29 ou 46. Então o quarto número pode
ter sido 58, 92, 64 ou 23. Mas 23 é ı́mpar e invertendo-se os seus
d́ıgitos tem-se 32 < 50, então 23 não tem antecessores posśıveis na
brincadeira. O terceiro número pode ter sido 85, 46, 29 ou 32, o
segundo 58, 92, 64 ou 16. Destes números, conclui-se, finalmente,
a primeira pessoa só pode ter falado um dos seguintes números:
85, 29, 46, 32, 61 ou 8.

Note que, uma vez que alguém fala 58 ou 85, a sequência passa a
alternar entre estes dois números. O diagrama a seguir permite vi-
sualizar as posśıveis sequências terminando em 58, observando que
em cada 58 da sequência que aparece no meio há uma bifurcação
semelhante às duas que são mostradas, podendo o 58 vir de um 85
ou um 29.

29 ← 92 ← 46 ← 64 ← 32 ← 16 ← · · ·
↙

58 ← 85 ← 58 ← 85 ← · · · 61
↖ ↙

29 ← 92 ← 46 ← 64 ← 32 ← 16 ← 8 ← 80 ← · · ·
↖ ↖

23 4 ← · · ·

(b) Na sequência de 8 números falados pelos participantes, pelo menos
um deles deve ser resultado da inversão dos d́ıgitos do anterior
(experimente começar com 1 e seguir as regras) e esta é a melhor
maneira de se obter números menores no final da sequência. O
menor número que pode resultar da inversão dos d́ıgitos é 5 (obtido
do 50), mas investigando-se as posśıveis sequências que terminam
em 5, tem-se

5 ← 50 ← 25 ← 52 ← 26 ← 62 ← 31
↖

13

De onde se conclui que uma sequência de 8 números obedecendo
às regras não pode terminar em 5. Utilizando o mesmo argumento
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para 6, tem-se

6 ← 60 ← 30 ← 15 ← 51
↖

3

e, para 7:
7 ← 70 ← 35 ← 53

Todas sequências muito curtas. Mas terminando em 8 é posśıvel
uma sequência mais longa:

8 ← 80 ← 40 ← 20 ← 10 ← 5 ← 50 ← 25 ← 52 ← · · ·
↖

4 ← 2 ← 1

Portanto, o menor número que pode chegar ao ouvido da nona
pessoa é 8 (basta que a primeira pessoa fale “25”).

2. Na primeira fase de um campeonato, dez equipes de cidades diferentes
se enfrentaram...

Ver resolução do problema 6 do ńıvel 1.

3. Diz-se que dois números estão na razão áurea, se a razão entre o
menor e o maior, for igual à razão entre o maior e a soma dos dois...
(baseado nas soluções apresentadas por Matheus Abrão Abdala, Felipe
Carvalho Lima, Bruno Porto Selva, Paulo Sérgio Sucasas da Costa Fi-
lho, Pedro Henrique Ferreira Stringhini e Davi Sidarta V. R. de Oliveira)

(a) Denotando por Φ o lado do segundo maior quadrado, tem-se, da
definição de retângulo áureo, que

Φ

1
=

1

1 + Φ
⇒ Φ2 + Φ− 1 = 0 ⇒ Φ =

√
5− 1

2
≈ 0,62 ,
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uma vez que a outra raiz da equação é negativa. As expressões
acima permitem, ainda, deduzir que Φ2 = 1 − Φ e 1 + Φ = 1/Φ .
Assim, o lado do terceiro maior quadrado é 1 − Φ = Φ2, e o do
quarto quadrado Φ − Φ2 = Φ(1 − Φ) = Φ3, que também equivale
a 2Φ − 1. Como o comprimento do arco de um quarto de ćırculo
com raio r é πr/2, o comprimento da espiral será

π

2
(1 + Φ+ Φ2 + Φ3) =

π

2
(1 + Φ+ 1− Φ+ 2Φ− 1)

=
π

2
(1 + 2Φ) =

π
√
5

2
≈ 3,14 · 1,12 = 3,5168m.

(b) Se a construção continuasse, chegando a 2013 quadrados, obser-
vando que o lado de cada quadrado, a partir do terceiro, é a di-
ferença entre os lados dos dois quadrados que o precedem e de-
notando por ℓk o lado do k-ésimo quadrado, o comprimento da
espiral seria

π

2
[ℓ1 + ℓ2 + (ℓ1 − ℓ2) + (ℓ2 − ℓ3) + · · ·+ ℓ2011 − ℓ2012]

=
π

2
(2ℓ1 + ℓ2 − ℓ2012) =

π

2

(

2 + Φ− Φ2011
)

,

uma vez que com ℓk = Φk−1. Quanto a Φ2011, trata-se de uma
parcela despreźıvel, uma vez que Φ < 1 e suas potências decrescem
à medida em que se aumenta o expoente. Mais especificamente,

Φ2 = 1− Φ <
1

2
⇒ Φ8 <

1

16
<

1

10

⇒ Φ2011 < Φ2000 = (Φ8)250 < 10−250.

Logo, o comprimento da espiral com 2013 quadrados seria, apro-
ximadamente

π

2
·
1

Φ2
=

π

2
(2 + Φ) =

π(3 +
√
5)

4
≈ 3,14 · 1,31 = 4,11m.

Observações: Historicamente, a razão áurea é definida como a razão
entre o maior e o menor segmentos, nas condições descritas no enunci-
ado, e denotada por φ = (1 +

√
5)/2 ≈ 1,618, também conhecido como
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número de ouro (ou número áureo). A letra grega φ (fi) foi escolhida
em referência a um escultor chamado F́ıdias. No caso deste problema da
OMEG, em que a sequência das medidas dos segmentos é decrescente,
foi mais conveniente trabalhar com o rećıproco da razão áurea, o número
Φ = 1/φ = (

√
5− 1)/2 ≈ 0,618, que é a razão da progressão geométrica

dos lados dos quadrados e, consequentemente, dos comprimentos dos
arcos de ćırculo.

No item (b), o comprimento da espiral também pode ser obtido
diretamente da soma dos termos da PG, como

π

2
(1 + Φ+ Φ2 + · · ·+ Φ2012) =

π

2
·
1− Φ2013

1− Φ
=

π

2

(
1

Φ2
− Φ2011

)

,

Que é equivalente ao resultado anterior, se observarmos que, pelas pro-
priedades da razão áurea, 1+Φ = 1/Φ ⇒ (1/Φ)2 = 1+2Φ+Φ2 = 2+Φ.

Em questões como esta, envolvendo cálculos com números não in-
teiros, como π e

√
5, mesmo que se pudesse usar um computador ou

calculadora, convém desenvolver os cálculos e simplificar as expressões
tanto quanto posśıvel sem substituir os valores (aproximados) desses
números que, além de dificultarem os cálculos, aumentam a imprecisão
da resposta. Em uma situação em que não se possa utilizar calculadora,
note como o desenvolvimento aqui apresentado, fazendo uso das proprie-
dades da razão áurea, permite várias simplificações e reduz a necessidade
de cálculos com os valores das constantes.

4. Determine todos os posśıveis trios de números naturais a, b e c, tais
que (a4 − b4) · c = 2013. (baseado nas soluções apresentadas por Felipe
Carvalho Lima e Matheus Abrão Abdala)

Uma maneira de facilitar esta tarefa é escrever os dois termos em
uma forma fatorada. Para o lado esquerdo, basta observar que

a4 − b4 = (a2 + b2)(a2 − b2) = (a2 + b2)(a+ b)(a− b) .

Sendo a > b, naturais, todos estes fatores serão também naturais, com
(a2 + b2) > (a+ b) > (a− b) e, no caso desta questão, todos devem ser
divisores de 2013.

Fatorando 2013, nota-se que é diviśıvel por 3, com 2013 = 3 · 671.
Busca-se, então na sequência dos números primos o primeiro que seja
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divisor de 671, encontrando 671 = 11 · 61. E 61, não sendo diviśıvel por
nenhum número primo menor que 8 (crivo de Eratóstenes), é número
primo. Portanto, a fatoração de 2013 em primos é 3 · 11 · 61, de forma
que a equação original é equivalente a

(a2 + b2)(a+ b)(a− b)c = 61 · 11 · 3 .

Verificando cada possibilidade de identificar fatores dos dois lados, cada
fator do lado esquerdo tem que ser um divisor de 2013. Assim, se a−b =
1, então a + b poderia ser 3, 11 ou 33. Mas a + b = 3 ⇒ a = 2
e b = 1 ⇒ a2 + b2 = 5, que não divide 2013. De modo análogo
a + b = 11 ⇒ a = 6 e b = 5 ⇒ a2 + b2 = 61 e, neste caso,
com c = 3 a equação é satisfeita. Continuando a verificação, tem-se
a + b = 33 ⇒ a = 17 e b = 16 ⇒ a2 + b2 > 400, enquanto que, de
2013, restaria apenas o fator 61. Considerando agora a − b = 3, seria
preciso que a + b = 11 ⇒ a = 7 e b = 4 ⇒ a2 + b2 = 65, que não
divide 2013.

Portanto, a única solução para o problema é obtida com a = 6, b = 5
e c = 3.

Observações: No ensino básico e mesmo em algumas áreas do en-
sino superior, por conveniência, normalmente se inclui o zero no conjunto
dos números naturais (ou pode-se dizer também que, em matemática su-
perior, por outras conveniências, o zero é exclúıdo de N). Neste caso, no
contexto do ensino médio, também é correta a solução com a = 1, b = 0
e c = 2013 .

5. Dez pessoas estão, lado a lado, em torno de um ćırculo. Um pacote
com amendoins é passado pelo ćırculo...

(a) Ver resolução do problema 6 do ńıvel 2.

Observação: Embora a resolução apresentada mostre que os
números mı́nimo e máximo de amendoins no ińıcio devem ser, res-
pectivamente 253 e 322, isto não quer dizer que qualquer valor en-
tre estes resulte, ao final, em uma diferença de 20 entre quem tem
mais e quem tem menos. Esta diferença final só vai ocorrer para
algumas quantidades iniciais de amendoins e um bom exerćıcio é
determinar quais são todas as possibilidades para a quantidade
inicial de amendoins que produzem este resultado.
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(b) (baseado na solução apresentada por Pedro Henrique Machado Ba-
riani e na proposta pela equipe da OMEG)

Conforme argumentado na resolução do problema 6 do ńıvel 2,
a diferença de 2013 entre o que retirou mais amendoins e o que
retirou menos é atingida o mais cedo posśıvel se a última pessoa
a retirar conseguir retirar o máximo posśıvel para aquela retirada,
ou seja, um amendoim a mais que os da retirada anterior. Esta
será, então, a pessoa a retirar mais e sua sucessora na roda será
a que retirou menos. Considerando que, ao final de n rodadas
completas, cada pessoa, da 2a¯ à 10a¯, tem exatamente n amendoins
a mais que a pessoa que a antecede na roda, se a diferença de 2013
ocorrer na rodada n+ 1 a última pessoa terá que retirar 2013 + n
para ter 2013 a mais que a pessoa que a sucede na roda. Além
disso, na rodada n + 1, a k-ésima pessoa da roda retira 10n + k
amendoins (veja a tabela na resolução do problema 6 do ńıvel
2) e então, para que a retirada de 2013 + n caia na rodada n + 1
é necessário que

10n+ 1 ≤ 2013 + n ≤ 10n+ 10

A primeira desigualdade implica 9n ≤ 2012 e a segunda, 9n ≥
2003. Então, a única possibilidade com n inteiro é 9n = 2007 ⇒
n = 223 ⇒ 2013 + n = 2236 amendoins retirados pela 6a¯ pessoa
(por que?) na última retirada. Portanto, o número mı́nimo de
amendoins necessários ao ińıcio é 1 + 2 + 3 + · · ·+ 2236 = 1118 ·
2237 = 2500966.

Observação: Um excelente desafio agora é, como no item (a),
determinar a quantidade máxima de amendoins que poderia ha-
ver no ińıcio para que, ao terminar a distribuição, a pessoa com
mais amendoins tenha 2013 amendoins a mais que a pessoa que
retirou menos amendoins. Ainda melhor seria determinar todos as
posśıveis quantidades iniciais que resultam nessa diferença final de
2013 entre quem retirou mais e quem retirou menos.

6. Um estudante está construindo um jato de água com fluxo laminar e,
para eliminar as turbulências do fluxo, a água deve passar por um curto
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tubo ciĺındrico de PVC preenchido com canudinhos de refresco... (base-
ado nas soluções apresentadas por Felipe Carvalho Lima, Seidi Yoshida
e na proposta pela equipe da OMEG)

(a) Como o diâmetro do tubo de PVC é 20 vezes o dos canudinhos, a
área de sua seção transversal é 202 = 400 vezes a área da seção
transversal de um canudinho. De forma que não são necessários
mais que 400 canudinhos, ou seja, dois pacotes de 200 para preen-
cher o tubo. Resta determinar se um pacote não seria suficiente.
Em termos da seção transversal, parece razoavelmente intuitivo
que a área ocupada pelo interior dos canudinhos é, em geral, maior
que a dos espaços entre os canudinhos, de forma que a área ocupada
pelos canudinhos é mais da metade da área da seção do tubo o que
leva à conclusão que são necessários mais da metade dos 400 canu-
dinhos para cobrir essa área, ou seja, mais que um pacote de 200.
Esta argumentação, no entanto, não é muito rigorosa e não prova
que haja de fato uma disposição dos canudinhos dentro do tubo em
que a área entre os canudinhos seja menor que metade da área da
seção do tubo. Com o objetivo de apresentar uma justificativa me-
lhor fundamentada, que também será útil para resolver o item (b),
uma observação do arranjo dos canudinhos centrais na figura que
acompanha o enunciado da questão remete ap fato de que em volta
de um ćırculo é possivel distribuir, de maneira exata, seis outros
ćırculos idênticos. De fato, os centros dos ćırculos serão vértices
de triângulos equiláteros e os centros dos seis ćırculos tangentes ao
central são vértices de um hexágono regular. A construção pode
continuar em camadas, como indica a figura a seguir.

A cada nova camada, cada lado do novo hexágono possui um
ćırculo a mais que o lado do hexágono da camada anterior, de
forma que a primeira camada hexagonal é formada por 6 ćırculos,
a segunda 12, a terceira 18 e, assim, sucessivamente, com a n-ésima
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camada tendo 6n ćırculos. Cada diagonal da n-ésima camada he-
xagonal é formada por uma fileira de 2n+ 1 ćırculos, o que deter-
mina o diâmetro de um ćırculo que circunscreve esta configuração
com n camadas hexagonais como sendo 2n + 1 vezes o diâmetro
do canudinho. Nesta construção, o número de canudinhos empre-
gados é

1+6+12+18+· · ·+6n = 1+6(1+2+3+· · ·+n) = 1+3n(n+1).

Para que uma configuração desse tipo, em camadas hexagonais,
caiba dentro do tubo com 80mm de diâmetro, é suficiente que
(2n+1) · 4mm < 80mm, ou seja, 8n < 76 ⇒ n ≤ 9. Para n = 9,
a quantidade de canudinhos necessários é 1+3 · 9 · (9+1) = 271 >
200. Portanto, são necessários entre 200 e 400 canudinhos para
preencher o tubo o que requer dois pacotes de 200.

(b) Se os pacotes forem de 100 canudinhos, é necessário determinar se
cabem, no tubo de PVC, mais do que 300 canudinhos. A confi-
guração com 9 camadas hexagonais tem um diâmetro de (2 ·9+1) ·
4 = 76mm, o que permite ainda alguma folga no ćırculo de 80mm.
E com 271 canudinhos, basta acrescentar mais 30 para ultrapassar
os 300. Uma maneira de se fazer isso é acrescentar uma fileira de
5 ćırculos ao longo de cada um dos 6 lados da configuração hexa-
gonal. Com nove camadas hexagonais, o lado do hexágono mais
externo é formado por 10 ćırculos, então com o acréscimo, cada
um dos lados ficaria com o aspecto da figura a seguir.

Para verificar se estes ćırculos acrescentados ficam dentro do ćırculo
maior, basta observar a diagonal do retângulo que liga os centros
de ćırculos diametralmente opostos, como indica a figura a seguir,
onde foi detalhada a região próxima a um dos vértices do hexágono.
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Não é dif́ıcil verificar que este retângulo tem o comprimento de
17 vezes o diâmetro do canudinho, ou seja 68mm e sua altura
é a mesma que a de um triângulo equilátero com o lado de 6
vezes o diâmetro de um canudinho, ou seja, 6 · 4

√
3/2 = 12

√
3.

Assim, pelo teorema de Pitágoras, a diagonal do retângulo mede√
682 + 122 · 3 =

√
5056 =

√
79 · 64 = 8

√
79 < 8

√
81 =

72mm. Mas a diagonal do retângulo fornece apenas a distância
entre os centros dos ćırculos nos extremos. Acrescentando-se o
raio de um ćırculo (2mm) em cada extremidade, é posśıvel concluir
que os novos ćırculos acrescentados ficam no interior de um ćırculo
com 76mm de diâmetro e centrado no centro do hexágono original.
Portanto, cabem mais que 300 canudinhos e menos que 400 no tubo
de PVC, sendo necessários quatro pacotes de 100 canudinhos.

Observações: Esta questão está relacionada a uma classe importante
de problemas matemáticos conhecidos como problemas de empacota-
mento. Neste caso particular de empacotamento de ćırculos de mesmo
diâmetro dentro de um ćırculo maior, geralmente procura-se determinar
o raio mı́nimo do ćırculo maior que permita colocar em seu interior, sem
sobreposição, um certo número, n de ćırculos menores de raio unitário
ou, equivalentemente, o raio máximo dos n ćırculos menores que per-
mita empacotá-los em um ćırculo unitário. Em geral este é um problema
muito dif́ıcil de se resolver, porque à medida em que n aumenta, também
aumentam as posśıveis maneiras de se distribuir os ćırculos menores e
não há como garantir que uma configuração que parece ser a melhor seja
de fato. Segundo o interessante website www.packomania.com, que lista
o menor valor conhecido da razão entre os raios para cada n de um a
2989, atualmente só são conhecidas soluções definitivas para n ≤ 13 e
n = 19, que são valores surpreendentemente pequenos. Além disso, o
Pakomania tem uma vasta coleção de dados sobre diversos tipos de em-
pacotamento de ćırculos e esferas. Para o tipo de problema considerado
nesta questão da OMEG, basta escolher a opção “circles in a circle”. Na
seção “Applications”, é posśıvel fornecer os diâmetros do ćırculo maior
e do menor e o site calcula quantos ćırculos é posśıvel empacotar nes-
tas condições, mostrando o diagrama de uma posśıvel distribuição dos
ćırculos. Entrando com 80 para o diâmetro maior e 4 para o menor
(ou 20 e 1, respectivamente), que é a situação do problema da OMEG,
e clicando o botão “Let’s go” obtém-se uma configuração que coloca
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338 canudinhos no cano de PVC com a disposição indicada na figura a
seguir.

www.packomania.com  E.SPECHT 10-AUG-2014

Outro resultado interessante é que na resolução desta questão obti-
vemos uma configuração que permite colocar 301 ćırculos (271 obtidos
no item (a) mais 30 acrescentados no item (b)) com 4mm de diâmetro
no interior de um ćırculo com 76mm e a melhor solução obtida pelo al-
goritmo do Packomania, para esta relação entre os diâmetros, consegue
colocar 304 ćırculos, o que é apenas 1% a mais, mostrando que, sendo
o diâmetro do ćırculo maior 19 vezes o do menor, a configuração aqui
proposta já aproveita muito bem o espaço e deixa pouca margem para
ser melhorada.
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