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Coletânea 2000 
Problemas propostos Nível 1  

 
1) Uma planta aquática tem a propriedade de dobrar sua superfície a cada dia 

que passa. Colocando-se uma muda dessa planta num certo lago, em 30 
dias ela cobrirá o lago todo. Em quantos dias ela cobrirá metade do lago? E 
se colocarmos duas mudas no lago, em quantos dias ele estará coberto? 

 
2) Um banco oferece a seus clientes a utilização de computadores para 

retirada de dinheiro. O computador faz pagamento utilizando notas de R$ 
1,00 e R$ 5,00. De quantas maneiras diferentes o computador poderá pagar 
a quantia de R$ 100,00 a um cliente? 

 
3) Uma escola tem exatamente 100 armários e 100 estudantes. No primeiro 

dia de aula os estudantes encontraram-se fora do prédio e concordaram no 
seguinte plano: o primeiro estudante entrará na escola e abrirá todos os 
armários. O segundo aluno entrará e fechará os armários com números 
pares (2,4,6,8,...). O terceiro aluno, então, inverterá o que tiver sido feito a 
cada 3 armários (no 3º,6º,9º,12º,...); o que significa: ele abrirá se o armário 
estiver fechado, ou fechará se estiver aberto. O quarto aluno inverterá o que 
tiver sido feito a cada 4 armários (no 4º,8º,12º,16º,...) e assim por diante. 
Após todos os alunos terem entrado e realizados suas tarefas, como estará o 
armário de número 100: aberto ou fechado? 

 
4) Em uma escola vai ser organizado um campeonato de vôlei com a 

participação de 32 equipes. As equipes vão ser distribuídas em 8 grupos. 
Em cada grupo, cada equipe joga com todas as outras e a melhor equipe se 
classifica para a fase seguinte. As equipes classificadas são distribuídas em 
2 grupos nos quais o sistema se repete. Finalmente as primeiras colocadas 
disputam a final. Ao todo, quantos jogos são disputados? 

 
5) Um feirante tinha uma cesta de ovos para vender e atendeu sucessivamente 

três fregueses. Cada freguês levou a metade dos ovos existentes na cesta e 
mais meio ovo. Se o feirante não precisou quebrar nenhum ovo e sobraram 
10 ovos na cesta, quantos ovos havia inicialmente? 
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6) Como é possível retirar de um rio exatamente 6 litros de água se só se 
dispõe, para medir a água, de dois baldes com 4 litros e 9 litros de 
capacidade? 

 
7) Um elevador pode levar 20 adultos ou 24 crianças. Se 15 adultos já estão 

no elevador, quantas crianças podem ainda entrar? 
8)  Olhem só como ficou a chama no instante em que um fotógrafo fotografou 

a vela! O diâmetro da vela mede x cm. Na figura qual dos estágios da 
chama tem maior área? Para uma montagem fotográfica, precisa-se que a 
chama tenha exatamente 6 cm2. Qual deve ser o valor de x? 

 
 x 
 

x  
 
 x 
 
 
9)  Um navio pirata de 9 m de largura máxima tem um canhão que para cada 

200g de pólvora recua 1 m quando atira. Sem saber disso, um marujo 
colocou 1,5 kg de pólvora e atirou. Se o canhão bater na amurada, ele volta, 
na mesma direção, tanto quanto recua caso a largura permita continuar. 
Desprezando as dimensões: 

x 

a) A que distância da posição de tiro ele ficou?  
b) Esse marujo sempre deixa próximo do canhão, que está na sua posição, 

uma lata de 4 litros cheia de pólvora. Cada litro dessa pólvora equivale 
a 0,9 kg. A que distância da posição de tiro ficaria o canhão depois do 
tiro, caso o marujo distraído colocasse nele toda a pólvora da lata para 
um único tiro? 

c) Se ele dividisse a pólvora em três partes iguais, uma para cada tiro, 
sendo que o canhão não é recolocado em seu lugar após o tiro, a que 
distância ficaria o canhão após o último tiro? 

 
10) Um pescador se perdeu no mar e notou que seu barco estava furado. A cada 

15 min. , entravam 180 litros de água. Com o balde, ele começou a despejar 
a água para fora, mas só conseguiu tirar 9 litros a cada 5 min. A lancha de 
socorro mais próxima estava a 50 km do local e sua velocidade máxima era 
de 180 km/h. Determine qual deveria ser a velocidade mínima para que a 
lancha chegasse a tempo, sabendo que o barco afundaria se entrassem 255 
litros de água. 
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11) (XXI OBM)Corte 10 algarismos do número 1234512345123451234512345  
para que o número restante seja o maior possível. 

 
12) (XXI OBM) Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete caixas e 

colocou em cada uma delas uma etiqueta dizendo o número de moedas da 
caixa. Essa distribuição foi feita de forma que qualquer quantia de R$ 1,00 
a R$127,00 pudesse ser paga entregando-se apenas caixas fechadas. De que 
maneira Pedro fez essa distribuição? 

  
13) (XXI OBM) Um edifício muito alto possui 1000 andares, excluindo-se o 

térreo. Do andar térreo partem 5 elevadores: 
O elevador A para em todos os andares. 
O elevador B para nos andares múltiplos de 5, isto é, 0,5,10,15,... 
O elevador C para nos andares múltiplos de 7, isto é, 0,7,14,21,... 
O elevador D para nos andares múltiplos de 17, isto é, 0,17,34,51,... 
O elevador E para nos andares múltiplos de 23, isto é, 0,23,46,69,... 
 
a) Mostre que, excetuando-se o andar térreo, não existe nenhum andar 

onde param os 5 elevadores. 
b) Determine todos os andares onde param 4 elevadores. 

 
14) (XXI OBM) Encontre o menor tabuleiro quadrado que pode ser ladrilhado 

usando peças com o seguinte formato: 
 
 
 
15) Você sabe que existem  9 números de um algarismo,  90  números  de dois 

algarismos, 900 números de três algarismos, etc. Considere agora cada 
número cujo último algarismo à direita representa o número de algarismos 
desse número. Por exemplo, o número 9 074 é um deles, pois 4 é o número 
de seus algarismos. Quantos números desse tipo existem ? 

 
 

Problemas propostos Nível 2 
 
1) Chamam-se palíndromos os números inteiros que não se alteram quando é 

invertida a ordem de seus algarismos (por exemplo, 383, 4224, 74847). 
Qual é o número de palíndromos de cinco algarismos? 

 
2) Um fazendeiro comprou 1000 bois pagando R$ 250,00 por cada um. 

Vendeu 400 com lucro de 25%. A que preço deverá vender cada um dos 
seiscentos restantes de modo que, no final, seu lucro total seja de 40%? 
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3) Um ano solar tem 365 dias mais 5h 48min 46s. Por isso, no calendário 

encontramos, de 4 em 4 anos, três anos com 365 dias e um ano bissexto, 
com 366 dias. Entretanto, por não serem exatamente 365 dias e 6h, a 
intercalação de anos bissextos não é tão simples. Em meados do século 
XVI, o papa Gregório XIII determinou que nenhum ano que terminasse em 
00 fosse bissexto, exceto os divisíveis por 400. Assim, em nosso 
calendário, os anos bissextos são divisíveis por 4, excluindo os terminados 
em 00 que não são divisíveis por 400. O ano 2000 é bissexto? O ano 2100, 
será bissexto? Quantos são os anos bissextos no período de 1601 a 2000? 

 
4) Quantos triângulos equiláteros existem na figura abaixo? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5) Mostre que não existe triângulo retângulo isósceles com lados inteiros. 
 
6) Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema 

razão ou em secção áurea, se  o mais longo dos segmentos é a média 
geométrica entre o segmento menor e o segmento todo. A razão entre o 
segmento menor e o segmento maior chama-se razão áurea. Os pitagóricos 
mostraram interesse considerável pela secção áurea e pela razão áurea. 

Mostre que a razão áurea é 
2

15 −
. 

 
7) Três algarismos distintos, combinados de três formas diferentes, 

representam três números cuja raiz quadrada é exata. Quais são essas 
combinações? 

 
8) Uma  empresa adotou o seguinte logotipo, 

formado por 4 triângulos retângulos e 3 
quadrados: 
 
a) Represente a área da figura dada, como um 
       polinômio na variável x, dado que x  
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       simboliza a medida do lado do qua- 
      drado menor e que a área desse quadra- 
      do dá numericamente a medida do lado 
      do quadrado maior. 
 
b) Calcule o valor da área para  x = 3cm. 

 
9) Para testar os conhecimentos de um sargento, o capitão ordenou que 

separasse 10 soldados e os dispusesse em 5 fileiras com 4 homens. Como o 
sargento conseguiu realizar essa tarefa? 

 
10) Nos triângulos equiláteros a seguir, cada triângulo menor toca o ponto 

médio dos lados dos triângulos maiores. Calcule a área do triângulo menor. 
 

 1 cm 

 
 
 
 
 
 
 
 
11) (XXI OBM) Num quadro-negro são escritos três inteiros. Começa-se, 

então, uma sequência de movimentos onde, em cada passo, apaga-se um 
deles e escreve-se em seu lugar a soma dos outros dois diminuída de uma 
unidade. Após vários movimentos, estão escritos no quadro os números 17, 
75 e 91. É possível que no início estejam escritos no quadro: 
a) 2, 2, 2, ? 
b) 3, 3, 3, ? 

 
12) (XXI OBM) Seja ABCD um quadrado. Escolhemos pontos M, N, P, Q 

respectivamente sobre AB, BC, CD e DA, de modo que as circunferências 
circunscritas aos triângulos MBN e PDQ sejam tangentes exteriormente. 
Mostre que MN + PQ ≥ AC. 

 
13) (XXI OBM) Determine o maior natural n para o qual existe uma 

reordenação (a, b, c ,d) de (3, 6, 9, 12) (isto é, {a, b, c, d} = {3, 6, 9 ,12}) 

tal que o número 
n d12c9b6a3 seja inteiro. Justifique sua resposta. 

 
14) (XXI OBM) Um professor de matemática passou aos alunos a adição A/B 

+ C/D onde A, B, C e D são inteiros positivos, as frações estão 
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simplificadas ao máximo e os denominadores são números primos entre si. 
Os alunos adicionaram as frações tirando o mínimo múltiplo comum dos 
denominadores das parcelas e escrevendo este como denominador do 
resultado. Mostre que a fração que os alunos encontraram como resultado 
está simplificada. 

 
15) (XXI OBM) Determine todos os inteiros positivos n para os quais é 

possível montarmos um retângulo 9 x 10 usando peças 1 x  n. 
 
 

Problemas propostos Nível 3 
 
1) Se AB e BC formam uma corda quebrada num círculo (com AB ≠ BC) ,  M 

é ponto médio do arco ABC e F o pé da perpendicular de M à corda maior, 
demonstre que F será o ponto médio da corda quebrada ABC. 
 

M 

F 
C 

B 

A 

 
 
 
 
 
 
 
2) Dado um triângulo retângulo ABC, prove que o raio r  do círculo inscrito 

no triângulo é igual a metade da soma dos catetos menos a hipotenusa, ou 

seja, 
2

BCACAB
r

−+
= . 

C  
 

 r 

 B 

 
 

  
 
 A 

  
 
3) Num triângulo qualquer de lados a, b e c demostre que a área S é igual a                                

( )( )( )cpbpapp −−− , onde 
2

cba
p

++
= . 

 
4) Um triângulo é dito inteiro se seus lados são todos inteiros. Determinar 

todos os triângulos inteiros cujo perímetro é igual a sua área. 
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5) Prove que se a +  b +  c = 0, então a3 +  b3 +  c3 = 3abc. 
 
6) (XXI OBM) Nos extremos de um diâmetro de um círculo, escreve-se o 

número 1 (primeiro passo). A seguir, cada semicírculo é dividido ao meio e 
em cada um dos seus pontos médios escreve-se a soma dos números que 
estão nos extremos do semicírculo (segundo passo). A seguir, cada quarto 
de círculo é dividido ao meio e em cada um dos seus pontos médios coloca-
se a soma dos números que estão nos extremos de cada arco (terceiro 
passo). Procede-se, assim, sucessivamente: sempre cada arco é dividido ao 
meio e em seu ponto médio é escrita a soma dos números que estão em 
seus extremos. Determinar a soma de todos os números escritos após 1999 
passos. 

 
7) (XXI OBM) José tem três pares de óculos, um magenta, um amarelo e um 

ciano. Todo dia de manhã ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado 
de nunca usar o mesmo que no dia anterior. Se no dia primeiro de agosto 
ele usou o magenta, qual a probabilidade de que no dia 31 de agosto ele 
volte a usar o magenta?  

 
8) (XXI OBM) Encontre as soluções inteiras de x3 - y3 = 999. 
 
9) O número N = 11111 . . . 11 possui 1999 dígitos, todos iguais a 1. Qual é o 

resto da divisão de N por 7? 
 
10) Para quantos valores inteiros de x existe um triângulo acutângulo de lados 

12, 10 e x? 
 
11) Dois irmãos herdaram um terreno com a forma de um triângulo ABC 

retângulo em A, e com o cateto AB de 84 m de comprimento. Eles 
resolveram dividir o terreno em duas partes de mesma área, por um muro 
MN paralelo a AC como mostra a figura abaixo. Calcule o comprimento do 
segmento BM. 

NM

C

B

A
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12) As representações decimais dos números e   são escritas lado a 
lado. Qual é o número de algarismos escritos? 

19992 19995

 
13) Uma caixa contém 100 bolas de cores distintas. Destas, 30 são vermelhas, 

30 são verdes, 30 são azuis e entre as  10 restantes, algumas são brancas e 
outras são pretas. Qual é o menor número de bolas que devemos tirar da 
caixa, sem lhes ver a cor, para termos a certeza de haver pelo menos 10 
bolas da mesma cor? 

 
 

Resolução Nível 1 
 
1)   

a) Como a superfície dobra a cada dia, no 30º dia a superfície coberta pela 
planta é o dobro da superfície coberta no 29º dia. Como no 30º dia o lago 
todo está coberto, então a metade dele estará coberta no 29º dia. 

b) Em 29 dias cada muda se reproduz e acaba cobrindo a metade do lago. 
Portanto, colocando-se duas mudas, em 29 dias elas cobrirão o lago todo. 

 
2) Para pagar R$ 100,00, o computador pode usar diferentes quantidades de 

notas de    R$ 5,00, desde nenhuma até 20. 
Então, temos as seguintes possibilidades: 
 

R$ 5,00 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
R$ 1,00 100 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50 

 
R$ 5,00 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
R$ 1,00 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0 

 
3) A questão é saber quantos estudantes mexeram (abrindo ou fechando) no 

armário de número 100. 
A lei a ser observada é a seguinte: 
 
Número do aluno                       Número dos armários em que o aluno mexe 

1 1,2,3,4,5,6,... = múltiplos de 1 
2 2,4,6,8,10,...  = múltiplos de 2 
3 3,6,9,12,15,...= múltiplos de 3 
4 4,8,12,16,20,...=múltiplos de 4 

              etc. 
     Sendo assim, para saber quantos estudantes mexeram no armário de número 

100, basta descobrir quantos são os divisores de 100 (ou de quantos 
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números, entre 1 e 100, o número 100 é múltiplo). Como 100 = 22 x 52, 
então 100 possui (2 + 1) (2 + 1) = 9 divisores, a saber, 1,2,4,5,10,20,25,50 e 
100. Dessa forma, 9 alunos mexeram no armário e o armário terminou 
aberto porque 9 é ímpar. 

 
4) a)  As equipes vão ser distribuídas em 8 grupos e, portanto, cada grupo terá 

4 equipes. Cada uma dessas 4 equipes joga com as outras 3 equipes em um 
único turno. Então, o número de jogos realizados em cada grupo é (4 x 3) : 
2 = 6 e no total é 6 x 8 = 48. 
b)  As 8 equipes classificadas são distribuídas em 2 grupos e, portanto, cada 
grupo terá 4 equipes. Novamente , o número de jogos realizados em cada 
grupo é (4 x 3) : 2 = 6 e no total é 6 x 2 = 12. 
c)  As 2 equipes classificadas fazem o jogo final. Então, o total de jogos é 
48+12+1=61. 

 
5)   a)  Chamamos de x o número de ovos existentes inicialmente na cesta. 
  Realizada a 1ª  venda, temos: 

  ovos vendidos 
2

1

2

1

2

+
=+=

xx
 

  ovos restantes 
2

1

2

1 −
=

+
−=

xx
x  

       b)  Realizada a 2ª venda, temos: 

  ovos vendidos 
4

1

2

1

2

1

2

1 +
=+






 −

=
xx

 

  ovos restantes 
4

3

4

1

2

1 −
=

+
−

−
=

xxx
 

c) Realizada a 3ª venda, temos: 

ovos vendidos = 
8

1

2

1

4

3

2

1 +
=+







 − xx
 

ovos restantes 
8

7

8

1

4

3 −
=

+
−

−
=

xxx
 

 
d) Pela condição dada no problema, temos: 

      10
8

7
=

−x
 e daí x = 87. 

Outra solução: 
Se na terceira venda sobraram 21 ovos ele deveria ter 43 ovos antes desta 
venda, pois vendeu 21,5 + 0,5. Antes da segunda venda ele deveria ter 87 
ovos, pois ele vendeu 43,5 + 0,5. 
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6) Vamos resolver o problema usando pares de números, em que o primeiro 

número do par indica o total de litros que há no balde de 9 litros e o 
segundo número indica o total de litros do balde de 4 litros. 
1º)  Enchemos o balde maior com água do rio. Ele fica com 9 litros de 
água: (9,0). 
2º)  Com essa água do maior enchemos o menor, ou seja, passamos 4 litros 
do maior para o menor. O maior fica com 5 litros e o menor com 4 litros: 
(5,4). 
3º)  Jogamos no rio a água do menor: (5,0). 
4º)  Com os 5 litros  que estão no balde maior, enchemos novamente o 
menor. O balde maior fica com 1 litro, e o menor com 4 litros: (1,4). 
5º)  Jogamos no rio outra vez a água do menor: (1,0). 
6º)  Passamos 1 litro de água que restou no balde maior para o menor: 
(0,1). 
7º)  Enchemos novamente o balde maior com 9 litros de água do rio: (9,1). 
8º) Com essa água do maior completamos o balde menor. Com isso 
passamos 3 litros do balde maior para o menor e ele fica então com 6 litros: 
(6,4). 
9º)  Só para completar, jogamos novamente no rio a água do menor: (6,0). 
 
Nota: Retiramos do rio 18 litros de água, pois enchemos duas vezes o balde 
maior, de 9 litros. Devolvemos ao rio 12 litros de água, pois por três vezes 
esvaziamos o balde menor, de 4 litros, no rio. Assim ficamos com 6 litros. 
 

7) Como 20 adultos usam a capacidade total do elevador, 15 adultos usam 







=

4

3

20

15
  da capacidade. Assim, a capacidade disponível é de 

4

1
. Seriam 

necessárias 24 crianças para usarem a capacidade total. Logo, para usarem  

4

1
 da capacidade são necessárias 

4

1
x 24 = 6 crianças. 

 
8) Calculando a área de cada estágio temos: 
 
                                 x . x .1/2 = x2/2 
              x . 2x . 1/2 � x2/2= 2x2/2 - x2/2 = x2/2 
       x . 3x .1/2 � x2= 3x2/2 - x2 = x2/2 
 
       Portanto, os 3 estágios têm a mesma área x2/2 cm2. 
       Para que a chama seja exatamente 6 cm2 devemos ter: 
       x2/2 + x2/2 + x2/2 = 6 ⇒ 3x2/2 = 6 ⇒ x2 = 2 . 6 .1/3 ⇒ x2 = 4 ⇒ x = 2 cm. 
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9) a)1,5 kg = 1500 g  

   1500 ÷ 200 = 7,5 
   O canhão ficou a 7,5 m da posição de tiro. 
 
b) 4 litros = 4 . 0,9 kg = 3,6 kg = 3600 g ; 3600 ÷ 200 = 18 m. 
Então, o canhão recua 9 m, bate na amurada e volta 9 m, ficando assim     
novamente na posição de tiro. Logo, a distância é 0. 
 
c) Para cada tiro, haverá 1200 g de pólvora, o que fará o canhão andar 6 m, 
pois 1200 : 200 = 6. Então, após o primeiro tiro o canhão para no ponto P: 
 

 
 
 
 
 

Amurada oposta 
à posição de tiro 

Posição de tiro 
6 m   3 m 

B A   P 

 
Após o segundo tiro, o canhão também para em P, pois recua 3 m, bate na 
amurada (B) e volta 3 m. O mesmo ocorre após o terceiro tiro. Assim, a 
distância da posição inicial é de 6 m.  

 
10) Entram 180 litros a cada 15 minutos. Em 1 minuto, entram 12 litros. Saem 

9 litros a cada 5 minutos. Em 1 minuto, saem 1,8 litros. Logo, entram 10,2 
litros a cada minuto. Se t = tempo para entrarem 255 litros no barco, temos: 

 
Tempo (minutos)                     Capacidade (litros) 

         t     255 
    1                 10,2 

        t = 25 min. 
 
       Então, a lancha deve fazer pelo menos 50 km em 25 minutos, ou 2 km em 1 

minuto  ou 120 km em 1 hora. Logo, a velocidade mínima necessária é   
de 120 km/h. 

 
11) O maior número restante é 553451234512345. Para ver isto, podemos 

supor que os cortes são feitos da esquerda para a direita. Se deixarmos de 
cortar todos os quatro primeiros algarismos, o número que resta começará 
por 1, 2, 3 ou 4. Logo, menor que o número acima. Feito isto, se deixarmos 
de cortar a segunda seqüência 1234, o número que resta terá na primeira ou 
segunda casa, da esquerda para a direita, 1, 2, 3 ou 4. Ainda menor que o 
número acima. Os dois primeiros 5 devem permanecer, pois retirando-se 
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um deles, completamos 9 retiradas e daí algum algarismo da terceira 
seqüência 1234 aparecerá na 1a ou na 2a casa. Finalmente devemos cortar a 
seqüência 12, que ocupa a 11a  e 12a posições. 

 
12) Basta distribuir as moedas em 7 caixas contendo respectivamente 1, 2, 4, 8, 

16, 32 e 64 moedas. Para outros pagamentos Pedro pode fazer 3 = 1 + 2,    
5 = 1 + 4, 6 = 2 + 4, 7 = 1 + 2 + 4. Assim já pode pagar as quantias de 1 a 7 
reais com o conteúdo das caixas. Adicionando-se a parcela 8 a estas somas 
chega-se às somas de 9 até 15. Adicionando-se a parcela 16 às 15 somas 
assim formadas obtém-se somas de 17 a 31. A estas acrescenta-se a parcela  
32. E finalmente a parcela 64, obtendo-se assim todas as somas de 1 a 127 
= 1+ 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64. 

 
13)  
a)           O elevador B para nos múltiplos de 5.  

O elevador C para nos múltiplos de 7. 
 O elevador D para nos múltiplos de 17.  

O elevador E para nos múltiplos de 23. 
Como 5, 7, 17 e 23 são números primos, para que todos parem num 
mesmo andar, este tem que ser múltiplo de 5 × 7 × 17 × 23 =  13685 e o 
prédio só tem 1000 andares. 

 
 b)   Para que num andar parem exatamente quatro elevadores, devem parar A, 

que pára em todos, e três dos restantes. 
B, C e D param nos múltiplos de 5 × 7 × 17 = 595      
B, C e E param nos múltiplos de 5 × 7 × 23 =  805 
B, D e E param nos múltiplos de 5 × 17 × 23 = 1955   
C, D e E param nos múltiplos de 7 × 17 × 23 =  2737  
Logo, os andares onde param 4 elevadores são o 595 e o 805. 

 
14) O menor tabuleiro é do tipo 10 × 10 coberto com 20 peças, como mostrado, 

por exemplo, na figura abaixo, à esquerda.  
 
 

 

Com efeito, o número de casas do 
tabuleiro é um quadrado perfeito múltiplo 
de 5. Logo é 25, 100, 225 ou ... etc. Mas 
um tabuleiro 5 × 5 não pode ser coberto 
com peças deste tipo, pois ao tentarmos 
completar uma lateral do tabuleiro, 
seremos conduzidos a uma das duas 
figuras à direita, as quais não se deixam 
completar pelas peças para formar todo o  
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 tabuleiro. 

 
15) Os números são 1, ❏2, ❏❏3, ❏❏❏4,..., ❏❏❏❏❏❏❏❏9, num total de 1 + 

9 + 90 + 900 + ...+ 90 000 000 = 100 000 000. 
 

 
Resolução Nível 2 

 
1) Um palíndromo de cinco algarismos tem a forma abcba, em que a, b, c são 

algarismos e a ≠ 0. Temos 9 possibilidades para a, 10  para b e 10  para c; 
então, o total de possibilidades é 9 x 10 x 10 = 900. 

 
2) Comprando cada boi por R$ 250,00, o fazendeiro teve um custo total de                 

R$ 250000,00. Para ter um lucro total de 40%, deverá arrecadar na venda 
dos 1000 bois o total de: 

               250000,00 x 1,4 = 350000,00 
       Na venda dos primeiros 400 arrecadou: 
    400 x 250,00 x 1,25 = 125000,00 
       Assim, na venda dos outros 600 bois deverá arrecadar: 
    350000,00 - 125000,00 = 225000,00 
       Cada boi deve ser vendido por:
    225000,00 : 600 = 375,00 
       Logo, o fazendeiro deverá vender cada boi por R$ 375,00. 
  
3) a) O ano 2000 é bissexto, por ser divisível por 400. 

b) O ano 2100 não  será bissexto, por terminar em 00 e não ser divisível por 
400. 
c) De 1601 a 2000, existem 400 anos, dos quais 100 são múltiplos de 4. 
Destes há 3 que não são bissextos: 1700; 1800 e 1900. 
Logo, são 97 anos bissextos no período citado. 

 
4) Ao lado da seta, em cada linha estamos indicando uma maneira de contar o 

número total de triângulos, até a linha correspondente. Então, na figura 
dada, temos 27 triângulos. 

 
 

1 
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5) Suponhamos que existam inteiros a e c tais que:    a2 + a2 = c2. 

Então: 
      2a2 = c2 

      a 2  = c 

       c/a = 2  

Esta última igualdade afirma que 2  é racional, o que é absurdo. Portanto, a 
existência de tal triângulo é impossível, uma vez que implica a racionalidade de 

2 . 
 

c 
a 

 
 
 
 

a  
6) Sejam x e y o menor e o maior segmento, respectivamente. 

Então, por definição, 

( ) y

x

yxx

x
=

+
. Logo, x2 + xy � y2 = 0    ou   01

y

x

y

x
2

=−+







 .   

Resolvendo esta equação do 2º grau em x/y, encontramos: 

    
2

15 −
=

y

x
. 

A solução negativa não tem sentido no problema. 

                                                                      )yx(x +      x 
 

y  
 
 
7)  O número x procurado tem três algarismos distintos. 

Então, 100 < x  < 999; 10 < x < 31. 
102 = 100; 112 = 121; 122 = 144; 132 = 169; 142 = 196; 152 = 225; 162 = 
256;   172 = 289; 182 = 324; 192 = 361; 202 = 400; 212 = 441; 222 = 484; 
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232 = 529;   242 = 576; 252 = 625; 262 = 676; 272 = 729; 282 = 784; 292 = 
841; 302 = 900;   312 = 961. 
Considerando somente os que têm algarismos diferentes: 
169; 196; 256; 289; 324; 361; 529; 576; 625; 729; 784; 841; 961. 
Temos, então as combinações: 169, 196 e 961. 

 
 

8) a) Como são 4 triângulos iguais, temos: 3x2
2

3x4

2

2xx
4 == . 

       São 2 quadrados pequenos com área 2x2 e um grande,  com área x4. 
       Logo, o polinômio é A(x) = x4 +  2x3 +  2x2. 
 
       b) A(3) = 34 + 2 . 33 + 2 . 32 
           A(3) = 153. 
 
9)  
   
 
 
 
 
 
 
10) A  medida do lado de um triângulo é a metade da medida do triângulo 

imediatamente maior. Então, o lado do menor mede 1/8 cm. Veja: 
1 ÷ 2 = 1/2 
1/2 ÷ 2 = 1/4 
1/4 ÷ 2 = 1/8 
Como o triângulo é equilátero, temos: 

256

3

4

3
2

8

1

=





















. 

 
11)  

a) Estão escritos inicialmente 3 números pares. Quando um deles é 
apagado, é escrito em seu lugar um número ímpar. Após o 1º 
movimento ficam então dois números pares e um número ímpar. Se 
apagarmos agora o número ímpar, surgirá em seu lugar outro número 
ímpar e se apagarmos um número par aparecerá em seu lugar outro 
número par. Deste modo, após qualquer número de movimentos 
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restarão dois números pares e um número ímpar e portanto, não é 
possível termos no final os três números ímpares 17, 75 e 91. 

b) Sim, uma possível  sequência de movimentos é : 3, 3, 3 → 5, 3, 3 → 5, 
3, 7 → 5, 11, 7 → 17, 11, 7 →   17 , 11, 27 → 17, 43, 27 → 17, 43, 59 
→17, 75, 59 → 17, 75, 91. 

 
12) A figura abaixo representa a situação, onde X e Y são os pontos médios dos 

segmentos MN e PQ e Z é o ponto de tangência das circunferências. Então, 
como , segue que BX = MX = NX = XZ e DY = 

QY = YP = YZ. Assim, MN + PQ = BX + XZ + ZY + YD ≥ BD = . 

°=∠=∠ 90PDQMBN
AC

  A

   M

  B

  X
  Z

  Q  D

 N

    P

 C

Y

 

13) Temos .3 Para (a, b, c, d) dados, o 
maior n possível é mdc  Note que b + 2d 

é máximo (com b e d elementos distintos de {3, 6, 9, 12}) quando d = 12 e 
b = 9. Neste caso, b + 2d = 33, e a +  b + 2c + d = 21 + a + 2c. Tomando 
a = 6 e c = 3, temos também a + b + 2c + d = 33, que é obviamente o 
maior valor possível para n, obtido para (a, b, c, d) = (6, 9, 3, 12). 

dc2ba3d2b2d12c9b6a +++⋅+=⋅⋅⋅
}dc2ba,d2b{ ≤++++ .d2b +

 
14) Como os denominadores das frações são primos entre si, seu mínimo 

múltiplo comum é BD  e assim, a fração resultante é 
BD

CBAD +
. 

Suponhamos que esta fração não seja irredutível isto é, que exista algum 
número primo p que divida o numerador e o denominador desta fração. 
Como o produto BD é divisível por p, um dos seus termos, digamos B sem 
perda de generalidade o seja. Entretanto, uma das parcelas da soma AD + 
CB  é divisível por p e como a soma, por hipótese, é divisível por p a 
parcela AD é também divisível por p. Portanto A ou D é divisível por p. No 

primeiro caso temos uma contradição com o fato da fração 
B

A
  ser 

irredutível; no outro caso a contradição está no fato de que os 
denominadores das frações iniciais sempre são primos entre si.  
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15) É claro que n deve ser no máximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as 
possibilidades 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10. Fora n = 6, é imediato que n pode assumir 
qualquer um dos outros valores acima. Começando a tentar montar o 
retângulo com peças 1 × 6 a partir de um canto, concluímos prontamente 
que a tarefa não é possível. 

 
Resolução Nível 3 

 
1) Seja C /  tal que FC = FC / , C / ∈ FC. 

Trace os segmentos BM, C /M, AM, MC e AC / . Temos que o triângulo 
MFC é congruente ao triângulo MFC/ (Caso LAL). Portanto, MC = MC / . Por 
outro lado, MA = MC, pois M é ponto médio do arco AC.  De MA = MC / 

resulta que os ângulos da base AC / são iguais, isto é, MÂC / =M C� /A. Como 

M C�

C�

/B = MÂB = , pois  subtendem o mesmo arco BM, temos B CFC�M A� / = 

B /A  que implica AB = BC/  e finalmente AB + BF = FC. 
 

C / 

M 

F 
C B 

A

 
 
 
 
 
 
 
 

2) Como podemos ver na figura abaixo as medidas AD e EA são iguais ao 
raio da circunferência inscrita no triângulo, logo AD = EA = r. Analisando 
os triângulos DOB e FOB vemos que eles são congruentes pois são 
retângulos com hipotenusa e catetos iguais, obtendo FB = DB. Da mesma 
forma os triângulos EOC e FOC  são congruentes, e EC = FC. 
Agora fica fácil concluirmos que: 
AB = DB + AD  = DB +  r         , isto é,       DB = AB  -  r . 
AC = EC + EA = EC +  r           ou       EC = AC  -  r. 
Então, 
BC = FC + FB = AB  -  r  +  AC  -  r  = AB + AC  -  2r, isto é, 

BC = AB + AC  -  2r         ou           
2

BCACAB
r

−+
= . 

C 
 

ada  nº 1,   2000 
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r
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3) Sejam a,b,c as medidas dos lados de um triângulo ABC , de área S e 

perímetro 2p. 
 
 
 
 
 
 

a 

   a 

c 

m 

h 

A 

b 

m 

h 

B D C B D 

A 
 
 
 
 
 
 

C  
 
 

Seja h a altura do triângulo, relativa ao lado BC.  Então, S = ha.
2

1
. 

Determinaremos h em termos de a, b e c. 
No triângulo retângulo ADB, de cateto BD de comprimento m, temos  
   h2 = c2 - m2.                         (1) 
Como num triângulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um ângulo é igual à 
soma dos quadrados dos outros dois lados, mais (menos) duas vezes o produto 
de um desses lados pela projeção do outro sobre ele, temos também  
 
                                     b2 = a2 + c2 ± 2am,  isto é, 

                                               

2222
2

2 








 −+
=

a

bca
m .                                (2) 

Substituindo (2) em (1), segue que 

( )
2

2222222222
22

4

4

2 a

bcaca

a

bca
ch

−+−
=









 −+
−= . 

Então, 
h2 = [2ac + a2 + c2 � b2][ 2ac - a2- c2 + b2] 
    = [ a2 + c2 + 2ac � b2][ b2 - (a2 + c2 � 2ac)] 
    = [(a + c)2 � b2][ b2 � (a � c)2] 
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    = (a + c + b)(a + c � b)(b + a � c)(b � a + c). 
 
Como a + b + c = 2p, temos 

a + c � b = 2p � 2b = 2(p � b) 
a + b � c = 2(p � c) 
b + c � a = 2(p � a). 

Logo, 
4a2h2 = 2p . 2(p � b). 2(p � c). 2(p � a). 

 
Donde,  

  c) -b)(p- a)(p- (p p
a

h
2

= . 

Concluímos então, que  

  S = c) -b)(p- a)(p- (p p . 

 
4) As condições do problema são (usando a fórmula de Heron para a área de 

um triângulo qualquer em função dos lados): 

                             ( )( )( ) p2cpbpapp =−−− , 

onde a, b e c são inteiros positivos, e 
2

cba
p

++
=

( )

. Sejam x = p - a ,y = p - b e             

z = p - c. Obtemos então, ( zyxxyzzyx ++=++ 2 ) . Logo, simplificando a 

equação, 
                                                 xyz = 4(x +  y +  z).            (1) 
(Recorde que x, y e z são números racionais com denominador 2.) Vamos supor 
que x ≥  y ≥  z. Isolando x  na equação (1) temos: 

                                                   
4yz

z4y4
x

−
+

=  . 

Consequentemente; 

                                                     y
4yz

z4y4
≥

−
+

 . 

Multiplicando ambos os lados da equação por yz - 4, obtemos: 
                                          y2z - 8y - 4z ≤ 0                (2) 
isto é, 
                                         (y - y1)(y - y2) ≤ 0, 
onde y1 e y2 são as raízes da equação do 2º grau com variável y , 

zy2 - 8y - 4z ≤ 0         (z constante): 
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z

z
y

2

1
4164 ++

=  e 

z

z
y

2

2
4164 +−

= . 

  
Como podemos ver y2 é negativo, o que implica que y - y2 > 0. 
Consequentemente, uma condição necessária para para que a igualdade (2) se 
verifique é: 
                                           y - y1 ≤ 0, isto é, 

                                          
z

z
y

24164 ++
≤ . 

Logo, devemos ter 2z4164yz ++≤ ,que implica 22 4164 zz +≤− (para z 

≤ y). Elevando ambos os membros da última igualdade ao quadrado, obtemos; 

                                          , isto é, 224 416168 zzz +≤+−
                                                    24 12zz ≤
que se verifica somente para z ≤ 3. 
Consideremos 3 possibilidades: 
i)  z =1,                             

  ;9
1

4164
<

++
≤y          

4

44

4

44

−
+

=
−
+

=
y

y

yz

zy
x . 

Para y < 9, obtemos um inteiro positivo x, somente nos seguintes casos: 
y = 5 nos dá  x = 24, 
y = 6 nos dá  x = 14 e 
y = 8 nos dá  x = 9. 
 
ii)  z = 2,                        

y ;5
2

4.4164
<

++
≤        .

2

42

42

84

4

44

−
+

=
−
+

=
−
+

=
y

y

y

y

yz

zy
x  

Neste caso, 
y = 3,  x = 10 e 
y = 4,  x =6. 

 

iii)  z = 3, .4
3

9.4164
<

++
=y  Para z = y = 3 , 

4

44

−
+

=
yz

zy
x , não obtemos 

nenhum inteiro positivo x. 
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Obtemos então as soluções para o problema, 
 
 
    x     y      z    x +  y +  z = p   a      b      c 
 
 24    5  1           30   6      25       29 
  4     6  1           21                             7       15       20 
  9     8  1           18                    9       10      17 
 10    3  2           15                5       12      13 
  6     4    2           12                6       8      10. 
 
5) Temos,

 

( ) abcbcaccbcaabbacbacba 63333330 2222223333 +++++++++=++=

          ( ) ( ) ( ) abccbbccaacbaabcba 6333333 +++++++++=

          abcabcabcabccba 6333333 +−−−++=
         . abccba 3333 −++=
      Logo, , como queríamos provar. abccba 3333 =++
 
6) Vamos resolver o problema para um semi-círculo. Seja S(n) a soma dos 

termos do n-ésimo passo. Assim, 
 

26

•  • 1 1 

 

3 3 

2 

2 

•  • 1 1 

 

1º passo: 
S(1) = 1 + 1 = 2 
 
 
 
 
2º passo: 
S(2) = 1 + 1 + 2 = S(1) + 1 + 1 = 4 
 
 
 
 
3º passo: 
S(3) = S(2) + 3 + 3 
       = S(2) + (1 + 2) + (2 + 1) 
       = S(2) + S(2) � 1 + S(2) � 1  
       = 3 S(2) � 2 •1  • 1  
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4º passo: 
S(4) = S(3) + (1 + 3) + (3 + 2) + (2 + 3) + (3 + 1) 
       = S(3) + 2 S(3) � 2 
       = 3 S(3) � 2 
 
 
 
 
Vamos supor que S(n) = 3 S(n � 1) � 2 e usando o princípio de indução, vamos 
calcular  S(n + 1). Sejam a1, ... , ar os pontos do n-ésimo passo; então: 

3 

•1  
4 = 3 + 1 

2 

3 
5 = 3 + 2 

5 = 3 + 2 
4 = 1 + 3 

 • 1 

 

 
S(n + 1) = S(n) + (1 + a1) + (a1 + a2) + ... + (ar � 1  + ar) + (ar + 1) 
S(n + 1) = S(n) + 2 S(n) � 2. 
 
Logo , S(n) = 3 S(n � 1) � 2. 
Mas,  
 
 S(1) = 2 = 30 + 1 
 S(2) = 4 = 31 + 1 
 S(3) = 10 = 32 + 1 
 S(4) = 28 = 33 + 1 
 
É natural supor que S(n) = 3n � 1 + 1, para todo n inteiro positivo. 
Usando novamente o princípio de indução, vamos calcular S(n + 1). 
S(n + 1) = 3 S(n) � 2 = 3 (3n � 1 + 1) � 2 = 3n + 1. 
 
Logo S(n) = 3n � 1 + 1, para todo n inteiro positivo. 
 
Portanto, 
S(1999) = 31998 + 1 e considerando o outro semi-círculo obtemos a soma total 
2(31998 + 1) � 2 = 2 . 31998. 
 
7) Sejam mn , an e cn as probabilidades de que no dia n ele use óculos magenta, 

amarelo e ciano, respectivamente. Temos m1 = 1, a1 = c1 = 0 e  
 

21
nn

n
ca

m
+

=+ , 
21

nn
n

cm
a

+
=+ , e  

21
nn

n
am

c
+

=+ . 
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Como an + cn + mn = 1, temos .
2

1
1

n
n

m
m

−
=+  Assim, 

3

n2)2(1
nm

−−−
= , e 

em 31 de agosto a probabilidade de que ele volte a usar o magenta é  

3

21 29

31

−+
=m . 

 
8) Temos  
                                (x � y)(x2 + xy + y2) = 33 37.                   (1) 
       Suponhamos que x > y. Assim, os possíveis valores de a = x � y são 1, 3, 9, 
27, 37, 3 . 37, 9 . 37, 27 . 37. Para cada valor de a podemos fazer y = x � a e o 
segundo fator de (1) fica 

                                    x2 + x(x � a) + (x � a)2 = 
a

999
             (2) 

Devemos verificar para quais valores de a as raízes de (2) são inteiras. Para isso 
devemos ter  

a

99912
a3 2 ×

+−=∆ , um quadrado perfeito. 

 
Para a = 1, 

]2)13334(3[3)19994(3999123 +−×=−×=×+−=∆ . 

Assim o número não é múltiplo de 3 e  não é um quadrado 

perfeito. Assim para a = 1 o problema tem soluções inteiras. 

2133343 +−× )( ∆

Para a = 3, 

( ) 22223 21334443111433
3

99912
93 ×=−=××+−=

×
+×−=∆ . 

Logo, é um quadrado perfeito e  ∆
( ) ( )

2

713

6

719

6

2139
x

±
=

±
=

×±
=  

x = 12 e y = 9 ,  x = -9 e y = -12. 
  
Para a = 37, 

( )2232 312373312373 ×−−=×−×−=∆ . 

Para ∆ ser um quadrado perfeito o número  deveria ser múltiplo de 
3, o que não acontece pois nesse caso 37

22 31237 ×−
2 seria também múltiplo de 3. 

Logo para a = 37 o problema não tem soluções inteiras.  
Continuando a verificação para os demais valores de a encontramos como 
respostas: 
x = 12 e y = 9   ,   x = -9 e y = -12    ,    x = 10 e y = 1    ,    x = -1 e y = -10. 
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9) Os restos das divisões de 1, 11, 111, 1111, 11111, 111111 por 7 são 
respectivamente 1, 4, 6, 5, 2, 0, e isto se repete em ciclos de 6. Como o 
resto da divisão de 1999 por 6 é 1,  concluímos que o resto da divisão de N 
por 7 é também 1. 

 

10) Se x é o maior lado, devemos ter , ou seja, 222 1210 +<x

6,15244 ≅<x . Se 10 < x < 12 o triângulo é acutângulo. Se x é o menor 

lado, devemos ter , ou seja, 222 1012x −> 6,644 ≅>x . Assim, x = 7, 8, 
9, �, 15. Logo, existem 9 valores possíveis para x. 

 
11) Como a razão das áreas de triângulos semelhantes é igual ao quadrado da 

razão de semelhança temos 
( )
( ) 2

2

AB

BM

2

1

ABCtriângulodoárea

BMNtriângulodoárea
== . Daí, 

397,59242BM ≅= . 
 

12) Usaremos o fato de que . Suponhamos que  

possua m algarismos e que possua n algarismos. Então : 

199919991999 1052 =×
19995

19992

 
nnmm 10510  ,10210 1999119991 <<<< −−  

e assim 
nmnm +−+ << 101010 19992  

       Daí  e assim . 1nm1999 −+= 2000=+ nm
 
13) Claramente, 37 bolas não são suficientes uma vez que entre elas podem 

estar as 10 bolas brancas e pretas e 9 de cada uma das outras. Por outro 
lado, 38 bolas garantem que temos pelo menos 28 bolas que não são nem 
brancas e nem pretas e uma vez que , pelo Princípio da Casa 
do Pombo temos certamente 10 bolas da mesma cor. 

19328 +⋅=
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