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Coletanea 2000
Problemas propostos Nivel 1

Uma planta aquatica tem a propriedade de dobrar sua superficie a cada dia
que passa. Colocando-se uma muda dessa planta num certo lago, em 30
dias ela cobrira o lago todo. Em quantos dias ela cobrira metade do lago? E
se colocarmos duas mudas no lago, em quantos dias ele estara coberto?

Um banco oferece a seus clientes a utilizagdo de computadores para
retirada de dinheiro. O computador faz pagamento utilizando notas de R$
1,00 e R$ 5,00. De quantas maneiras diferentes o computador podera pagar
a quantia de R$ 100,00 a um cliente?

Uma escola tem exatamente 100 armarios e 100 estudantes. No primeiro
dia de aula os estudantes encontraram-se fora do prédio e concordaram no
seguinte plano: o primeiro estudante entrard na escola e abrira todos os
armarios. O segundo aluno entrara e fechard os armarios com nimeros
pares (2,4,6,8,...). O terceiro aluno, entdo, invertera o que tiver sido feito a
cada 3 armarios (no 3°,6°,9°12°,...); o que significa: ele abrira se o armario
estiver fechado, ou fechara se estiver aberto. O quarto aluno invertera o que
tiver sido feito a cada 4 armarios (no 4°,8°,12°16°,...) e assim por diante.
Ap6s todos os alunos terem entrado e realizados suas tarefas, como estara o
armario de nimero 100: aberto ou fechado?

Em uma escola vai ser organizado um campeonato de volei com a
participagdo de 32 equipes. As equipes vao ser distribuidas em 8 grupos.
Em cada grupo, cada equipe joga com todas as outras ¢ a melhor equipe se
classifica para a fase seguinte. As equipes classificadas sdo distribuidas em
2 grupos nos quais o sistema se repete. Finalmente as primeiras colocadas
disputam a final. Ao todo, quantos jogos sdo disputados?

Um feirante tinha uma cesta de ovos para vender e atendeu sucessivamente
trés fregueses. Cada fregués levou a metade dos ovos existentes na cesta e
mais meio ovo. Se o feirante ndo precisou quebrar nenhum ovo e sobraram
10 ovos na cesta, quantos ovos havia inicialmente?
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Como ¢ possivel retirar de um rio exatamente 6 litros de adgua se so se
dispde, para medir a agua, de dois baldes com 4 litros e 9 litros de
capacidade?

Um elevador pode levar 20 adultos ou 24 criangas. Se 15 adultos ja estdo
no elevador, quantas criangas podem ainda entrar?

Olhem s6 como ficou a chama no instante em que um fotografo fotografou
a vela! O didmetro da vela mede x cm. Na figura qual dos estagios da
chama tem maior area? Para uma montagem fotografica, precisa-se que a
chama tenha exatamente 6 cm”. Qual deve ser o valor de x?

Um navio pirata de 9 m de largura maxima tem um canh@o que para cada

200g de poélvora recua 1 m quando atira. Sem saber disso, um marujo

colocou 1,5 kg de polvora e atirou. Se o canhdo bater na amurada, ele volta,

na mesma dire¢do, tanto quanto recua caso a largura permita continuar.

Desprezando as dimensdes:

a) A que distancia da posicdo de tiro ele ficou?

b) Esse marujo sempre deixa proximo do canhao, que esta na sua posicao,
uma lata de 4 litros cheia de pdlvora. Cada litro dessa polvora equivale
a 0,9 kg. A que distancia da posicao de tiro ficaria o canhdo depois do
tiro, caso o marujo distraido colocasse nele toda a po6lvora da lata para
um Unico tiro?

¢) Se ele dividisse a polvora em trés partes iguais, uma para cada tiro,
sendo que o canhdo ndo ¢é recolocado em seu lugar apds o tiro, a que
distancia ficaria o canhdo ap6s o tltimo tiro?

Um pescador se perdeu no mar e notou que seu barco estava furado. A cada
15 min. , entravam 180 litros de agua. Com o balde, ele comecou a despejar
a agua para fora, mas so conseguiu tirar 9 litros a cada 5 min. A lancha de
socorro mais proxima estava a 50 km do local e sua velocidade maxima era
de 180 km/h. Determine qual deveria ser a velocidade minima para que a
lancha chegasse a tempo, sabendo que o barco afundaria se entrassem 255
litros de 4gua.
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11) (XXI OBM)Corte 10 algarismos do niimero 1234512345123451234512345

para que o numero restante seja o maior possivel.

12) (XXI OBM) Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete caixas e

colocou em cada uma delas uma etiqueta dizendo o numero de moedas da
caixa. Essa distribuigdo foi feita de forma que qualquer quantia de R$ 1,00
a R$127,00 pudesse ser paga entregando-se apenas caixas fechadas. De que
maneira Pedro fez essa distribui¢ao?

13) (XXI OBM) Um edificio muito alto possui 1000 andares, excluindo-se o

térreo. Do andar térreo partem 5 elevadores:

O clevador A para em todos os andares.

O elevador B para nos andares multiplos de 5, isto ¢, 0,5,10,15,...

O elevador C para nos andares multiplos de 7, isto é, 0,7,14,21,...

O elevador D para nos andares multiplos de 17, isto ¢, 0,17,34,51,...
O elevador E para nos andares multiplos de 23, isto ¢, 0,23,46,69,...

a) Mostre que, excetuando-se o andar térreo, ndo existe nenhum andar
onde param os 5 elevadores.
b) Determine todos os andares onde param 4 elevadores.

14) (XXI OBM) Encontre o menor tabuleiro quadrado que pode ser ladrilhado

usando pegas com o seguinte formato:

15) Vocé sabe que existem 9 nimeros de um algarismo, 90 ntimeros de dois

D)

2)

algarismos, 900 numeros de trés algarismos, etc. Considere agora cada
numero cujo ultimo algarismo a direita representa o nimero de algarismos
desse numero. Por exemplo, o nimero 9 074 ¢ um deles, pois 4 € o niimero
de seus algarismos. Quantos niimeros desse tipo existem ?

Problemas propostos Nivel 2

Chamam-se palindromos os nimeros inteiros que ndo se alteram quando ¢
invertida a ordem de seus algarismos (por exemplo, 383, 4224, 74847).
Qual ¢ o numero de palindromos de cinco algarismos?

Um fazendeiro comprou 1000 bois pagando R$ 250,00 por cada um.
Vendeu 400 com lucro de 25%. A que prego devera vender cada um dos
seiscentos restantes de modo que, no final, seu lucro total seja de 40%?
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Um ano solar tem 365 dias mais 5h 48min 46s. Por isso, no calendario
encontramos, de 4 em 4 anos, trés anos com 365 dias e um ano bissexto,
com 366 dias. Entretanto, por ndo serem exatamente 365 dias e 6h, a
intercalagdo de anos bissextos ndo ¢ tdo simples. Em meados do século
XVI, o papa Gregorio XIII determinou que nenhum ano que terminasse em
00 fosse bissexto, exceto os divisiveis por 400. Assim, em nosso
calendario, os anos bissextos sdo divisiveis por 4, excluindo os terminados
em 00 que ndo sdo divisiveis por 400. O ano 2000 ¢ bissexto? O ano 2100,
sera bissexto? Quantos sdo os anos bissextos no periodo de 1601 a 2000?

Quantos triangulos equilateros existem na figura abaixo?

Mostre que ndo existe tridngulo retdngulo isésceles com lados inteiros.

Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema
razdo ou em sec¢do aurea, s o mais longo dos segmentos ¢ a média
geométrica entre o segmento menor € o segmento todo. A razdo entre o
segmento menor € o segmento maior chama-se razdo aurea. Os pitagoricos
mostraram interesse consideravel pela sec¢do durea e pela razdo 4urea.

 A5-1
=

Mostre que a razdo durea €

Trés algarismos distintos, combinados de trés formas diferentes,
representam trés niimeros cuja raiz quadrada ¢ exata. Quais sdo essas
combinagdes?

Uma empresa adotou o seguinte logotipo,
formado por 4 triangulos retangulos e 3
quadrados:

a) Represente a area da figura dada, como um
polindmio na variavel x, dado que x
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simboliza a medida do lado do qua-
drado menor e que a area desse quadra-
do da numericamente a medida do lado
do quadrado maior.

b) Calcule o valor da area para x =3cm.
9) Para testar os conhecimentos de um sargento, o capitio ordenou que
separasse 10 soldados e os dispusesse em 5 fileiras com 4 homens. Como o

sargento conseguiu realizar essa tarefa?

10) Nos triangulos equilateros a seguir, cada tridngulo menor toca o ponto
médio dos lados dos tridngulos maiores. Calcule a area do triangulo menor.

| 1 cm |

11) (XXI OBM) Num quadro-negro sdo escritos trés inteiros. Comega-se,
entdo, uma sequéncia de movimentos onde, em cada passo, apaga-se um
deles e escreve-se em seu lugar a soma dos outros dois diminuida de uma
unidade. Apds varios movimentos, estdo escritos no quadro os nimeros 17,
75 e 91. E possivel que no inicio estejam escritos no quadro:

a) 2,2,2,7
b) 3,3,3,?

12) (XXI OBM) Seja ABCD um quadrado. Escolhemos pontos M, N, P, Q
respectivamente sobre AB, BC, CD e DA, de modo que as circunferéncias
circunscritas aos tridngulos MBN e PDQ sejam tangentes exteriormente.
Mostre que MN + PQ > AC.

13) (XXI OBM) Determine o maior natural n para o qual existe uma
reordenacdo (a, b, ¢ ,d) de (3, 6, 9, 12) (isto é, {a, b, ¢, d} = {3, 6, 9 ,12})

tal que o nlimero n\l 3% b9cl 24 seja inteiro. Justifique sua resposta.

14) (XXI OBM) Um professor de matematica passou aos alunos a adi¢do A/B
+ C/D onde A, B, C e D sfo inteiros positivos, as fracdes estdo
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simplificadas a0 maximo e os denominadores sdo niimeros primos entre si.
Os alunos adicionaram as fragdes tirando o minimo multiplo comum dos
denominadores das parcelas e escrevendo este como denominador do
resultado. Mostre que a fragdo que os alunos encontraram como resultado
estd simplificada.

15) (XXI OBM) Determine todos os inteiros positivos n para os quais €&
possivel montarmos um retangulo 9 x 10 usando pegas 1 x n.

Problemas propostos Nivel 3

1) Se AB e BC formam uma corda quebrada num circulo (com AB # BC) , M
¢ ponto médio do arco ABC e F o pé da perpendicular de M a corda maior,
demonstre que F serd o ponto médio da corda quebrada ABC.

M
B

A

2) Dado um tridngulo retangulo ABC, prove que o raio » do circulo inscrito
no tridngulo ¢ igual a metade da soma dos catetos menos a hipotenusa, ou
AB+ AC - BC

seja, r =
! 2

C

A B

3) Num tridngulo qualquer de lados a, b ¢ ¢ demostre que a area S é igual a

Jrlp=a)(p—0)(p ). onde p=T*2E.

4) Um triangulo ¢é dito inteiro se seus lados sdo todos inteiros. Determinar
todos os tridngulos inteiros cujo perimetro ¢ igual a sua area.
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Prove quesea + b+ c¢=0,entdoa’ + b° + ¢’ = 3abe.

(XXI OBM) Nos extremos de um didmetro de um circulo, escreve-se o
numero 1 (primeiro passo). A seguir, cada semicirculo ¢ dividido ao meio e
em cada um dos seus pontos médios escreve-se a soma dos numeros que
estdo nos extremos do semicirculo (segundo passo). A seguir, cada quarto
de circulo ¢ dividido ao meio e em cada um dos seus pontos médios coloca-
se a soma dos numeros que estdo nos extremos de cada arco (terceiro
passo). Procede-se, assim, sucessivamente: sempre cada arco ¢ dividido ao
meio ¢ em seu ponto médio € escrita a soma dos numeros que estdo em
seus extremos. Determinar a soma de todos os numeros escritos apos 1999
passos.

(XXI OBM) José tem trés pares de 6culos, um magenta, um amarelo e um
ciano. Todo dia de manha ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado
de nunca usar o mesmo que no dia anterior. Se no dia primeiro de agosto
ele usou o magenta, qual a probabilidade de que no dia 31 de agosto ele
volte a usar o magenta?

(XXI OBM) Encontre as solugdes inteiras de x° - y* = 999.

O numero N=11111... 11 possui 1999 digitos, todos iguais a 1. Qual ¢ o
resto da divisdao de N por 7?

Para quantos valores inteiros de x existe um tridingulo acutangulo de lados
12,10 e x?

Dois irmdos herdaram um terreno com a forma de um tridngulo ABC
retangulo em A, e com o cateto AB de 84 m de comprimento. Eles
resolveram dividir o terreno em duas partes de mesma area, por um muro
MN paralelo a AC como mostra a figura abaixo. Calcule o comprimento do
segmento BM.

N
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1999 1999
2 5

12) As representacdes decimais dos nimeros sdo escritas lado a

lado. Qual é o numero de algarismos escritos?

(§

13) Uma caixa contém 100 bolas de cores distintas. Destas, 30 sdo vermelhas,
30 sdo verdes, 30 s@o azuis e entre as 10 restantes, algumas sdo brancas e
outras sdo pretas. Qual ¢ o menor nimero de bolas que devemos tirar da
caixa, sem lhes ver a cor, para termos a certeza de haver pelo menos 10
bolas da mesma cor?

Resolucao Nivel 1

1)

a) Como a superficie dobra a cada dia, no 30° dia a superficie coberta pela
planta ¢ o dobro da superficie coberta no 29° dia. Como no 30° dia o lago
todo esta coberto, entdo a metade dele estara coberta no 29° dia.

b) Em 29 dias cada muda se reproduz e acaba cobrindo a metade do lago.
Portanto, colocando-se duas mudas, em 29 dias elas cobrirdo o lago todo.

2) Para pagar R$ 100,00, o computador pode usar diferentes quantidades de
notas de R$ 5,00, desde nenhuma até 20.
Entdo, temos as seguintes possibilidades:

R$ 5,00 |0 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
R$ 1,00 100 |95 |90 |85 |80 |75 |70 [65 |60 |55 |50

R$ 5,00 |11 12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
R$ 1,00 |45 40 |35 [30 |25 |20 |15 |10 |5 |O

3) A questdo ¢ saber quantos estudantes mexeram (abrindo ou fechando) no
armario de nimero 100.
A lei a ser observada ¢ a seguinte:

Numero do aluno Numero dos armarios em que o aluno mexe
1 1,2,3,4,5,6,... = multiplos de 1
2 2,4,6,8,10,... = multiplos de 2
3 3,6,9,12,15,...= multiplos de 3
4 4,8,12,16,20,...=multiplos de 4

etc.
Sendo assim, para saber quantos estudantes mexeram no armario de ntimero
100, basta descobrir quantos sdo os divisores de 100 (ou de quantos
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numeros, entre 1 e 100, o nimero 100 ¢ multiplo). Como 100 = 2% x 5%,
entdo 100 possui (2 + 1) (2 + 1) =9 divisores, a saber, 1,2,4,5,10,20,25,50 ¢
100. Dessa forma, 9 alunos mexeram no armario € 0 armario terminou
aberto porque 9 ¢ impar.

a) As equipes vao ser distribuidas em 8 grupos e, portanto, cada grupo tera
4 equipes. Cada uma dessas 4 equipes joga com as outras 3 equipes em um
unico turno. Entdo, o numero de jogos realizados em cada grupo € (4 x 3) :
2=6enototal ¢ 6 x 8 =48.

b) As 8 equipes classificadas sdo distribuidas em 2 grupos e, portanto, cada
grupo tera 4 equipes. Novamente , o nimero de jogos realizados em cada
grupoé (4x3):2=6enototal €6 x2=12.

c) As 2 equipes classificadas fazem o jogo final. Entdo, o total de jogos ¢é
48+12+1=61.

a) Chamamos de x o numero de ovos existentes inicialmente na cesta.
Realizada a 1* venda, temos:

ovos vendidos = d + l X !

2 2 2

x+1 x-1
ovos restantes =x ———=
2 2
b) Realizada a 2* venda, temos:
ovos vendidos = Ifx=l +l _x+l
20 2 2 4

x—1 x+1 x-3

ovos restantes = - =
4 4

¢) Realizada a 3% venda, temos:
x— 3] 1 x+1

. 1
ovos vendidos = E(

x—3_x+l_x—7
8 8

0ovos restantes =

d) Pela condig¢@o dada no problema, temos:
x=7

=10 e daix=87.

Outra solugéo:

Se na terceira venda sobraram 21 ovos ele deveria ter 43 ovos antes desta
venda, pois vendeu 21,5 + 0,5. Antes da segunda venda ele deveria ter 87
ovos, pois ele vendeu 43,5 + 0,5.
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Vamos resolver o problema usando pares de nimeros, em que o primeiro
nimero do par indica o total de litros que ha no balde de 9 litros e o
segundo numero indica o total de litros do balde de 4 litros.

1°) Enchemos o balde maior com agua do rio. Ele fica com 9 litros de
agua: (9,0).

2°) Com essa agua do maior enchemos o menor, ou seja, passamos 4 litros
do maior para o menor. O maior fica com 5 litros e 0 menor com 4 litros:
(5.4).

3°) Jogamos no rio a agua do menor: (5,0).

4°) Com os 5 litros que estdo no balde maior, enchemos novamente o
menor. O balde maior fica com 1 litro, ¢ 0 menor com 4 litros: (1,4).

5°) Jogamos no rio outra vez a agua do menor: (1,0).

6°) Passamos 1 litro de agua que restou no balde maior para o menor:
0,1).

7°) Enchemos novamente o balde maior com 9 litros de agua do rio: (9,1).
8°) Com essa agua do maior completamos o balde menor. Com isso
passamos 3 litros do balde maior para o menor e ele fica entdo com 6 litros:
(6,4).

9°) S para completar, jogamos novamente no rio a 4gua do menor: (6,0).

Nota: Retiramos do rio 18 litros de agua, pois enchemos duas vezes o balde
maior, de 9 litros. Devolvemos ao rio 12 litros de agua, pois por trés vezes
esvaziamos o balde menor, de 4 litros, no rio. Assim ficamos com 6 litros.

Como 20 adultos usam a capacidade total do elevador, 15 adultos usam
15( 3 . . . . 1 .

%(= Zj da capacidade. Assim, a capacidade disponivel ¢ de 7 Seriam
necessarias 24 criangas para usarem a capacidade total. Logo, para usarem

1 . .1 .
7 da capacidade sdo necessarias 7 X 24 = 6 criangas.

Calculando a area de cada estagio temos:

»x.x.12=x72
e X.2x.12-X/2=2/2-X/2 =x)2
—px.3x.1/2 —X'=32-x =x/2

Portanto, os 3 estdgios tém a mesma 4rea x*/2 cm”.
Para que a chama seja exatamente 6 cm® devemos ter:
XR2+X2+X2=6=32=6=>x=2.6.13=>x =4=>x=2cm.
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9) a)l,5kg=1500g
1500 + 200 =17,5
O canhao ficou a 7,5 m da posigao de tiro.

b) 4 litros =4 . 0,9 kg = 3,6 kg = 3600 g ; 3600 + 200 = 18 m.
Entdo, o canhdo recua 9 m, bate na amurada e volta 9 m, ficando assim
novamente na posicao de tiro. Logo, a distancia ¢ 0.

c) Para cada tiro, havera 1200 g de pdlvora, o que fara o canhdo andar 6 m,
pois 1200 : 200 = 6. Entéo, apos o primeiro tiro o canhdo para no ponto P:

B P A

—

Amurada oposta v 6 Posicao de tiro
a posicao de tiro m m

Apbs o segundo tiro, o canhdo também para em P, pois recua 3 m, bate na
amurada (B) e volta 3 m. O mesmo ocorre apds o terceiro tiro. Assim, a
distancia da posicao inicial é de 6 m.

10) Entram 180 litros a cada 15 minutos. Em 1 minuto, entram 12 litros. Saem
9 litros a cada 5 minutos. Em 1 minuto, saem 1,8 litros. Logo, entram 10,2
litros a cada minuto. Se ¢ = tempo para entrarem 255 litros no barco, temos:

Tempo (minutos) Capacidade (litros)
t 255
1 10,2

¢t =25 min.

Entao, a lancha deve fazer pelo menos 50 km em 25 minutos, ou 2 km em 1
minuto ou 120 km em 1 hora. Logo, a velocidade minima necessaria ¢

de 120 km/h.

11) O maior nimero restante é 553451234512345. Para ver isto, podemos
supor que os cortes sdo feitos da esquerda para a direita. Se deixarmos de
cortar todos os quatro primeiros algarismos, o nimero que resta comegara
por 1, 2, 3 ou 4. Logo, menor que o nimero acima. Feito isto, se deixarmos
de cortar a segunda seqiiéncia 1234, o nlimero que resta terd na primeira ou
segunda casa, da esquerda para a direita, 1, 2, 3 ou 4. Ainda menor que o
nimero acima. Os dois primeiros 5 devem permanecer, pois retirando-se
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um deles, completamos 9 retiradas e dai algum algarismo da terceira
seqliéncia 1234 aparecerd na 1* ou na 2° casa. Finalmente devemos cortar a
seqiiéncia 12, que ocupa a 11 e 12° posigoes.

Basta distribuir as moedas em 7 caixas contendo respectivamente 1, 2, 4, 8,
16, 32 e 64 moedas. Para outros pagamentos Pedro pode fazer 3 =1 + 2,
5=1+4,6=2+4,7=1+2+4. Assim ja pode pagar as quantiasde 1 a 7
reais com o conteudo das caixas. Adicionando-se a parcela 8 a estas somas
chega-se as somas de 9 até¢ 15. Adicionando-se a parcela 16 as 15 somas
assim formadas obtém-se somas de 17 a 31. A estas acrescenta-se a parcela
32. E finalmente a parcela 64, obtendo-se assim todas as somas de 1 a 127
=1+2+4+8+16+32+064.

O elevador B para nos multiplos de 5.

O elevador C para nos multiplos de 7.

O elevador D para nos multiplos de 17.

O elevador E para nos miltiplos de 23.
Como 5, 7, 17 ¢ 23 s@o nimeros primos, para que todos parem num
mesmo andar, este tem que ser multiplo de 5 x 7 x 17 x 23 = 13685 ¢ o
prédio so6 tem 1000 andares.

Para que num andar parem exatamente quatro elevadores, devem parar A,
que para em todos, e trés dos restantes.

B, C e D param nos miultiplos de 5 x 7 x 17 =595

B, C e E param nos multiplos de 5 x 7 x 23 = 805

B, D e E param nos multiplos de 5 x 17 x 23 = 1955

C, D e E param nos multiplos de 7 x 17 x 23 = 2737

Logo, os andares onde param 4 elevadores sdo o 595 e o 805.

O menor tabuleiro ¢ do tipo 10 x 10 coberto com 20 pegas, como mostrado,
por exemplo, na figura abaixo, a esquerda.

T T Com efeito, o numero de casas do
‘\ ‘\ tabuleiro é um quadrado perfeito maltiplo ] | |
‘ ‘ de 5. Logo ¢ 25, 100, 225 ou ... etc. Mas -
| \ um tabuleiro 5 x 5 ndo pode ser coberto
“ “ com pegas deste tipo, pois ao tentarmos \
] ] completar uma lateral do tabuleiro, L]
| | seremos conduzidos a uma das duas [

figuras a direita, as quais ndo se deixam \
completar pelas pegas para formar todo o
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tabuleiro.

15) Os numeros sdo 1, 12, 003, OO04,..., AO00OO0009, num total de 1 +

1)

2)

3)

4

9+90+900 + ...+ 90 000 000 = 100 000 000.

Resoluc¢ao Nivel 2

Um palindromo de cinco algarismos tem a forma abcba, em que a, b, ¢ sdo
algarismos e a # 0. Temos 9 possibilidades para a, 10 para b e 10 para c;
entdo, o total de possibilidades ¢ 9 x 10 x 10 = 900.

Comprando cada boi por R$ 250,00, o fazendeiro teve um custo total de
R$ 250000,00. Para ter um lucro total de 40%, devera arrecadar na venda
dos 1000 bois o total de:
250000,00 x 1,4 = 350000,00

Na venda dos primeiros 400 arrecadou:

400 x 250,00 x 1,25 =125000,00
Assim, na venda dos outros 600 bois devera arrecadar:

350000,00 - 125000,00 = 225000,00
Cada boi deve ser vendido por:

225000,00 : 600 = 375,00
Logo, o fazendeiro devera vender cada boi por R$ 375,00.

a) O ano 2000 ¢ bissexto, por ser divisivel por 400.

b) O ano 2100 ndo sera bissexto, por terminar em 00 e ndo ser divisivel por
400.

c) De 1601 a 2000, existem 400 anos, dos quais 100 sdo multiplos de 4.
Destes ha 3 que ndo sdo bissextos: 1700; 1800 e 1900.

Logo, sdo 97 anos bissextos no periodo citado.

Ao lado da seta, em cada linha estamos indicando uma maneira de contar o
numero total de tridngulos, até a linha correspondente. Entdo, na figura
dada, temos 27 tridngulos.

—>
—» [ +3+1=5
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5) Suponhamos que existam inteiros a e c tais que: a’ +a’ = ¢’.
Entéo:

2_ 2
2a°=c¢
a2 =c

c/a= \/3

Esta ultima igualdade afirma que NE racional, o que ¢ absurdo. Portanto, a

existéncia de tal tridngulo é impossivel, uma vez que implica a racionalidade de
V2

a

6) Sejam x e y 0 menor e 0 maior segmento, respectivamente.
Entdo, por definicdo,

2
X Logo, x> + xy — > =0 ou (iJ + X 1=0.
x(x+y) y Y y

Resolvendo esta equacdo do 2° grau em x/p, encontramos:

X \/g—l

y 2
A solugdo negativa ndo tem sentido no problema.

x i(x+v)
. > >
| < - >

7)

O ntimero x procurado tem trés algarismos distintos.
Entdo, 100 <x <999; 10 < /x <31.

10> = 100; 11° = 121; 12 = 144; 13% = 169; 14> = 196; 15%> = 225; 16> =
256; 177 =289; 18%=324; 19> = 361; 20° = 400; 21° = 441; 22? = 484
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23%=529; 247 =576; 25> = 625; 26° = 676; 27° = 729; 28> = 784; 297 =
841;30°=900; 31> =961.

Considerando somente os que tém algarismos diferentes:

169; 196; 256; 289; 324; 361; 529; 576; 625; 729; 784; 841; 961.

Temos, entdo as combinagdes: 169, 196 ¢ 961.

2 3
. L 4
8) a) Como sdo 4 triangulos iguais, temos: 4x7 = % =23,
Sdo 2 quadrados pequenos com area 2x* ¢ um grande, com area x”.

Logo, o polindmio é A(x) =x*+ 2x’ + 2x°.

b)AB)=3*+2.3"+2.3?
A(3) =153.

9) )

10) A medida do lado de um tridngulo ¢ a metade da medida do tridangulo
imediatamente maior. Entao, o lado do menor mede 1/8 cm. Veja:

1+2=1/2
12+2=1/4
1/4+2=1/8

Como o tridangulo ¢é equilatero, temos:

Dk

5

4 256

11)

a) Estdo escritos inicialmente 3 ntimeros pares. Quando um deles ¢
apagado, ¢ escrito em seu lugar um numero impar. Apdés o 1°
movimento ficam entdo dois numeros pares € um niimero impar. Se
apagarmos agora o numero impar, surgird em seu lugar outro numero
impar e se apagarmos um nimero par aparecera em seu lugar outro
nimero par. Deste modo, apds qualquer nimero de movimentos
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restardo dois nimeros pares e um numero impar e portanto, ndo ¢é
possivel termos no final os trés nimeros impares 17, 75 e 91.

b) Sim, uma possivel sequéncia de movimentos é:3,3,3 > 5,3,3 > 5,
3,7-55,11,7>17,11,7—> 17,11,27 > 17,43,27 — 17,43, 59
—17,75,59 > 17,75, 91.

12) A figura abaixo representa a situag@o, onde X e Y sdo os pontos médios dos
segmentos MN e PQ ¢ Z ¢ o ponto de tangéncia das circunferéncias. Entdo,
como LMBN = ZPDQ =90°, segue que BX=MX=NX=XZe DY =

QY =YP=YZ. Assim, MN+PQ=BX +XZ+ZY+YD2>BD= AC.

A 0 D
Y
M P
X
B N c

13) Temos 3% -6b -9¢ 129 = pb+2d ~3a+b+2c+d.Para (a, b, ¢, d) dados, o
maior n possivel é mdc{b+ 2d,a+b+2c+d}<b+2d. Note que b + 2d

¢ maximo (com b e d elementos distintos de {3, 6,9, 12}) quandod =12 ¢
b=9.Neste caso, b + 2d=33,ea+ b+ 2c+d=21+ a + 2c. Tomando
a=06c¢c=3,temos também a + b + 2¢ + d = 33, que é obviamente o
maior valor possivel para n, obtido para (a, b, ¢, d) = (6, 9, 3, 12).

14) Como os denominadores das fragdes sdo primos entre si, seu minimo
AD + CB

BD
Suponhamos que esta fragdo ndo seja irredutivel isto ¢, que exista algum
nimero primo p que divida o numerador ¢ o denominador desta fragao.
Como o produto BD ¢ divisivel por p, um dos seus termos, digamos B sem
perda de generalidade o seja. Entretanto, uma das parcelas da soma AD +
CB ¢ divisivel por p e como a soma, por hipodtese, ¢ divisivel por p a
parcela AD ¢é também divisivel por p. Portanto A ou D ¢ divisivel por p. No

multiplo comum ¢ BD e assim, a fracdo resultante ¢

. - . A
primeiro caso temos uma contradi¢do com o fato da fragdo 3 ser

irredutivel; no outro caso a contradigdo estd no fato de que os
denominadores das fra¢des iniciais sempre sdo primos entre si.
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15) E claro que n deve ser no maximo 10 e dividir 90. Assim, restam para » as
possibilidades 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10. Fora n = 6, ¢ imediato que n pode assumir
qualquer um dos outros valores acima. Comegando a tentar montar o
retangulo com pegas 1 x 6 a partir de um canto, concluimos prontamente
que a tarefa ndo € possivel.

Resoluc¢ao Nivel 3

1) SejaC’ tal que FC=FC', C’ e FC.

Trace os segmentos BM, C /M, AM, MC ¢ AC’ . Temos que o triangulo
MEC ¢é congruente ao triangulo MFC’ (Caso LAL). Portanto, MC = MC' . Por
outro lado, MA = MC, pois M é ponto médio do arco AC. De MA = MC’

resulta que os angulos da base AC’ sdo iguais, isto ¢, MAC’ =M C'A. Como
MC'B = MAB = MéF, pois subtendem o mesmo arco BM, temos B AC =
BC/A que implica AB = BC' ¢ finalmente AB + BF = FC.

2) Como podemos ver na figura abaixo as medidas AD e EA sdo iguais ao
raio da circunferéncia inscrita no triangulo, logo AD = EA =r. Analisando
os tridngulos DOB e FOB vemos que eles sdo congruentes pois sdo
retangulos com hipotenusa e catetos iguais, obtendo FB = DB. Da mesma
forma os triangulos EOC e FOC sdo congruentes, ¢ EC = FC.

Agora fica facil concluirmos que:

AB=DB+AD =DB+ r , isto é, DB=AB - r.
AC=EC+EA=EC+r ou EC=AC -r.
Entao,

BC=FC+FB=AB -r + AC - r =AB+ AC - 2r, isto ¢,

BC=AB+AC - 2r  ou r:w.
C

N

A B
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3) Sejam a,b,c as medidas dos lados de um tridngulo ABC , de 4area S e
perimetro 2p.

Seja 4 a altura do triangulo, relativa ao lado BC. Entao, S = %a.h .

Determinaremos h em termos de a, b € c.
No tridngulo retdngulo ADB, de cateto BD de comprimento m, temos

W= -, )
Como num tridngulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um angulo ¢ igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados, mais (menos) duas vezes o produto
de um desses lados pela proje¢do do outro sobre ele, temos também

b’ =d’+ &+ 2am, isto é,
2
2,2 42
m? = (u} ] 2)
2a
Substituindo (2) em (1), segue que

2
hzzcz_(a2+c2—sz :4a202—(a2+c2 —b2)2

2a 4q*
Entao,
W =[2ac + a’ + & - b][ 2ac - a’- ¢ + bY]
=[d+ + 2ac- V][ b - (@ + - 2ac)]
=[a+¢)’=b][b—(@-c)’]
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=(@+ct+blatc-b)b+ta—-c)b—a+tc)

Como a + b + ¢ = 2p, temos
atc—-b=2p-2b=2(p->b)
a+tb-c=2(p-c¢
b+c—a=2(p-a).

Logo,
4a’h’ =2p . 2(p—b). 2(p—c). 2(p — a).

Donde,

2
h==\p(-a)p-bp-o.
Concluimos entdo, que

S=Jp-ap-bp-o.

4) As condigdes do problema sdo (usando a formula de Heron para a area de
um tridngulo qualquer em funcao dos lados):

Jplp-a)lp-b)(p-c)=2p,

o o a+b+c .
onde a, b e ¢ sdo inteiros positivos, e p = — Sejamx=p-a,y=p-be

z = p - ¢. Obtemos entdo, (x +y+ z)xyz = 2(x +y+ z). Logo, simplificando a
equacao,
xyz=4(x+ y+ z). )]
(Recorde que x, y e z sdo niimeros racionais com denominador 2.) Vamos supor
que x > y > z. Isolando x na equag@o (1) temos:
4y +4
x=2XTTE
yz—4
Consequentemente;
4y +4z >
yz—4
Multiplicando ambos os lados da equagao por yz - 4, obtemos:
Vz-8y-4z<0 )
isto €,
v-y)y-y) <0,
onde y; e y, sdo as raizes da equag@o do 2° grau com variavel y ,
2y - 8y-4z<0 (z constante):
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_44416+427 .

N ~
, _4-416+42°
2 -
z

Como podemos ver y, ¢é negativo, o que implica que y - y, > 0.
Consequentemente, uma condigdo necessaria para para que a igualdade (2) se
verifique é:

y-y; <0, isto €,

y<4+\/16+422

z

Logo, devemos ter yz<4+VI16+ 4z° ,que implica 22 —4<416+42° (para z

<y). Elevando ambos os membros da tltima igualdade ao quadrado, obtemos;
z* -822 +16 <16 +42° , isto &,

zt <1222
que se verifica somente para z < 3.

Consideremos 3 possibilidades:
i) z=1,

pdaiord

‘= 4y+4z 4y+4
1 yz—4 y—4
Para y <9, obtemos um inteiro positivo x, somente nos seguintes casos:
y=>5nosda x=24,
y=6nosda x=14¢
y=8nosda x=9.

i) z=2,
<4+\/16+4.4<5_ x_4y+4z_4y+8_2y+4
v = 2 ’ yz—4 2y—4 y-2°
Neste caso,
y=3,x=10e
y=4, x=6.
4+16+4. 4y +4
i) z =3, y:#<4. Paraz=y=3, x= y+4Z,n500btemos
yz—

nenhum inteiro positivo x.
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Obtemos entdo as solugdes para o problema,

X y z x+y+tz=p a b c

24 5 1 30 6 25 29

4 6 1 21 7 15 20

9 8 1 18 9 10 17

10 3 2 15 5 12 13

6 4 2 12 6 8 10.
5) Temos,

0=(a+b+ 0)3 =a* + b+ +3a’b +3ab® + 3a’c + 3b%c + 3ac® +3bc? + 6abe

=a +b* +¢ +3abla + b)+ 3ac(a + c)-i— 3bc(b +¢)+ 6abc
=a® +b° + ¢ —3abc - 3abe — 3abe + 6abc
=a’+b>+c —3abc .

Logo, a® +b° +¢* =3abe , como queriamos provar.

6) Vamos resolver o problema para um semi-circulo. Seja S(#) a soma dos
termos do n-ésimo passo. Assim,

1° passo:
S(H=1+1=2

1 1

2

2° passo:
S2)=1+1+2=S(1)+1+1=4

1 1
3° passo: 2
S(3)=S(2)+3+3 3 3

=SQ)+(1+2)+@2+1)
=S(2)+S2)-1+S2)-1
=3S(12)-2 1
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4° passo: J*2
S@)=SB)+(1+3)+3+2)+(2+3)+3+1) B —1+3
=S(3)+2S(3)-2
=38(3)-2 1 1

Vamos supor que S(n)=3 S(n—1)—2¢
calcular S(n + 1). Sejamay, ..., @, 0S PCoce o o ol i

S+ 1)=Sm)+(1 +a)+(a+a)+..+(a_; +ta)+(a+1)
S(n+1)=S(n)+2S(n)-2.

Logo,S(n)=3S(n—-1)-2.
Mas,

S(1)=2=3"+1
S2)=4=3"+1
S(3)=10=3*+1
S(4)=28=3"+1

E natural supor que S(n) =3""' + 1, para todo # inteiro positivo.
Usando novamente o principio de indug@o, vamos calcular S(n + 1).
Sn+1)=3Sm)-2=33"""+1)-2=3"+1.

Logo S(n) =3"""+ 1, para todo # inteiro positivo.
Portanto,
S(1999) = 3'9% + 1 ¢ considerando o outro semi-circulo obtemos a soma total

23"+ 1)—2=2.3"%,

7) Sejamm,, a, e c, as probabilidades de que no dia n ele use 6culos magenta,
amarelo e ciano, respectivamente. Temos m; =1,a;,=c;=0¢

a, +c m
_"n n _ "
My = 2 > Ay =
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Como a, + ¢, + m, = 1, temos m,,, =%. Assim, m,, :%, e
em 31 de agosto a probabilidade de que ele volte a usar o magenta ¢
1+27%
my) = T
8) Temos
(=) +xy +)) = 337, (1)

Suponhamos que x > y. Assim, os possiveis valores dea =x—ysdo 1, 3,9,
27,37,3.37,9.37,27.37. Para cada valor de a podemos fazery =x—aeo
segundo fator de (1) fica

x2+x(x—a)+(x—a)2=% 2)
a
Devemos verificar para quais valores de « as raizes de (2) sdo inteiras. Para isso
devemos ter

A 3?4 12x999

, um quadrado perfeito.

Paraa=1,
A=-3+12x999=3(4x999—1)=3[3(4x333-1)+2] .

Assim o numero 3(4x333—-1)+ 2 ndo ¢ multiplo de 3 e A ndo ¢ um quadrado
perfeito. Assim para a = 1 o problema tem solugdes inteiras.

Paraa=3,

12x999

A=-3x9+ -33 432 x4x111=3%(444-3)=3" x2I°.
Logo, A ¢ um quadrado perfeito e
Lo 9E3x21 9(1+7) 3(1+7)

6 6 2
x=12ey=9, x=9ey=-12.

Para a =37,
A=-3x372 - 12x3° =-3(372 - 12x32).

Para A ser um quadrado perfeito o namero 377 —72x3° deveria ser multiplo de
3, 0 que ndo acontece pois nesse caso 377 seria também miltiplo de 3.

Logo para a = 37 o problema nao tem solugdes inteiras.

Continuando a verificagdo para os demais valores de a encontramos como
respostas:

x=12ey=9 , x=9ey=-12 , x=10ey=1 , x=-ley=-10.
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9) Os restos das divisdes de 1, 11, 111, 1111, 11111, 111111 por 7 sdo
respectivamente 1, 4, 6, 5, 2, 0, e isto se repete em ciclos de 6. Como o
resto da divisdo de 1999 por 6 ¢ 1, concluimos que o resto da divisdo de N
por 7 é também 1.

10) Se x ¢ o maior lado, devemos ter x? <10? +122, ou seja,
X <4244 =15,6. Se 10 <x < 12 o triangulo ¢ acutangulo. Se x ¢ o menor

lado, devemos ter x° >12° —10° , ou seja, x >+/44 =6,6. Assim, x =7, 8§,
9, ..., 15. Logo, existem 9 valores possiveis para x.

11) Como a razdo das areas de tridngulos semelhantes ¢ igual ao quadrado da

i id BMN) 1 _BM’
razdo de semelhanga temos (area do tridngulo N) =—= . Dai,
(darea do tridngulo ABC) 2 AB’
BM =422 259,397 .
12) Usaremos o fato de que 2'%° x5 =10""". Suponhamos que 2"

. 1999 . ~
possua m algarismos e que 5~ possua n algarismos. Entdo :

lom—l <21999 <10Wl, 10?’!—1 <51999 <10)’l
€ assim

10m+n—2<101999<10m+n
Dai 1999=m+n—1 e assim m+ n=2000.

13) Claramente, 37 bolas ndo sdo suficientes uma vez que entre elas podem
estar as 10 bolas brancas e pretas e 9 de cada uma das outras. Por outro
lado, 38 bolas garantem que temos pelo menos 28 bolas que ndo sdo nem
brancas e nem pretas ¢ uma vez que 28=3-9+ 1, pelo Principio da Casa
do Pombo temos certamente 10 bolas da mesma cor.
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