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Principio da Casa dos Pombos!

Bruno Holanda

Resumo. O principio da casa dos pombos também é conhecido em
alguns paises (na Rissia, por exemplo) como Principio de Dirichlet
pois, foi o matematico Lejeune Dirichlet o primeiro matematico a
usa este método para resolver problemas nao triviais. Outros ma-
tematicos que se destacaram por usarem essa ideia para resolver di-
versos problemas foram os hiingaros Erdos e Szekeres. Vamos abordar
este principio da seguinte maneira:

“Se em n caixas sao postos n + 1 pombos, entao pelo menos
uma caixa tera mais de um pombo.”

Alguns Exemplos:

i. Em um grupo de trés pessoas, pelo menos duas delas sao do mesmo
Sexo0.

ii. Em um grupo de 13 pessoas, pelo menos duas delas tém o mesmo
signo.

iii. Em um grupo de 5 cartas de baralho, pelo menos duas sao do mesmo
naipe.

iv. Na cidade de Fortaleza, existem pelo menos duas pessoas com o
mesmo numero de fios de cabelo.

Agora vamos ver como algo tdo simples pode resolver problemas
aparentemente dificeis:

'POTI 2012 - Combinatéria - Nivel 2 - Aula 7:
http://poti.impa.br/index.php/videos/combinatoria



Revista da Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 52

Problema 1. Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de
um quadrado de lado 2. Mostre que pelo menos dois deste pontos estao
em um distancia menor que ou igual a v/2.

SOLUGAO. Divida o quadrado em quatro quadrados menores como
na figura ao lado. Como temos cinco pontos e quatro quadrados, teremos
pelo menos dois pontos no mesmo quadradinho. Como a maior distancia
entre dois pontos do mesmo quadradinho nao supera a medida de sua
diagonal, o resultado segue de imediato. 0

o

Passo de Magica?

Para o aluno iniciante a solucao do problema anterior pode ter parecida
um pouco magica. Vamos mostrar que nao é bem assim, que existe um
método na solugao de alguns problemas simples que usam a ideia da
casa dos pombos.

A primeira coisa que devemos aprender a reconhecer é quando um
problema se trata de um problema sobre casa dos pombos. Isso pode
ser ganho com experiencia, mas vamos dar um empuraozinho para voce.
Um problema de PCP tem quase sempre a seguinte cara:

e Dado um conjunto de n objetos, prove que podemos escolher k
deles satisfazendo uma propriedade.

Bem, depois de identificar que o enunciado do problema no traz a
ideia de usar PCP, devemos nos concentrar em responder as seguintes
perguntas:

(i) Quem sao os pombos?
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(i) Quantas sao as casas?
(ili) Quem sao as casas?

Quase sempre as duas primeiras perguntas sao as mais faceis de se-
rem respondidas. Para responder a terceira pergunta devemos pensar
no conceito dual de espaco amostral. Por um lado, o espago amostral é
o conjunto das possiveis posicoes dos pombos. Por outro, é a unido de
todas as casas.

Para finalizar, devemos separar o espago amostral no nimero de casas
ja descoberto. Nessa hora é importante lembrar que as casas devem fletir
a propriedade desejada.

Como acabamos de ver, usar o principio da casas dos pombos nao é
dificil. O dificil est4 em achar o que serao nossos “pombos” e “caixas”.
O préximo problema é, a priori, um problema de teoria dos nimeros.
Porém, vamos usar o principio da casa dos pombos para resolvé-lo.

Problema 2. Prove que dados sete inteiros positivos, existem dois
cuja soma ou a diferenga é um multiplo de 10.

SOLUGAO. Vamos montar seis caixas Cp, Co, ..., Cs onde um inteiro
estd na caixa C; se é congruente a i ou a —i mddulo 10. Sabemos
que existirao dois inteiros na mesma caixa. Dessa forma, se eles forem
incongruentes modulo 10, basta somé-los. Caso contrario, faga a sua
diferenca. 0

Problema 3. Dados 5 pontos no plano com coordenadas inteiras,
prove que pelo menos um dos dez pontos médio gerados por eles também
possui coordenadas inteiras.

SOLUGAO. Podemos separar os pontos de coordenadas inteiras (que é
representado por Z X Z) em quatro grupos G1, Ge, G, G4 como a seguir.

i) Gy ={(z,y) € Z x Z|x,y sdo ambos pares}.

(z,y)

ii) Go = {(x,y) € Z x Z|z,y sdo ambos impares}.
ili) Gs = {(x,y) € Z x Z|x é par e y é impar}.
) (z,9)

iv) Gy = {(z,y) € Z x Z|x é impar e y é par}.



Revista da Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 54

Observe que pontos que pertencem ao mesmo grupo, possuem pontos
médios com coordenadas inteiras. Como temos 5 pontos, o principio da
casa dos pombos nos garante que hd pelo menos dois pontos no mesmo

grupo. O
Problema 4. Nove pontos sao postos sobre a superficie de um

tetraedro regular com lcm de aresta. Prove que detre esses pontos é
possivel achar dois com distancia (espacial) ndo maior que 0,5¢m.

SOLUGAO. Vamos particionar a superficie do tetraedro em 16 tri-
angulos equildteros congruentes, dividindo cada face em quatro partes
usando suas bases médias. Agora vamos criar 8 regides pitando esses
triangulos de acordo com a seguinte regra: os triangulos que possuem
um mesmo vértice do tetraedro serao pintados da mesma cor; dessa
forma ja usamos quatro cores diferentes para 12 triangulos e os outros
quatro vamos pintar usando as demais cores. De acordo com o Principio
da Casa dos Pombos, pelo menos dois dos nove pontos estardo na mesma
regiao. Fica apenas faltando que a distancia maxima entre dois pontos
da mesma regiao é no maximo 0,5cm. 0

Problemas Propostos

Problema 5. Cinquenta e um pontos sao postos no interior de um
quadrado de lado 1 metro. Prove que existe um conjunto de trés desses
pontos podem ser cobertos por um quadrado de lado 20 centimetros.

Problema 6. Em cada casa de um tabuleiro 3 x 3 é colocado um
dos nimeros —1,0,1. Prove que, dentre as oito somas ao longo de uma
mesma linha, coluna ou diagonal, existem duas iguais.
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Problema 7. Prove que de qualquer conjunto de dez inteiros pode-
mos escolher um subconjunto cuja soma é um multiplo de 10.

Problema 8. Prove que existe uma poténcia de 3 terminada nos
digitos 001 (na base decimal).

Problema 9. Mostre que um tridangulo equilatero nao pode ser
totalmente coberto por outros dois tridngulos equilateros menores.

Problema 10. (Longlist IMO 1977 - Roménia) Dados 37 pon-
tos no espaco com coordenadas inteiras, prove que pelo menos um dos
triangulos formado por trés destes pontos possui o baricentro com coor-
denadas inteiras.

Problema 11. (Bielorussia 1996) Em um grupo de 29 hobbits exis-
tem alguns deles que falam a verdade e os outros que sempre mentem.
Em um certo dia de primavera, todos eles se sentaram ao redor de uma
mesa, e cada um deles falou que seus dois vizinhos eram mentirosos.

a) Prove que pelo menos 10 hobbtis falavam a verdade.
b) E possivel que exatamente 10 deles falem a verdade?

Problema 12. Em cada casa de um tabuleiro 10 x 10 é posto um
inteiro de modo que a diferenga positiva entre os inteiros de duas casas
vizinhas (lado em comum) é no méximo 5. Prove que dois destes inteiros
devem ser iguais.

Problema 13. Trinta e trés torres sao postas em um tabuleiro
8 x 8. Prove que podemos escolher cinco delas sem que nenhuma ataque
a outra.

Problema 14. (Longlist IMO 1979 - Bulgaria) Colocamos 4n + 1
reis em um tabuleiro infinito. Prove que podemos escolher n + 1 deles
de modo que nao existam dois que se ataquem.

Problema 15. Prove que de qualquer subconjunto de n+ 1 elemen-
tos do conjunto {1,2,...,2n} é possivel escolher dois que sejam primos
entre si.

Problema 16. (IMO 1972) Prove que, de qualquer conjunto de dez
numeros distintos de dois digitos, podemos escolher dois subconjuntos
A e B (disjuntos) cuja a soma dos elementos é a mesma em ambos.

Problema 17. Quarenta estudantes participaram de uma olimpiada
de matematica. A prova consistia de cinco problemas ao todo. Sabe-se
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que cada problema foi resolvido corretamente por pelo menos 23 partici-
pantes. Prove que deve existir dois participantes tais que todo problema
foi resolvido por pelo menos um deles dois.

Problema 18. Prove que em qualquer grupo de 17 nimeros esco-

lhidos do conjunto
M =1{1,2,3,...,24,25}

é possivel escolher dois cujo produto é um quadrado perfeito.
Dicas e Solucgoes

5. Imite a solugao do problema 1.

6. A soma de trés nimeros varia no conjunto {—3,—-2,—-1,0,1,2, 3}
como sao 8 somas, pelo menos uma serd usada mais de uma vez.

7. Se ay,a9,...,a1p sdo os nimeros, considere as somas
Sl = a

So = ay + as

Ss =aj +ay +as

Sio=a1+as+ -+ ap.

Se uma delas for um maultiplo de 10, teremos encontrado a solugao
do problema. Caso contrario, como hé 9 restos possiveis (distintos
de zero) na divisao por 10, pelo PCP, existirao duas destas somas
que serao congruentes médulo 10. Se S; = S; (mod 10), entdo

Si—Sani—l—ai+1+----|—ajEO (mod 10)
Isso conclui a solucao.

8. Use PCP para demonstrar que existem duas poténcias de 3 com o
mesmo resto na divisao por 1000.

9. Observe o que acontece nos vértices do triangulo maior.

10. Adapte a solucao do problema 3
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13. Pinte o tabuleiro usando 8 cores como no diagrama a seguir

o | o o | Wl b =
—|oo| 3| & | x| o o
| —| co| 1| | o] | wo
w|ro| —|oo| 3| | |
|| o =] oo 1| o] o
ot x| ol o] —| oo 1| o
oo | w| | =] o] ~1
N o o || no| ]| oo

Pelo PCP existirao pelo menos 5 torres em casas de mesma cor.
Observe que torres em casas de mesma cor nao se atacam.

14. Pinte o tabuleiro usando 4 cores como no diagrama a seguir

=l N —
W N
M| | | o
W DN |
=l N —
=] ool o
DO | [
W DN | >

Repita o argumento anterior.

15. Separe o conjunto em n pares de elementos consecutivos.
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