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O Rei Maligno e a Princesa Generosa: Sobre
bases numéricas e critérios de divisibilidade

Ana Paula Chaves e Thiago Porto

Resumo. Os temas centrais deste texto - bases numéricas e critérios
de divisibilidade - serdao apresentados de modo a resolver o seguinte
problema: O Rei Maligno aprisionou o principe da Princesa Generosa
e para salva-lo é preciso que ela resolva um desafio proposto pelo
Rei, caso contrario o principe serd executado. O desafio consiste em
adivinhar trés ntimeros de dois algarismos a, b e ¢ que o Rei escrevera
secretamente nos livros oficiais do reino. Para isto, a Princesa deve
fornecer trés nimeros naturais X, Y e Z, e logo depois que o Rei
anunciar o valor da soma aX + bY + ¢Z, a Princesa deverd dizer os
valores de a, b e c.

1. Bases Numéricas

O desenvolvimento da humanidade imp6s ao homem a necessidade
de contar quantidades cada vez mais numerosos. Para fazé-lo, foi ne-
cessario criar um processo no qual os niimeros pudessem ser escritos.
Este sistema consiste em escolhermos um nimero natural b, denomi-
nado base, onde um agrupamento de b unidades simples (de primeira
ordem) forma uma unidade de segunda ordem; um agrupamento de b
unidades de segunda ordem forma uma unidade de terceira ordem, e
assim por diante. De modo particular, em nosso sistema usual b é igual
a 10, e temos que 10 unidades simples formam uma dezena; 10 dezenas
formam uma centena; 10 centenas formam um milhar. Desta forma,
todo ntmero natural n é escrito como

n=ag~+ai110 + a10® + - - + a, 10" , (1.1)
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onder >0ea; € {0,1,2,---,9}, parai =0,1,2,--- ,r, e 0 representa-
mos por a,a,_1 - - - aiag, com a; sendo denominado um digito de n. Por
exemplo,

©2035=5+3-10+0-10%+2-10%
© 134507 =7+0-10+5-10*+4-10>+3- 10 +1-10°.
Contudo, o papel desempenhado pelo 10 em nosso sistema de nu-

meracao é uma conveniéncia, uma vez que existe a liberdade na escolha
da definicao do valor da base, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1. Sejam b um ndmero natural e M = {0,1,2,--- ,b — 1},
com b > 1. Todo nimero natural n pode ser representado univocamente
da seguinte maneira:

n=ag+a.b+as.b®+---+ab’,
onde r >0,a;, ¢ M,comi=0,1,---,r ea, #0.

Demonstracao 2. A existéncia da representagao é garantida por meio
do segundo principio de indugao. Se n < b, entao coloque ag = n, e a
representagao estd definida. Suponhamos que n > b e que para todo g,
com 1 < g < n, tal representacao seja possivel.

Pelo Algoritmo da Divisao de Euclides, temos que n = bq 4+ ag, com
ag € M. Observe que g < n, pois caso contrario teriamos

n=>bq+ag>bg>q>n,

o que é uma contradicao.
Dessa maneira, aplicando a hipétese de inducao para ¢, temos que
ele possui uma representacao na base b, ou seja,

g=ai+ab+-+ab
com a; € M e a, # 0. Logo,
n=>b(a; +ab+ - +ab") +ag=ap+arb+ah® + -+ a,b",

0 que conclui a existéncia da representacao.
A unicidade serd garantida também por meio do segundo principio
de indugao. Caso n < b, temos que a unicidade é obtida trivialmente.
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Assim, suponhamos que n > b e que a unicidade é véalida para todo g,
com 1 < g < n. E ainda, que n possua duas representacoes, ou seja,

n=ap+ab+---+ab" =co+cib+ -+ csb%,
com a;,c; € M, com:=0,1,---,7ej=0,1,---,s. Logo,
n=bla; +agb+ -+ ab" ) +ag=b(c; + cob+ - + cb* L) + co.

Como b > ag e b > ¢y, pela unicidade do Algoritmo de Euclides
obtemos que ag = ¢y e aj +asb+---+a,b" " =1+ cob+- - Fe b5 =g
Como ¢ < n, segue pela hipdtese de indugdo que r = s, visto que
r—1=s—1,ea; =c1, - ,a, = c¢,.. Portanto a representacao é tnica.

Observagao: Cada um dos elementos do conjunto M é denomi-
nado algarismo do sistema posicional de base b. E ainda, denotamos o
nimero n = ag + a1b + - -+ + a,b" por (a,a,—1---ajag)p.

2. Primeiros Critérios de divisibilidade

Agora que ja estamos familiarizados com o conceito de base numérica,
podemos introduzir os critérios de divisibilidade. Esses critérios funcio-
nam como regras praticas para decidir se um certo niimero é multiplo, ou
nao, de um outro escolhido previamente. Para tal, comecamos definindo

Definicao 3. Sejam a,b € N. Dizemos que “a é divisivel por b”, e
escrevemos bla, se existe k € N tal que a =k - b.

Exemplo 4. O nimero 10 é divisivel por 2, ja que 10 = 5 x 2. Pelo
mesmo motivo, 10 também ¢é divisivel por 5.

Podemos entao perguntar-nos o seguinte: Ha alguma regra, um
critério, que nos diga, sem precisarmos decompor, se um certo nimero
¢é divisivel por 27 E por 57 Nossos esforcos imediatos sao no intuito de
responder a estas duas perguntas. Por hora, vamos nos restringir aos
critérios para niimeros na base 10. Sendo assim, consideremos

2x0=0 2x5=10=10+0
2x1=2 2x6=12=10+2
2x2=4 2xT7T=14=10+4
2x3=6 2x8=16=10+6
2x4=28 2x9=18=10+38
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Note que nesta tabela, com os dez primeiros multiplos de 2, todos os
numeros sao a soma de um multiplo de 10 com um dos nimeros: 0, 2,
4, 6, ou 8. Vamos mostrar que isso nao ocorre por acaso, ou seja, que
qualquer nimero par possui essa propriedade:

Seja n par, ou sejan = 2m, onde m € N. Por (1.1), podemos escrever
m da forma

m=ag+a110 + a210> + - 4+ a,10" = m =M x 10 + ag ,
com ag € {0,1,2,...,9}, e assim temos que
n=2(M x 10 + ag) = 2M x 10 + 2a9 ,

onde 2ag é um dos numeros da tabela acima, portanto n é um multiplo
de 10 somado com um dos nimeros: 0, 2, 4, 6 ou 8. Em outras palavras,
o algarismo das unidades de n é 0, 2, 4, 6 ou 8.

Agora, nos resta mostrar a reciproca do que acabamos de provar, ou
seja, que se um numero tem como algarismo das unidades 0, 2, 4, 6 ou 8,
entao este numero é par. De fato, vamos escrever n = N x 10+ ag, onde
ap € {0,2,4,6,8}. Entao, é imediato que ag = 2bg, onde {0,1,2,3,4}.
Desta forma,

n=Nx1042by=n=2x (BN +by) ,
donde n é par. Assim, acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 5 (Critério de divisibilidade por 2). Um nuimero é divisivel
por 2 se, e somente se, o seu algarismo das unidades é par.

Com o mesmo espirito da demonstracao do Teorema 5, seja n um
nimero natural com n = 10m + ng, onde ng € {0,1,2,...,9} é o digito
das unidades de n. Se tivermos n divisivel por 5, entao podemos escrever
n = 5k, donde substituindo em n = 10m + ng, obtemos

5k=10m +ny = ng =5k —10m = ng =5k —2m) ,

ou seja, ng também é divisivel por 5. S6 que os unicos valores possiveis
para ng que sao divisiveis por 5 sdao: ng = 5 ou ng = 0. Reciprocamente,
se ng = 5 oung = 0, substituindo em n = 10m+ngy nos dd n = 5(2m+1)
oun = 5(2m), o que, em qualquer um dos casos, nos diz que n é divisivel
por 5. Portanto, mostramos que:
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Teorema 6 (Critério de divisibilidade por 5). Um numero é divisivel
por b5 se, e somente se, o seu algarismo das unidades é 0 ou 5.

O Teorema 5 resolve completamente o critério para decidir qual a
paridade de um nimero na base 10. Agora, iremos investigar a paridade
de nuimeros representados em outras bases. Comecamos exemplificando
com numeros na base 3, ou seja, escrevemos

n=ag+a3+a3*+---+a3",

onde a; € {0,1,2}, para todo i = 0,1,2,...,7 . Se n é par, entao
devemos ter uma quantidade par de digitos iguais a 1. De fato, podemos
escrever a soma acima “agrupando” as poténcias de cada digito, como
segue

n=0x(SP)+1x(SP)+2x(SP), (1.2)

onde SP; = Soma das Poténcias cujo digito € igual a i. Ou seja,
SPl =n—2X (SPQ) s

e usando que n = 2k, obtemos SP; = 2(k — SP,) , donde SP; é uma
soma de poténcias de 3 resultando em um ndmero par, e portanto a
quantidade de parcelas nesta soma deve ser par. Assim, a quantidade
de digitos iguais a 1 deve ser par. Reciprocamente, se a quantidade de
digitos iguais a 1 é par, entao a igualdade (1.2) nos dd que n é a soma
de 3 parcelas pares, donde é um numero par. Concluimos entao que a
soma dos digitos de n deve ser par! Resumindo:

Um namero na base 3 é divisivel por 2 se, e somente se, a soma dos
seus digitos € par.

Tendo em vista generalizar este resultado, seja
n=ag+ab+ad?® + - +ab",

escrito na base b, com a; € {0,1,2,...,b—1} paratodoi=0,1,2,...,r.
Temos dois casos possiveis: b é par ou impar.
Se b é par, entdao b = 2k, donde

n=b-m+4+a = n=2k-m+4ag .
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Assim, se n é par, temos que q¢ também é par. Reciprocamente, se ag
é par, temos que n também é par, donde concluimos este caso.

Se b é impar, usamos o mesmo raciocinio visto quando b = 3, e
separamos a expansao na base b na soma das poténcias cujos digitos sao
pares e impares:

n=SP+S5I.

Como a soma SP é par, escrevemos SP = 2K, donde
n=2K+SI. (1.3)

Desta forma, se n = 2k, temos 2k = 2K+SI = SI =2(k—K), ousejaa
soma de parcelas impares resulta em um nimero par, portanto devemos
ter uma quantidade par de parcelas impares. A reciproca é imediata por
(1.3). Portanto, com uma quantidade par de digitos impares, a soma
dos digitos de n também é par!

Com isso, encontramos um critério para decidir sobre a paridade de
um determinado nimero escrito em qualquer base:

Teorema 7 (Critério de divisibilidade por 2 em uma base qualquer).
Seja n € N escrito na base b. Entao:

(a) Caso b seja par, entdo n é par se, e somente se, o seu digito das
unidades é par.

(b) Caso b seja impar, entao n é par se, e somente se, a soma dos
seus digitos é par.

Nesse momento, temos o interesse em caracterizar quando um nimero
natural n, escrito na base 10, é divisivel por 10. Pelo Teorema 1,
n pode ser escrito como: n = 10q + ag, onde ¢ € N e ag € M =
{0,1,2,3,4,---,9}. Como queremos n divisivel por 10, segue que n =
10k, com k € N. Logo,

10k = 10q + ag = ap = 10(k — q),

ou seja, ag ¢é divisivel por 10, donde segue, que ag = 0, visto que ag € M.
E imediato, concluir que se ag = 0, temos que n é divisivel por 10. Dessa
maneria, segue o resultado.

Teorema 8 (Critério de divisibilidade por 10). Um numero natural n
é divisivel por 10 se, e somente se, o seu algarismo das unidades é 0.



Revista da Olimpiada de Matematica do Estado de Goids 50

Agora, discutiremos a divisibilidade de um niimero natural por 100.
Pelo Teorema 1, n = 10%q+10a; +ag, com ay, a0 € M = {0,1,2,--- ,9}.
Se n é multiplo de 100, entao existe k € N tal que, n = 100k. Logo,

100k = 100q + 10a; + ag = ap = 10(10k — 10q + a1),

ou seja, ag ¢ multiplo de 10, e isto nos leva a ag = 0, visto que ag € M.
Assim, na igualdade anterior, obtemos

100k = 100g + 10a; = 10k = 10q + a1,

donde segue, que a; = 0. Logo, se n é divisivel por 100, entdo os seus
dois tdltimos algarismos sao zeros. E f4cil ver que se os dois ultimos
algarismos de n sao zeros, entdao n é divisivel por 100, e assim, obtemos
o seguinte resultado.

Teorema 9 (Critério de divisibilidade por 100). Um nimero natural n,
escrito na base 10, é divisivel por 100 se, e somente se, os algarismos
da unidade e dezena sdo zero. Isto é, se n = (a,a,_1...a1ap)10, entao
ay = ap = 0.

E como decidir se um ntmero natural n é divisivel por 25. De ma-
neira bastante semelhante, recorremos ao Teorema 1, e vemos que n pode
ser escrito da seguinte maneira: n = 102¢g+10a;+ag = 25(4q)+10a1 +ay,
com aj,a9 € M = {0,1,2,...,9}. Como queremos n divisivel por 25,
segue que existe k € N tal que n = 25k. Logo,

25k = 25(4q) + 10a; + ap = ag = 5[5k — 5(4¢) — 2a4), (1.4)

ou seja, ag é multiplo de 5, e isto nos leva a concluir, que ag = 0 ou 5,
visto que ag € M. Se ap = 0, obtemos por (1.4) que

25k = 25(4q) + 10a; = 10a; = 25(k — 4q),

ou seja, 10a; é multiplo de 25, e isto s6 acontece quando a; = 0 ou 5,
visto que a; € M. Se ap = 5, em (1.4) temos que

25k = 25(4q) + 10a; + 5 = 10a; + 5 = 25(k — 4q)

isto é, 10a; + 5 é maultiplo de 25, donde segue, a; = 2, pois a; € M.
Assim, se n é divisivel por 25, entao os dois iltimos algarismos de n sao
00, 25 ou 50. De modo imediato concluimos que se n termina em 00, 25
ou 50, entao n é divisivel por 25. Dal, segue o resultado.
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Teorema 10 (Critério de Divisibilidade por 25). Um ndmero natural n
é divisivel por 25 se, e somente se, os dois iltimos algarismos de n sao
00, 25 ou 50.

Estabelecemos trés critérios de divisibilidade por nimeros que sao:
o préprio valor da base considerada (10), uma poténcia da base (100) e
uma poténcia de um divisor da base (25). O préximo resultado apresenta
critérios semelhantes para uma base b dada.

Teorema 11. Considere n um nimero natural escrito na base b, isto é,
n = ag+arb+axb*+---+ab", comr #0e aj € M ={0,1,2,...,b—1},
para j =0,1,2,...,r. Seja d um divisor de b. Assim, valem os seguintes
critérios:

(a) n ¢é divisivel por b se, e somente se, o algarismo das unidades de
n, na base b, é zero.

(b) n é divisivel por bt, com t € Ne 1 <t < r se, e somente se, 0s
ultimos ¢ algarismos de n,na base b, sao zero.

(c) n é divisfvel por d', com t € Ne 1 <t < r se, e somente se,
ao+ a1b+ - - + a6~ for divisivel por d.

Demonstragao 12. (a) Como n estd escrito na base b segue que n =
ag+ bk, para algum k£ € N. Por hipétese, n é divisivel por b, logo n = b,
para algum v € N. Logo, temos

bv = ag + bk = ag = b(v — k),

ou seja, ag € multiplo de b. Contudo ag € M, logo ag = 0, isto é, o
algarismo das unidades de n, na base b, é zero. A reciproca ¢é imediata.

(b) Temos que n = ag +aib+-- -+ a;_1b""1 + blq, para algum t € N,
com 1<t <reqecN. Supondo, que n é divisivel por b’, temos que,
n = b'k, para algum k € N. Dai, segue que

Vk=ao+arbd---+a b Hblg= a0 =00k —a; — - — V),
(1.5)
isto é, ag é multiplo de b. Dessa maneira, visto que ag € M, obtemos
ag = 0.
Assim, a partir do lado esquerdo de (1.5), obtemos que

bk = aib+--+a_ b +blq = bk = ay+agb+- - 4a,_ 16240,
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e dai, obtemos que a; é miltiplo de b. Como a1 € M, segue que a; = 0.

Repetindo este processo, t — 2 vezes, obtemos que as = -+ = a;_1 =
0. Dessa maneira, os ultimos ¢ algarismos de n, na base b, sdo iguais a
zero. A reciproca é imediata.

(¢) Num sentido, temos que n pode ser colocado da seguinte maneira
n=ay+ab+ -+ a_1b""! + byq, para algum g € N. Como d é um
divisor de b, segue que b = dc, para algum ¢ € N. Logo, podemos
reescrever a expressao de n, isto é,

n=ayg+ab+---+a_1b"" "+ (de)'q = ag+arb+-- -+ a0 F delg.

Suponhamos n divisivel por d’, onde d é um divisor de b, logo existe
v € N tal que n = d'v. Dessa maneira, obtemos

d'v = ap+a b+ -—l—at_lbt*l—i-dtctq = agta b+ Fa;_1 b = dt(v—ctq),

isto é, ag + a1b+ - - - + a;_1b*~" é multiplo de d.

Reciprocamente, temos que n = ag + a1b + - - - + a;_1b' ! + b'q, para
algum ¢ € N. Como d é divisor de b e, por hipétese, ag + a1b + - +
a;—1bt~1 é miltiplo de d*, obtemos que n é divisivel por dt.

3. Mais alguns critérios

Retornemos a escrita na base 10 para conseguir mais alguns critérios
de divisibilidade. Primeiro, note que

10-1=9=1x09,

102-1=100—-1=99=11x9,

103 —1=1000—1 =999 = 111 x 9,

10* — 1 =10000 — 1 = 9999 = 1111 x 9.

Generalizando, temos para n € N,

10" —1=11...1x9.
_— =
n Vezes

Ou seja, todos os nimeros da forma 10™ — 1 sao divisiveis por 9 (donde
também sao divisiveis por 3).
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Tome um nimero n escrito na base 10 como segue,
n=a.10" +---+a110 + ag .

Se subtraimos de n a soma dos seus digitos, ou seja a, +a,_1 + - - -+ ag,
obtemos pela igualdade acima,

n—(a+---+a) = al0"—a+---+a110 —a; +ap—ap
(10" = 1)ay +---+ (10 — D)ay .

Entao, pela nossa observacao inicial, o lado direito da igualdade é sempre
divisivel por 9 (logo, por 3). Portanto, se n for um multiplo de 9, ou
seja, da forma n = 9k, teremos

ar+---+ap=9k— (10" - 1a, —---— (10 — 1)ay ,

donde a soma dos digitos também é divisivel por 9. Reciprocamente, se
a soma dos digitos ¢ divisivel por 9, ou seja, da forma a, +- - -+ag = 9%/,
temos

n=(10"-1)a, +--- + (10 — 1)a; + 9%",

portanto, n também ¢é divisivel por 9. Note que estes dois argumentos,
também sao vélidos se supomos que n ou a, + - - - + ag sao multiplos de
3. Logo, acabamos de mostrar o seguinte critério:

Teorema 13 (Critério de Divisibilidade por 3 ou 9). Um niimero natural
n é divisivel por 3 ou 9 se, e somente se, a soma dos seus digitos for
divisivel por 3 ou 9, respectivamente.

O resultado acima nos dé um critério um pouco estranho, pois, dife-
rente dos critérios obtidos anteriormente, ele nos diz que para sabermos
se um numero ¢é divisivel por 3 ou 9, devemos decidir se um outro é
multiplo de 3 ou 9. Em que isso nos ajuda? Em primeiro lugar, o
nimero obtido com a soma dos digitos é bem menor do que o ntimero
original. Ainda se a soma dos digitos for um numero grande, podemos
aplicar o teorema novamente, obtendo um niumero consideravelmente
menor, e assim sucessivamente até encontrar um numero que seja facil
de decidir se é multiplo de 9 ou 3.

Um outro critério bastante interessante e exdtico é o de divisibili-
dade por 11. Como j4 fizemos anteriormente, comegamos observando o
seguinte:
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10=11x1-1,
102=99+1=11x 9+ (-1)%

103 = 1001 — 1 = 11 x 91 + (—1)3,
104 = 9999 + 1 = 11 x 909 + (—1)%.

Generalizando, temos o seguinte Lema, que sera demonstrado por
inducao:

Lema 14. Para todo n € N, temos que 10" = 11 x g, + (—1)", onde
qn € N. Em outras palavras, qualquer poténcia n-ésima de 10 pode ser
escrita como a soma de um multiplo de 11 com a poténcia (—1)".

Demonstracao 15. O caso base da indugao ja foi verificado com a nossa
observacao. Para a hipétese de inducao, temos que 10¥ = 11 x gz +(—1)¥,
donde

108 = 10-10"
- 10-(11><qk+(—1)k>
= 11-(10gx) +10- (=1)*
= 11-(10q) + (11—1) (—1)*

— 11- (10, + (~ )+(—1)’““,

%,—/
= qk+1

lok"rl — 11 X Qk+1 + (_1)]€+1
e concluimos a demonstracao.

Tendo este resultado em maéaos, podemos mostrar facilmente como
determinar se um dado ntimero na base 10 é divisivel ou nao por 11. Na
realidade, encontramos uma regra bastante similar a de divisibilidade
por 3 ou 9. Tome um nimero n escrito na base 10,

n=a.10"+---+a110 +ag .
Usando o Lema anterior, vamos substituir as poténcias n-ésimas de 10
por multiplos de 11 somados com poténcias n-ésimas de —1:
n = a(11x¢g+(-1)")+ --4+a(llx1—-1)4ag
= 11 x (arqr + ar—1¢r—1 + - + a2q2 + a1)
+a0—a1+a2—---+(—1)raT .
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Desta forma, se tivermos n um miltiplo de 11, entdo, pela igualdade
acima, teremos a9 — a; + az — --- + (—1)"a, também divisivel por 11.
Reciprocamente, se ag —aj; + a2 — - - -+ (—1)"a, é multiplo de 11, entao
de imediato conseguimos que n é divisivel por 11. Assim, provamos o
seguinte critério:

Teorema 16 (Critério de Divisibilidade por 11). Um nidmero natural
n é divisivel por 11 se, e somente se, quando somamos os seus digitos
de ordem par e subtraimos os digitos de ordem impar, o resultado é
divisivel por 11.

Novamente, conseguimos um critério que nos diz que para decidir-
mos se um certo nimero ¢ divisivel por 11, devemos saber se OUTRO
também é, o que parece pouco funcional. Como haviamos comentado
anteriormente, apds o critério para 9 ou 3, esse resultado pode ser usado
de maneira recursiva, com o intuito de diminuir tanto o niimero quanto
preciso, para que o problema se torne facil.

Com o mesmo raciocinio usado para demonstrar os critérios de divi-
sibilidade por 3 e 11 na base decimal, conseguimos os seguintes critérios
para uma base b:

Teorema 17. Sejam b € N e n escrito na base b. Temos:

(a) Seja d um divisor de b — 1. Entao n é divisivel por d se, e somente
se, a soma dos seus digitos é divisivel por d.

(b) Um ndmero n é divisivel por b+ 1 se, e somente se, a soma dos
seus digitos de ordem par subtraida dos digitos de ordem fmpar é
divisivel por b + 1.

(¢) Seja d um divisor de b+ 1. Entéo n é divisivel por d se, e somente
se, a soma dos seus digitos de ordem par subtraida dos digitos de
ordem fmpar é divisivel por d.

4. A Resolugao do Desafio: o Triunfo da Princesa Generosa

Para salvar o principe, é suficiente a Princesa Generosa dizer, ao Rei
Maligno, os nimeros X = 1002, Y = 100 e Z = 1, pois nesse caso o
nimero aX + bY + ¢Z sera a escrita do nimero (abc)igp.
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