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Teoria dos NUmeros é um dos topicos mais relevantes quando Contat
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falamos de Olimpiada de Matematica, dado que um conhe-
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cimento basico dessa area ajuda aos estudantes na reso-
lucdo de diversos problemas. Dentre eles, podemos men-
cionar a resolucao de Equacodes Diofantinas. Uma equacao
diofantina é uma equacao polinomial para o qual procura-
mos solugdes inteiras. O objetivo deste trabalho é introdu-
zir alguns métodos que ddo suporte inicial de ideias parain-
centivar um pensamento critico no assunto e assim, aplica-
lo na solucado de problemas de Olimpiadas de matematica
nacionais e internacionais. Além disso, proponemos diver-
sos exemplos em Olimpiadas e problemas para diversdo do

aluno.

1 | INTRODUCAO
“ Deus criou os ntimeros naturais. O resto € obra dos homens. "
Leopold Kronecker

Os nuimeros naturais vieram pela primitiva e simples necessidade de organizacio e contagem. Eles sdo denotados
pelo conjunto N = {1,2,...} e caraterizados pelos axiomas de Peano, que também fornece o suporte para o principio

de inducdo. Uma das principais carateristicas deste conjunto € dado a seguir

Principio da Boa Ordenacao: Todo subconjunto ndo vazio A de nimeros naturais possui um elemento minimo, isto é,

existe ng € A, tal que ny < n, para todo n € A.

(@) PBO como é também conhecido, ndo é valido para os inteiros e muito menos para os racionais. Assim, de

10 PBO sera a base do método de descenso infinito de Fermat que estudaremos mais adelante.
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algum modo, o PBO captura algo especial dos nimeros naturais.
Agora, um numero inteiro é qualquer elemento do conjunto formado pelos nimeros naturais, seus opostos aditi-
vos e o zero,istoéZ = {...,—2,—1,0,1,2,...}. Usando o PBO podemos mostrar uma propriedade importante deste

conjunto:

Principio Fundamental da Teoria dos Numeros: Dado m € Z, ndo existe n € Z talque m < n < m + 1.

Demonstracdo. Comom < n < m — 1 se e somente se 0 < n — m < 1, entdo basta-nos mostrar que nio existe
numero natural entre O e 1 (observe que n — m é um inteiro positivo). Para isso, vamos supor que o conjunto A =
{n e N:0 < n < 1} é ndo vazio. Portanto, pelo principio da boa ordenacao, existe np € A minimo. Assim 0 < ng < 1
e, multiplicando essa desigualdade por ny obtemos 0 < ng < ng < 1, logo ng € A, contrariando a minimalidade de

no. O

O conjunto dos nimeros inteiros Z serd nosso mundo na qual vamos percorrer para encontrar solucdes a diver-
sas equacdes. Uma equacdo é definida como uma igualdade envolvendo quantidades conhecidas e desconhecidas,
denominadas as Ultimas de incdgnitas. Encontrar uma solucdo de uma equacgdo dentro de um conjunto numérico é
encontrar uma série de valores nesse conjunto para que, ao substitui-los pelas incégnitas, a igualdade seja verificada.
No caso das equacgoes diofantinas, o conjunto onde as solu¢des sdo procuradas € o conjunto dos nimeros naturais ou
inteiros, exigindo também que sejam (geralmente) equacdes polinomiais. O nome é dado pelo matemaético Diofanto
de Alexandria, que, além de ser um dos primeiros a usar o simbolismo na algebra, dedicou-se, dentre outras coisas, ao
estudo dessas equacoes.

Ao longo deste trabalho todas as equacdes serdo diofantinas, isto €, os coeficientes das equacdes serdo inteiros
e vamos procurar solugdes inteiras. Em alguns casos, quando especificar, iremos procurar solu¢gdes no conjunto dos
ndmeros naturais ou no conjunto dos nimeros racionais (claramente N c Z — Q).

No conjunto Z podem ser definidas duas operacdes elementares: soma e o produto. Estas duas operagdes sa-
tisfazem certas propriedades que tornam o conjunto Z em uma base interessante para nosso estudo. Se a e b sdo
inteiros, dizemos que a divide b, denotando por a|b se existir um inteiro ¢ tal que b = ac, também é comum dizer que

b é multiplo de a. Caso contrario, se a ndo divide b escrevemos atb.

Teorema 1.1. (Divisdo Euclidiana) Dados dois inteiros a e b, b # 0, existe um unico par de inteiros q e r tais que
a=qb+r,com0<r<|b| (r=0< bla)

(g € chamado de quociente de r de resto de a por b).

Embora o resultado acima seja um fato conhecido, entender bem o poder desse enunciado pode ajudar a resolver

alguns problemas classicos nas Olimpiadas
Exemplo 1.1. Mostre que a equacdo x> + 2y3 = 423 ndo tem solucées naturais.

Solucgéo: Suponha que a equacio possua solucdo em N. Entio existe, pelo PBO, um elemento minimo no conjunto
S={reN:(mn,r)eNem®+2n® = 4r3}, digamos z;. Assim, para alguns naturais x;, y; temos x3 + 2y3 = 423
Dai 2 | x; e portanto x; = 2xp, para algum x, € N. Pelo mesmo argumento, concluimos que y; = 2y, e entdo
2x3 + 4y? = z3. Assim z; = 2z,, logo x3 + 2y3 = 4z} e portanto z, € S. No tanto, z; < zj, 0 que contaria a

minimalidade de z;.
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Exemplo 1.2. Encontre todos os inteiros positivos n tais que (2n? + 1) | (n® +9n — 17).

Solugdo: Dado que (22 + 1) | (n® +9n —17) e (2n? + 1) | (2n% 4 1) entdo (2n? + 1) divide 2- (n® +-9n — 17) +
(—=n) - (2n% + 1) = 17n — 34. Como o grau de 17n — 34 é menor do que o de 2n% + 1, segue que 17n — 34 = O ou
|2n2 + 1| < [17n — 34|, assim obtemos uma lista finita de candidatos: 1,2, 4, 5, destes candidatos, apenasn =2en =15

sdo solugdes.

O Mdximo divisor comum de dois inteiros a e b (2 ou b diferente de zero), denotado por mdc(a, b), € o maior inteiro
que divide a e b. Para calcular o mdc de dois nimeros podemos usar o Algoritmo de Euclides, que se baseia na seguinte
observacao:

Lema 1.1. (Euclides) Se a = bq + r, entdo mdc(a, b) = mdc(b, r).

Para mostrar isso, basta provar que o conjunto dos divisores positivos de a e b € o mesmo conjunto dos divisores
positivos de b e r (exercicio ao leitor) portanto seus maximos também sao iguais. O Algoritmo de Euclides consiste na
aplicacdo reiterada do lema acima onde g e r sdo o quociente e o resto da divisdo de a por 6. Como os restos formam
uma sequéncia estritamente descrescente, o algoritmo eventualmente para quando atingimos o resto 0. Se o mdc de
dois nimeros é igual a 1, dizemos que os nimeros sdo coprimos ou primos entre si. O proximo resultado mostra que
sempre é possivel escrever o mdc de dois nimeros como combinacao linear destes.

Teorema 1.2 (Bézout). Sejam a, b € Z. Entdo existem x, y € Z com
ax + by = mdc(a, b).

Portanto se c € Z é tal que c|a e c|b entdo c|mdc(a, b).

Estas ferramentas vao nos ajudar em nosso estudo de algumas equagdes diofantinas. Primeiro iremos ver alguns
métodos elementares como a fatoracao, aritmética modular, desigualdades, etc. Logo veremos alguns resultados
sobre equacdes diofantinas lineares e quadraticas (Ternas Pitagoricas e Equacao de Pell), tendo sempre o objetivo de
presentar exemplos que aparecem com frequéncia em problemas de olimpiadas.

2 | METODOS ELEMENTARES

Comecemos nosso estudo da equacgdes diofantinas mostrando alguns métodos que servem muitas vezes de ferra-

menta para atacar problemas mais complexos
2.1 | Meétodo da Fatoracio
Considere a equacao diofantina:
f(x1,x2,...,xp) =0
o0 Método da Fatoragdo consiste em conseguir reescrever a equagdo acima em fatores menores, algo do tipo

X1y Xn) - fe(x1,...,xp) =a€Z
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Sendo cada parcela f;(x1, ..., x,) um inteiro, assim a equagdo queda “reduzida“ao analizar os fatores de a, obtendo
assim um sistema de equacdes cuja solucdo gera solugdes para nossa equagao.

Exemplo 2.1. (Granada 2015) Dados trés nimeros inteiros positivos x, y, z encontre o valor do seu produto x y z sabendo
que satisfazem: x + 2y = z, x> — 4y? + 22 = 310.

Solugdo: Temos que 2y = z — x logo substituindo na segunda equacio x? — (z — x)2 + z2 = 310, resolvendo
obtemos xz = 155. Usando o método da fatoracdo temos que analizar os fatores primos de 155 = 5-31, logo os valores

Z—X

possiveis para x e z sdo {1,5,31, 155}. Da primeira equacdo temos que y = “5* e estudamos os casos possiveis para

encontrar o valor de y. Por exemplo: Se x = 1 e z = 155 temos que y = 77 e, analogamente temos que x = 5, z = 31
implica y = 13, agora nos outros casos temos que y é negativo o que fica descartado pois por hipotese precisamos

valores positivos. Assim, os valores possiveis para x yz sdo 11935 e 2015.

Exemplo 2.2. Encontre as solucées inteiras da equacgdo:

1
X
onde p e g sdo niimeros primos.

Solugdo Podemos reescrever a equacdo da forma pg(x 4+ y) = xy, somando o factor p2q% ambos lados para

escrever o lado direito como produto de dois factores temos:

(x—pq)(y — pq) = p*q*.

Sabemos que os divisores de p?q? pertencem ao conjunto {1, p, 9, pq, pq%, p?q. p?q?}, (0 mesmo pode ser feito para
os divisores negativos). Caso 1: x — pg = 1entdo x = 1 + pg, e y — pqg = p?q? segue que y = p2q? + pgq, assim
(x,¥) = (1 + pq, p?q* + pq) é uma solugdo. De forma anéloga pode ser feito os outros casos.

2.2 | Meétodo da Desigualdade

A famosa frase “dividir para ganhar"é util ao nos enfrentar a uma equacio diofantina, pois se restringimos nossas
variaveis a certos intervalos (usando desigualdades), podemos ter maior controle delas ao procurar solugdes inteiras
de nossa equacao.

Exemplo 2.3. (Granada 2016) Encontra numeros inteiros positivos de dois digitos que sejam iguais a trés vezes o produto
do seus digitos.

Solucao: Seja N o nimero de dois digitos, podemos escrever ele da forma N = 10a + b com a # 0. Do problema
temos a equacao diofantina 10a + b = 3ab. Logo a = ﬁ € (0,9]. Portanto 36 — 10 > 0, logo b > 4. Assim, vamos
estudiar os valores 4 < b < 9: Desses valores, sé para b = 4e b = 5 temos que a = ﬁ €Z(a=2ea=1

respectivamente). Substituindo esses valores temos que N = 10a + b € igual a 15 e 24.

Exemplo 2.4. Encontre todos os x, y, z € N, tais que

X+y+z=xyz
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Solucdo: Note que a equagdo é simétrica, logo podemos supor que x < y < z. Dai obtemos da equacéo:
Xyz =X+ y+z < 3z.Como z # 0 entdo xy < 3 e temos os candidatos (x, y) = (1,1), (1,2), (1,3). Substituindo,
obtemos uma Unica solugdo 1 +2+3=1-2-3.

2.3 | Meétodo da Aritmética Modular

A divisibilidade visto na secdo anterior também pode ser usado como ferramenta basica para resolver algumas equa-
¢oes diofantinas. Dado um numero inteiro m, podemos classificar a todos os nimeros inteiros de acordo ao seu resto
de fazer a divisdo por m, isto é, classificar a dois nUmeros em um mesmo conjunto se eles tiverem o mesmo resto na
divisdo euclidiana por m. Para isso, vamos dizer que a = b (mod m) (leia-se a é congruente a b médulo m) se a e b
tiverem o mesmo resto quando dividir por m. A aritmética desses conjuntos é conhecido como Aritmética Modular.

Note que a = b (mod m) se, e somente se m | (a — b). Além disso, o fato de ser congruentes é uma relacido
de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva), e se P é um polinémio com coeficientes inteiros entdo se a = b

(mod m) entdo P(a) = P(b) (mod m) (exercicio ao leitor a demostragao dessas propriedades).

Exemplo 2.5. (México 2008) Sejam x, y inteiros tais que x? — 2xy + y?> —5x + 7y e x> — 3xy 4+ 2y% 4+ x — y sGo ambos
multiplos de 17. Mostre que xy — 12x + 15y também é mdiltiplo de 17

Solugdo: Temos que x2 —3xy +2y? + x —y = (x — y)(x — 2y + 1) = 0 (mod 17). Como 17 é primo, entdo
x—y =0 (mod 17) oux —2y + 1 =0 (mod 17). Analizemos cada caso:

Caso 1: x — y =0 (mod 17). Como x? —2xy + y2 —5x + 7y = (x — y)? = 5(x — y) + 2y =0 (mod 17), entdo
y =0 (mod 17),logo x = y =0 (mod 17) e assim xy — 12x + 15y =0 (mod 17).

Caso2: x —2y+1=0 (mod 17). Temosque x — y = y — 1 (mod 17) o que implica x> —2xy + y? —5x + 7y =
(x—y)?2=5x—y)+2y =(y—12 =5 -1 +2y = (y —2)(y —3) = 0 (mod 17). Assim, tem-se que
y = 2 (mod 17) ou y = 3 (mod 17). No primeiro caso, temos x = 2y — 1 = 3 (mod 17) e em consequéncia
xy —12x + 15y =3(2) — 12(3) + 15(2) = 0 (mod 17). Analogamente fazemos para o caso y =3 (mod 17).

Exemplo 2.6. (IMO 1997) Determine todos os niimeros primos p para os quais o sistema

p+1=2x2
p?+1=2y?

tem solugcdo em numeros inteiros.
Solucdo: Podemos assumir, pela simetria das variaveis (isto €, se x € solucdo entdo —x também ¢é solucio) que

x,y = 0. Temos que se p + 1 = 2x2 segue que p + 1 é par, logo p é impar, isto &, p # 2. Por outro lado 2x2 = 2y? =

(mod p), o que implica x = t+y (mod p), ja que p é um nlimero primo impar. Como x < y < p entdo temos que

x 4+ y = p. Substituindo o valor de y = p — x na segunda equacio obtemos: p? + 1 = 2(p — x)?, o que pode ser
reduzido a 4x = p + 1, mas da primeira equagio p + 1 = 2x? assim 4x = 2x? ou x(x — 2) = 0. As possiveis solucées
si3o x = 0, x = 2. Se x = 0 temos que p = 2(0)2 — 1 = —1 que n3o é um numero primo e para x = 2 temos que

p =2(2)2 —1 = 7. A Unica solugdo possivel é para o nimero primo p = 7 e (x, y) = (2,5).
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24 | Meétodo de Descenso Infinito

Dada uma equacao
f(x1,...,xn) =0,

o método de descenso infinito (quando aplicavel) permite mostrar esta equacio nao possui solucdes inteiras positivas

ou, sob certas condicdes, até mesmo encontrar todas as suas solucdes inteiras. Se o conjunto de solucoes de
A={(x1,...,xn) €Z" | f(x1,...,xn) =0}

¢é diferente de vazio, entdo gostariamos de considerar a solugcdo “minima"em certo sentido. Em outras palavras, que-
remos construir uma fungdo ¢ : A — Z e considerar a solugdo (x,...,x,) € A com ¢(xi,...,x,) minimo (isto é
possivel pelo principio da boa ordenacio). O descenso consiste em obter, a partir desta solucdo minima, uma ainda

menor, o que nos conduz claramente a uma contradicdo, provando que A é de fato fazio.

Exemplo 2.7. (IMO 2003) Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b) para os quais

22

2ab2 — b3 + 1

€ um inteiro positivo.

Solugdo: Seja (a, b) uma solucido inteira positiva. Logo 2ab? — b3 + 1 > 1, e portanto a

=
a = £ é claro que obtemos uma soluco. Para qualquer outra solucdo, 2 > 5 e nesse caso a2 > 2ab? — b3 + 1 =

b%(2a — b) +1 > b2 entdo a > b.

£. No caso que

Agora se = k € N, entio a é raiz do polindmio com coeficientes inteiros x2 — 2kb%x + k(6> — 1) = 0.

_ 2t
2ab2—b3+1

Mas este polindmio possui outra solucdo inteira a; = 2kb? — a =

k(b3—1) >0 . _ ~
——— = 0, assim (a1, b) também ¢ solucao do

problema se b > 1. Supondo que a é a maior raiz, de a > a; teremos que a > kb? e assim

k(b3 —1) - k(6> —1) b

n=T kb2

- 2 4 . ~
Desta forma,ou b = 1ou a = g e neste Ultimo caso k = % ea= % - g. Portanto as solucées do problema sao

(a,b) = (1,21),(2/,1) ou (8/* — 1,2/), com / € N.

| Problemas Propostos:

1. (Espanha 2009) Determina todos os pares de nimeros inteiros (x, y) que satisfazem a equagao:

x? — y* = 2009.

Use o método da fatoragao.
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2. (Espanha 2012) Determina todos os inteiros positivos n e k tais que:

(n+1)" =20 +3n+1

Mostre que n? divide 2n* + 3n.

3. (IMO 2006) Encontre todas as solugdes inteiras (x, y) da equagio 1 4 2% 4 22+1 = 2,

Dica: Escreva da forma (y + 1)(y — 1) = 2¥(2**t! +1).

4. (IMO 1988) Sejam a e b inteiros positivos tais que (ab + 1) divide a2 + b2. Mostrar que

é o quadrado de um inteiro.

Dica: Faga por Absurdo.

4. (IMO 2001) Sejam a > b > ¢ > d inteiros positivos e suponhamos que
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Mostre que ab + cd ndo é um nimero primo.

Dica: Mostre primeiro que ab + c¢d > ac + bd > ad + bc.

2.5 | Equacoes de Segundo Grau e Teorema da Raiz Racional

Em alguns casos a solucdo de uma equacéo difantina pode ser procurada em um conjunto maior do que os inteiros,
por exemplo: os nimeros racionais. Nesta secdo veremos duas ferramentas para resolver essa clase de problemas, ja
que muitos problemas em equagdes difantinas podem ser abordados desta forma.

A Férmula de Bhaskara é um método resolutivo para equacdes do segundo grau cujo nome homenageia o grande
matematico indiano que a demonstrou. Essa férmula ndo é nada mais do que um método para encontrar as raizes de
uma equagao do segundo grau fazendo uso apenas de seus coeficientes. Considere o polinémio P(x) = ax?+bx+c,
Bhaskara mostrou que as solucdes desta equacio (que satisfazem as relacdes de Cardano: x1 + xo = %b exixy = <)
sdo dadas por

b+ /b2 —4ac

2a

X =

A expressido A = b% — 4ac é chamada de discriminante, pois separa as raizes: Se A > 0; P(x) possui duas raizes reais,
se A = 0 tem uma raiz real dupla; se A < 0, P(x) ndo possui raizes reais.

Mesmo que a primeira vista poderia parecer estar lidando com problemas ou exercicios simples (a maioria acha
que sabe resolver uma equacao de segundo grau), os problemas em Olimpiadas podem resultar mais interessantes do
que imaginamos.

Exemplo 2.8. (Rumania, 1987) Seja f(x) = a?x? — (b% — 2ac)x + ¢, sendo a, b, c niimeros racionais positivos. Probar

que se existe n € N tal que f (n) = 0 entdo n é um quadrado perfeito.
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Solucgado: Da férmula de Bhaskara, temos que as solucbes da equacgéo sao

b2 — 2ac + b\/b? — 4ac

2a2

L . . L . 2_ g2
para que alguma delas seja inteira, precisamos que exita um inteiro k tal que 62 — 4ac = k2. Dai temos que b zk =

2ac, substituindo na expressdo das raizes temos

2 2
b2 Bt ok b2 pk?H20k (bik)\?
242 B 432 T\ 22 '

Exemplo 2.9. (IMO) Sejam a, b € Z. Resolva a equacdo
(ax — b)2 + (bx — a)% = x,
sabendo que admite uma raiz inteira.

Solucgéo: Se a = b = 0 a equacao torna-se de primer grau com solugdo Unica x = 0. Suponhamos agora a # 0 ou
b # 0, fazendo a expans3o temos a equacio de segundo grau (a% + b?)x — (4ab + 1)x + (a® + b?) = 0, com raizes
x1,x2 sendo x; € Z. Como (ax; — b)2 + (bxq — a)2 = x1, deduzimos que x; € um inteiro positivo. Sabemos que
as raizes séo reais, entdo o discriminante da equacio deve ser nio negativa, assim (4ab + 1)2 — 4(a? + b?)2 > 0
[1—2(a—b)2][1+2(a— b)?] = 0logo [1 —2(a — b)2] > 0e como (a — b)2 € N temos que (a — b)2 =0ea = b.
Com isto, reduzimos a equagdo na forma

222x2 — (422 + Dx + 242 =0 (1)

1
222’
que x; = 2. Como x; = )(1—1 >0entdox; < xy+xp =2+ a% < 3. Portanto 2 < x; < 3 0 que implica, sendo x; inteiro,

Sabemos das relacdes de Cardano que x; + xo = 2 + e x1x3 = 1 e como x; € N € a Unica solucdo inteira, segue

que x; =2exy = %, obtendo também que a = b = +1 sdo os Unicos valores para a equacao diofantina acima.

No estudo das equacdes diofantinas, as vezes precisamos fazer uma “mudanca de variavel"que torna na procura
de solucdes nos nimeros racionais invés de solucdes inteiras. Para encontrar essas solugdes o seguinte resultado é

muito atil
Teorema 2.1 (Teorema da raiz racional). Considere a equacdo polinomial com coeficientes inteiros

1

anx" +a,_1x""' +...+a1x+ay =0,

com ag e a, diferentes de zero. As possiveis solugdes racionais do tipo x = £ com mdc(p, q) = 1 satisfazem: p|ag e q|a, .

q

Demonstracdo. Seja P(x) = apx" + a,_1x"~' + ... 4+ a1x + ap, se P (g) = 0 para p, g € Z primos entre si, entdo

n n—1
P<£) s <B> +a’771 <B> +.”+a1 <B> +aO:O
q q q q
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obtendo as equacoes:

1

p(anp" '+ .. . +21¢g"") = —a0q"
q(an—1p" "+ ...+ ag" " = —a,p"

implicando que p | agpq” e g | a,p”, mas como p e g sdo coprimos obtemos o resultado desejado. m]

Exemplo 2.10. (Granada 2014) Encontre as solucées inteiras da equacdo diofantina
x* + y4 = 3x3y.

Solucdo: Se x = 0 temos solugdo trivial x = y = 0. Se x # 0, podemos dividir os termos da equagdo acima por

x*, obtendo a equacio

@) )

Fazendo a mudanca de variavel z = { temos a equacdo z* — 3z + 1 = 0. Note que as solucdes inteiras da equacio
inicial s3o as solucdes racionais da Ultima equacéo. Segundo o teorema[2.1] o denominador desta solucéo deve dividir
ao coeficiente de maior grau, neste caso o coeficiente de z* que é 1; e o numerador da solucdo é um divisor do termo
independente 1. Assim os candidatos a solucdes da equacio z* — 3z + 1 = 0530 1 e —1, mas nenhum deles verifica
a equacao. Portanto a Unica solucao da equagao diofantina inicial é a trivial x = y = 0.

2.6 | Problemas Propostos:
1. Mostre que 4" + n* ndo é um niimero primo para n € N.

Use a identidade x* 4+ y* = (x2 4+ y% + V2xy) (x* + y* — V/2xy).

2. (Rumania) Considere a equacdo diofantina (x — a)2 + (x — b)2 = 2ab— 1, com a, b > 0. Mostre que a equagio

nao possui raizes racionais.

Mostre que A ndo é um quadrado perfeito.

3. (Suécia 1986) Seja P um polindmio de grau maior que 2 com coeficientes inteiros e tal que P(2) = 13 e

P(10) = 5. Sabemos que P tem uma raiz inteira. Encontre-a.

4. (OMCC 2007) Seja S um conjunto finito de nimeros inteiros. Suponha que para qualquer par de elementos
distintos p, g € S, existem elementos a, b, ¢ € S ndo necessariamente diferentes entre si, com a # 0 de maneira
que o polinémio F(x) = ax? 4 bx + ¢ satisfaz F(p) = F(q) = 0. Determine o maximo niimero de elementos

que pode ter o conjunto S.

3 | EQUAGOES DIOFANTINAS LINEARES

Suponha que temos o seguinte problema:

“Um homem vai a uma loja de roupas e compra 12 camisas, algumas
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pretas e outras cinzas, por 1.200 reais. Se as camisas pretas valem
30 reais a mais do que as cinzas e vocé comprou o minimo possivel
deste ultimo, quantas camisas vocé comprou de cada cor?"

Vejamos a formulagdo matematica desse problema: Se x representa o nimero de camisas pretas, entdo as camisas
cinzas sdo 12 — x e, suponha que o preco da camisa cinza seja y logo a preco de uma camisa preta é y + 30. Temos a
equacao x(y + 30) + (12 — x)y = 1200 ou equivalentemente 30x + 12y = 1200. Surge a pergunta de como obter a
solucao desta equacao, ou pensar, em primeiro lugar, se existe solugao.

A equacao acima pertence ao conjunto das equacées denominadas equacées diofantinas lineares, isto é, equagdes
do tipo ax + by = ncom a, b, n € Z fixos. Vamos apreender agora como resolver este tipo de equagdes:

Teorema 3.1. Uma equagdo diofantina linear da forma ax + by = n possui solugdo inteira (xo, yo) Se, e somente se
mdc(a, b) é um divisor de n. Além disso, se d = mdc(a, b) podemos obter uma solugdo particular na forma: xo = g - a,
Yo= 5B onded = aa + bp.

Demonstragdo. Suponha que a equagao

ax+by=n, abneZ (2)

possui solucdo inteira, entdo existem xq, yp € Z tais que axo + byy = n. Considere que a = ajd e b = b;d com ay,
b1 € Z,logo axo + byo = (a1x0 + b1yo)d = n o qual implica que d|n.

Suponha agora que d|n, entdo existe k € Z tal que n = kd. Por outro lado, pelo teorema de Bezout (veja o teorema
1.2) existem a, B € Z tais que d = aa + Bb, ao multiplicar esta igualdade por k obtemos kd = (ka)a + (k)b = n,
isto é xo = ka, yop = kB é uma solucdo da equacao . Além disso, temos que xo = ka = 5§ -a,y0 = 5 - éuma
solucdo particular dessa equacao. o

No teorema anterior, vimos como encontrar uma solucio particular de uma equacéo linear, mas e se desejamos
encontrar todas as solucdes dessa equacao, sera isso possivel? Para responder essa pergunta vejamos o seguinte
resultado

Proposicao 3.1. Se xq, yo € Z é uma solugdo particular da equagdo diofantina ax + by = n, entdo todas as solucoes

inteiras (x, y) sdo da forma:

onde t € Z, sendo d = mdc(a, b).

Demonstracdo. Se (xo, o) € uma solucdo da equagao (2) entdo axg + byg = n. Dai temos
b b
a(xo-i-gt) +b(y0—§t> :axo-i-byo-i-aat—bgt:n

o que mostra que (x, y) também é uma solucdo. Vamos mostrar agora que essas solu¢des sao as Unicas, para isso

considere que (x’, y’) é alguma outra solucédo, temos que ax’ + by’ = ne axg + byy = n logo ao subtrair estas duas
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Ultimas equagdes temos que a(x’ — xo) + b(y’ — yo) = 0. Dividindo por d, podemos reescrever esta equacdo da
forma

a b

S =x0) =2 (0 —y)
Dado que mdc(%,%) = 1temos que 3 | (yo — y’), logo existe t € Z tal que: yo — y’ = & - t. Portanto y’ =
Yo— % -t, t € Z. Substituindo isto na equacao a(x’ — xo) + b(y’ — yo) = 0 obtemos que x” = xo + 2. -t 0 que mostra
o resultado desejado. o

Voltemos agora ao nosso problema inicial da secdo: Nos tinhamos a equagao 30x + 12y = 1200. Usemos agora as
ferramentas que temos para encontrar uma solugao deste problema. Dado que mdc(30, 12) = 6 divide 1200, sabemos
que nossa equacao tem solucao inteira.

Do teorema de Bezout temos que 6 = 30 — 12-2,dondea = 1e 8 = —2 no teorema@ assim uma solucao
particular fica da forma: xg = @ -1 =200, yop = % - (=2) = —400. Portanto, da proposi(;éotemos que todas
as solucdes s3o da forma x = 200 + 12 .t = 200 + 2t, y = —400 — 32 . ¢ = —400 — 5¢. Agora, de x = 200 + 2¢
e x + y = 12 segue que y = —188 — 2t. Das condicdes do problema temos 0 < —188 — 2t < 12, o que implica
que —100 < t < —94 e t € {—99, —98, —97, —96, —95}, mas do enunciado sabemos que o nlimero de camisas cinzas

possiveis é o minimo, logo t = —95 e assim, y = —188 — 2(—95) = 2 camisas cinzas e x = 12 —2 = 10 camisas pretas.

Exemplo 3.1. Encontre todas as solucées inteiras da seguinte equagdo
12x + 16y = 20.

Solugao: Dado que mdc(12, 16) = 4 divide 20, pelo teorematemos que a equacgao possui solucao inteira. Agora
dividindo a equacéo por 4, obtemos 3x + 4y = 5 implicando uma solucado particular x = #. O conjunto {0, 1, 2}
forma um sistema completo de residuos mod 3, substituindo estes valores temos que se y = 2logo x = —1 € Z.
Assim uma solucdo particular da equacdo é (—1, 2). Portanto, usando a proposicao todas as solucdes da equagao
é da forma

x=—1+4t,teZ
y=2-3t te”.

Exemplo 3.2 (México 2008). Juan tem uma sacola cheia de bolinhas, ele quer organizd-las em dois retdngulos de 2 e 3
linhas. Por quatro dias ele fez isso, obtendo em cada caso um numero diferente de bolinhas em cada retdngulo. Calcular o

menor ntimero de bolinhas que Juan pode ter.

Solucdo: Sejam ¢ o numero total de bolinhas, e x, y 0 nimero de colunas do retangulo de 2 e 3 linhas respectiva-

mente. Assim, obtemos a seguinte equacao diofantina
2x +3y =c.

Das hipéteses do problema devemos encontrar o menor valor de ¢ tal que a equacao possua pelo menos 4 solucdes
positivas distintas. Do teorema|3.1]a equagao possui solugdo desde que mdc(2,3) = 1 e, também é facil obter uma
solugdo particular é (x, y) = (—c, ¢) (veja a solucéo particular dada no teorema . Além disso, a solucio geral é da

forma
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x =—c+ 3t
y=c—2t,

com t € Z. Dado que estamos procurando solucdes inteiras positivas temos as seguintes desigualdades:

x>0=—c+3t>0=>t>¢/3

y>0=c—-2t>0=c¢/2>t
logo

<t<c
75

w|o

Sabemos que uma condigdo para a existéncia de solugdes inteiras é que c seja multiplo de mdc(2,3) = 6. Agora,
vamos dar valores a ¢ para que t > 4 (a equagdo tem minimo 4 solucées distintas), isto €, § — £ > 5. Portanto, vamos

a testar valores de ¢ para que a condicdo anterior seja satisfeita:

4 Parac = 12 temos que § —

wio

4 Parac =18temosque 5 — 5 =3.

4 Parac =24temosque 5 — § = 4.

¢ Para ¢ = 30 temos que % — % = 5.

Assim o menor nimero de bolinhas que Juan pode ter é 30.

Outra maneira de resolver uma equacao diofantina linear é usar o Algoritmo de Euclides. Vamos comegar com a
equacdo ax — by = ¢, as solugdes desta equacdo podem ser obtidas multiplicando por ¢ as solugdes da equagdo
ax — by = 1. Sabemos que esta Ultima equacgao possui solugdes se e somente se o mdc(a, b) = 1. Vamos supor, sem
perda de generalidade, que a > b e vamos dividir a entre b: a = bqg + r entdo (bg+ r)x —by =1e

rx —1
b

y=4qgx+

Agora como desejamos que y seja inteiro, devemos ter que % também deve ser inteiro, assim a equacao rx —
bz = 1 deve ter solucdes inteiras. Obtemos outra equacao com coeficientes menores menores que a equacao inicial
ax — by = 1, pois r < b, b < a. Repetindo o processo um certo nimero de vezes até chegar a uma expresséao da
forma r,u — pv = 1, onde r,, € o Ultimo resto distinto de zero e p é o Ultimo divisor. Assim, do algoritmo de Euclides
temos que r, = mdc(a,b) = 1 eu = 1 + pv, que nos permite obter solucdes da equagdo proposta ax — by = 1,

substituindo simplesmente as incégnitas que surgem no processo até obter x e y em fungéo de v.

Exemplo 3.3. Encontre todas as solugdes inteiras ndo negativas da equacdo
91x — 195y = 1079.

Solugdo: Dado que o mdc(91,195) = 13 divide 1079 a equagdo possui solugdes inteiras. Dividindo por 13 a

equacao obtemos 7x + 15y = 83. Dividindo 15 entre 7 obtemos quociente 2 e resto 1 entdo mdc(15,7) = 1. Aplicando
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o algoritmo da divisdo: 15 = 7 - 2 + 1 ou equivalentemente 7(—2) + 15-1 = 1. Multiplicando por 83 obtemos
7(—166) + 15 - 83 = 83, obtendo a solucdo particular (—166, 83). Logo todas as solucoes sdo da forma

x =—166 + 15t
y=83-Tt,

Lembremos que desejamos solucdes ndo negativas, entdo temos as condi¢des

x=20=—-1664+15t=>0=1t=>12
=

>
y>0=8—T7t>0=t<11

Portanto, ndo existe solucdes inteiras.

| Problemas Propostos:

1. Encontre as solucdes inteiras da seguinte equacao aplicando o algoritmo de Euclides:

25x —9y = 1.

2. (Espanha 2014) No correio s6 tem selos de 14 e 21 centavos. De que formas pode franquear um pacote por
importe de 7,77 euros?

Dica: Encontre o nimero de solugdes inteiras da equacéo 14x + 21y = 777.

3. Caso geral: Mostre que a equacao ajx; + asxy + - -+ + apx, = c possui solucao inteira se, e somente se o
mdc(as, az, ..., a,) € um divisor de c.

Dica: Use inducéo com o teorema (3.3).

4. (APMO 2002) Encontrar todos os pares m, n de inteiros positivos tais que m? — n divide m + n? e n? — m divide
2
m= + n.

Dica: Mostre que [m — n| > 1.
5. (IMO 1982) Demonstre que se n é um inteiro positivo tal que a equacio
)(3—3)()/24-)/3 =n

tem uma solucdo com x, y inteiros, entdo ela tem ao menos trés solugdes inteiras. Mostre que esta equacao
nao possui solucdes inteiras para n = 2891.

Dica: Considere a equagido modulo 7.
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4 | EQUAGOES DIOFANTINAS QUADRATICAS

Existem muitos problemas famosos em equacgdes diofantinas. O mais famoso é provavelmente aquele foi durante
séculos conhecido como o Ultimo teorema de Fermat, até sua demonstracdo por Andrew Wiles e seu aluno Richard
Taylor: Provar que para n = 3 qualquer solugdo inteira de x" + y" = z" é trivial, isto é, xyz = 0. Vamos comecar esta

secao estudando as equacgodes dessa forma para n = 2.

4.1 | Ternas Pitagoricas

A equacédo Diofantina
x2+y? =272 (3)

esta relacionada com o famoso Teorema de Pitagoras, ja que as suas solucdes, chamadas de ternas pitagéricas,
correspondem aos triangulos retangulos com o comprimento dos lados sendo nimeros inteiros.

Vamos encontrar todas as ternas pitagéricas (x, y, z). Podemos supor que x, y, z sao primos relativos dois a dois,
pois se houver um primo p tal que p | mdc(x, y) entdo p | z. Logo (% %, %) também é uma terna pitagérica. Uma
terna pitagodrica cujos termos sao primos relativos dois a dois se denomina terna pritagérica primitiva.

Teorema 4.1. As ternas pitagdricas primitivas (x, y, z) sdo da forma

x:menz, y =2mn, z=m?+n?

commdc(m,n) = 1em+ nimpar.

Demonstragdo. Note que x, y ndo podem ser pares ao mesmo tempo, portanto podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que x é impar. Além disso, como (2k + 1)2 = 4k? 4 4k + 1 =1 (mod 4) e (2k)2 = 0 (mod 4), quadrados
perfeitos sdo congruentes ou 0 ou 1 médulo 4. Portanto y nio pode ser impar pois caso contrario z2 = x2 + y2 =2

(mod 4), um absurdo. Resumindo, temos que y é par e z é impar. Por outro lado,
y2 =22 —x2 = (z—x)(z + x).

Z4x Z—X = .
+= e £5% sdo coprimos e seu produto

Temos que mdc(z — x, z + x) = mdc(2z, z + x) = 2 pois mdc(z, x) = 1. Logo
€ um quadrado perfeito. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada um destes factores deve ser o quadrado de

um numero natural. Assim,

zZ+x ) Z—X 2
= m*, = n*, = 2mn,
2 2 Y
com mdc(m, n) = 1. Escrevendo x, y, z em termos de m, n obtemos o resultado desejado. u}

Observagao 4.1. A condicdo de m+ n serimpar no teorema anterior garante a primitividade da tripla: como mdc(m, n) = 1
temos mdc(m?, m? + n?) = 1 e portanto mdc(x, z) = mdc(m? — n?, m? 4 n?) = mdc(2m?, m? + n?) = mdc(2, m? + n?),
que é igual a 1 se, e s6 se, m? + n? é impar, isto é, se m e n tem paridades distintas. Todas as demais ternas pitagéricas

podem ser obtidas a partir de uma terna pitagérica primitiva, multiplicando seus termos por uma constante.
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Exemplo 4.1. (México 2004) Mostre que o raio de uma circuferéncia inscrita em um tridgngulo pitagérico de lados inteiros

€ sempre um numero natural.

Solucao: Sejam r o raio da circunferéncia inscrita e x, y, z € N os lados do tridngulo retangulo, onde z é a hipote-
nusa. Do teorema de Pitagoras, obtemos uma equacao diofantina x2 + y2 = 72, cuja solucio é uma terna pitagérica
da forma x = m? — n?, y = 2mn, z = m? + n? (veja o teorema[4.1). Vamos unir o centro da circunferéncia inscrita
com os Vvértices do triangulo, o triangulo é dividido em trés triangulos mais pequenos cuja soma das areas € a area do

tridngulo inicial, assim: % =4+ % + %7, isolando o raio da equacdo acima temos que

Xy (m? — n?)(2mn) _ mn(m + n)(m — n) _

n(m —n)

T xty+z 2m? + 2mn m(m + n)

que é um numero natural.

2

Exemplo 4.2. Mostrar que a equacdo x* + y* = z2 ndo posssui solucdes inteiras positivas.

Solucdo: Vamos aplicar as ternas pitagéricas junto com o método do descenso infinito. Suponhamos que x*+ y* =
22 possui uma solugio inteira com x, y, z > 0. Logo suponha que (a, b, c) é uma solugio com ¢ sendo minimo. Em
particular, a, b sdo primos entre si, pois de d = mdc(a, b) > 1 poderiamos substituir (a, b, ¢) por (2, 3, i) e obter
uma solugdo com ¢ menor. De (a%)? + (b?)?2 = ¢? temos que (a2, b2, c) é uma terna pitagérica primitiva e assim
existem inteiros positivos m e n primos relativos tais que a> = m? — n?, b> = 2mne ¢ = m? + n?. Logo (a,n, m)
é uma terna pitagdrica primitiva e portanto m é impar. Assim, de b2 = 2mn concluimos que b, e portanto, n é par.
Observando que b2 = (2n)m é um quadrado perfeito e mdc(2n, m) = 1, concluimos que tanto (2n) como m sio
quadrados perfeitos, donde podemos encontrar inteiros positivos s e ¢ tais que 2n = 4s2 e m = t2.

Por outra parte, dado que a2+ n?2 = m?, entio existirdo inteiros positivos i e j, primos entre si, tais que a = i2 — 2,

= ij, logo i e j serdo quadrados perfeitos, digamos i = u? e j = v2.

2

— 0jj _ 2.2 2 _
n=2ijem=i*+ j* Portanto s* =
u

Logo Temos que m = i2 4 j2,i = u?,j = v? e m = 2, assim

1.‘2 = u4 + V4,

2

isto &, (u, v, t) € outra solugio de equagao original. Porém t < t2 = m < m? < m? + n? = ce t # 0 pois m também é

diferente de zero. Isto contradiz a minimalidade de ¢, o que conclui a demonstracao.

4.2 | Equacao de Pell

A equacao Diofantina
x“—d y2 =c (4)
é conhecida como Equacdo de Pell ou Equagdo de Pell-Fermat. Foi estudada, entre outros, por Leonard Euler, quem deu

o nome a dita equacado. O matematico francés Pierre Fermat levantou-a no século XVII.

Note que d < 0, entdo a equacdo tem somente uma quantidade finita de solugdes pois max{|x

,yl} <c Sed
é um quadrado perfeito, isto &, d = a2 entdo a equagio é reduzida a (x — ay)(x + ay) = ¢ e novamente s6 possui
uma quantidade finita de solucdes (que estio relacionadas com os divisores de c¢). Assim, o caso mais interessante é

quando d > 0 e ndo é quadrado perfeito.
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Existem varios resultados sobre a equacédo de Pell na literatura, mas o resultado que estudaremos aqui é relacio-
nado ao caso ¢ = 1. Lagrange mostrou que para d > 0 a equacao possui infinitas solucdes se d ndo possui factores
quadraticos na sua fatoragao (Veja [1], teorema 4.7). Aqui vamos nos limitar a mostrar como, a partir de uma solucéo
particular, pode se obter todas as outras solucées da equacao diofantina

xz—dy2=1,d>0 (5)

Claramente temos a solugao trivial x = +1e y = 0. Agora associamos a cada solucdo ndo trivial (x, y) da equagao
o nimero x + v/dy. Podemos supor que x, y > 0 (pois se x é solucido entdo —x também &, analogamente para y),
logo (x +v/dy) > 1e (x —+/dy) < 1desde que (x + Vdy)(x —/dy) = x? —dy? = 1.

Teorema 4.2. Seja (x1, y1) uma solucdo positiva da equacdo Diofantina de Pell x> — dy? = 1, tal que x; + \/dy; seja
minimo. Entdo todas as outras solucdes positivas da equagdo sdo da forma (xp, y,) com x, + Vdy, = (x1+ Vdy; )", para

neN.

Demonstracdo. Considere (x, y), (u,v) solugdes da equagio , entdo (u + Vdv)(u —Vdv) = B> —dv? = 1e
(x +Vdy)(x —+/dy) = x* — dy? = 1, multiplicando essas equagbes temos

(x + Vdy)(u+ Vav) (x = Vdy)(u - Vdv) =1

isto &, (x + Vdy)(u+ Vdv) = (xu+ dyv) + Vd(xv + yu) é o valor associado a solucio (xu + dyv, xv + yu). Em
particular se, a partir de uma solucao (x1, y;) definimos x, e y, mediante a igualdade

Xn +Vdy, = (x1 +x/3y1>n

obtemos infinitas solugdes (x,, y,), escritas explicitamente da forma

_!
T2

(O +Vdy)" = (x1 = Vdyn)").

((x1 4+ Vdy1)" + (x1 = Vdy)")

Xn

1
Yn = 2\/3
Sabemos que (x1, y1) € a solugao da equacdo (5) tal que x; + v/dy; é minimo, vamos mostrar, a seguir, que (Xns ¥n)
s30 todas as solucdes positivas de . De fato, dado que 1 < x; + Vdy; < (x1 +Vdy1)? < (x1 +Vdy)> <---.Se
(u, v) é outra solucao e nao é nenhuma das (x,, y,), entdo deve existir um inteiro positivo k tal que
(X1 + \/E)ﬁ)k <u-+ \/EV < (X1 + \/gy1)k+1
multiplicando por (x; — v/dy;)* obtemos

1< (u— ﬁv)(m - \/g}ﬁ)k <X +\/g}’l

Como o termo meio é maior que 1, corresponde a uma solucdo positiva. Mas isto é absurdo pelo escolha de

(x1, y1) ser a solucdo positiva minima. m|
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Notemos agora, que a partir das solucées da equacio de Pell x2 — dy? = 1, podemos encontrar solucdes para
equacgdes mais gerais, vejamos o seguinte resultado:

Proposicdo 4.1. Considere a equacdo diofantina mx2 — ny? = +1. Temos que a existéncia de uma solucdo, implica que
existem infinitas solucdes (relacionadas com as solucées da equacdo de Pell x2 — mny? = 1) sempre que m - n ndo seja um

quadrado perfeito.

Demonstracdo. Seja (xo, yo) uma solucdo de mx2 — ny? = +1, entdo (v/mxo + /nyo)(v/mxo — +/nyo) = +1. Como
mn n3o é um quadrado perfeito, a equacio de Pell x2 — mny? = 1 possui infinitas solucées; se (z, w) é uma delas,
temos (z + /mnw)(z — v/mnw) = 1. Multplicando estas duas equagdes obtemos

(Vmxo +V/nyo)(z + Vmnw)(z — /mnw)(vVmxo — v/nyo) = £1,

que é equivalente a

[Vm(zxo + nyow) + v/n(yoz + mxow)|[v/m(zxo + nyow) — v/n(yoz + mxow)| = +1.

2

Portanto x’ = zxo 4+ nyow e y’ = yoz + mxow geram uma nova solucio da equacdo mx2 — ny? = +1. Além do mais,

para toda solucdo (a, b) de mx? — ny? = +1,

1= (ma® — nb?)? = (v/ma + v/nb)*(v/ma — /nb)?
= (ma® + nb? + 2¢/mnab)(ma® + nb* — 2o/mnab)
= (2ma® T 1)? — mn(2ab)?.

Assim, (2ma® F 1,2ab) é solucio da equagdo x2 — mny? = 1. o

Observagao 4.2. A importdncia da equacdo de Pell estd em que todas as equacées quadrdticas em duas varidveis podem
se reduzir a uma equacdo de Pell. De fato, a equacdo diofantina ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 pode ser escrito da
forma ax? + (by + d)x + (cy? + ey + f) = 0, logo a equacdo de segundo grau em x tem solucées inteiras se o discrimante
€ um quadrado perfeito, isto é€,

(by + d)? —4a(cy’ + ey +f)=w?, weZ
entdo (b? — 4ac)y? + (2bd — 4ae)y + (d? — 4af) — w? = 0. Fazendo p = b? — 4ac, ¢ = 2bd — 4aeer = d? — 4af,
tem-se py? + qy + r — w? = 0, que é uma equacdo de segundo grau em y tem solucdes inteiras se o discriminante é um

2

quadrado perfeito, isto é, g — 4p(r — w?) = z% com z € Z, entdo

2% — (4p)w” = (¢* — 4pr)

¢é uma equacdo de Pell, da forma (4) com d = 4pe c = g% — 4pr.

Exemplo 4.3 (OBM, 2010). Resolva a equacdo diofantina

32 =262 +1, a,be Z.
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Solugdo: Vamos comecar supondo que a = 2k é par, assim podemos reescrever a equagdo acima da forma
(3%)% — 2b% = 1, isto quer quizer que (3%, b) é solugdo da equacio de Pell x2 — 2y% = 1. Agora podemos notar que
(3,2) é a sua solucdo positiva minima (lembrando que isto significa que x + +/2y é minimo), para verificar isto, basta
verificar que os outros inteiros positivos menores ndo satisfazem a equacado de Pell. Agora, sabemos que todas as
solugdes positivas (x,, yn) sd0 da forma (3 4+ 2+/2)" (veja o teorema , assim existe algum inteiro n > 0 tal que

3"+bxf=(3+2\/§)".

logo, usando o bindmio de Newton e lembrando que as poténcias pares de 3 + 24/2 é um niimero inteiro enquanto
as poténcias impares resulta um multiplo de v/2, obtemos

j=0
J par

_ an m\an—2 2., . n n—2|n/2| 2(n/2)
3 +<2)3 (2v2)? + +<2[n/2j>3 (2v2)

Vamos analizar dois casos:

¢ Se népar, temos 3 = 3" 4-... 4 (24/2)" dai segue que 3 | (24/2)", mas como n é par tem-se que (2+/2)" deve
ser poténcia de 2, o que da um absurdo!

¢ Senéimpar,temos3¥ =3"+...+n-3- (2\/5)”—1. Agora se escrevemos n = 3! - m com mdc(3, m) = 1, logo

pOdemOS escrever
3¢ =3t (3D g m(2v2)")

Assim, dado que k > n = 3tm = 3¢ > ¢ + 1, a Ultima equacio é reescrita como 3K~ (t+1) = 33'm—(e+1) ... 4
m(2+/2)"~", o que implica que 3 | m(2+/2)"~", desde que todos os termos intermediarios do lado direito sio
multiplo de 3. Mas isto é um absurdo pois mdc(3, m) = 1. Portanto as Unicas solucdes possiveis sdo: (2,2) e
(2, —2) que obtemosdocaso k =Ten = 1.

Suponha agora que a = 2k + 1 é impar. Temos agora que (3%, b) é solugdo da equacao diofantina 3x2 — 2y? =
1. Pela proposicio [4.1] sabemos que as solucdes desta equacio tem relagdo com as solucdes da equagio de Pell
x? — 6y? = 1. Esta ultima equacio de Pell tem solugdo positiva minima (5, 2), assim todas as solucdes positivas sdo
da forma (x5, ys), onde x, + /6y, = (5 + 2+/6)". Logo na demonstracio da proposigéopodemos ver que, como
(3%, b) é solucio de 3x? — 2y?, logo (6 - 3K 11,26 3%) é solugdo de x? — 6y? = 1, assim existe algum inteiro n > 0
tal que

6-3 T1) + (2b-3)v6 = (5 + 2v/6)"

logo, consideramos o sinal negativo ao fazer a congruéncia médulo 5, temos

6.3 —1= an (7> 5"(2v6), 263K = % 3 (j) 5" (2v/6)
i=0 Jj=1
Ji

i par mpar
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Se n = 1, da primeira equacdo obtemos k = 1 e a = 1, substituindo na equacao incial obtemos 6 = +1 e portanto
as solucdes (1,1) e (1,—1). Se n = 2 a segunda equagao nao tem solugdo em k. Agora considere n > 2e k > 2
(deixamos exercicio para o leitor mostrar que ndo existe solucdo inteira nesse caso, ao mostrar uma contradicido nas
equacoes acima usando congruéncias)

Portanto, as Unicas solucdes possiveis sao (1,1), (1,—1), (2,2) e (2, —-2).
Exemplo 4.4. Encontre um nuimero quadrdtico de 5 digitos que seja igual a 5 vezes o quadrado de outro nimero mais um.

Solucdo: Podemos escrever o problema da forma de encontrar n tal que n?2 = 5m?+1, ou melhor ainda n2 —5m? =
1 (Equacéo de Pell). Pelo teorema sabemos que podemos gerar todas as solugdes a partir da solucdo minima.
Como precisamos que n = \/m seja inteiro positivo, testamos os valores e obtemos que a solu¢do minima da
equacdo é ny = 9 e m; = 4. Mas como n12 = 81 ndo possui 5 digitos, ainda ndo temos a solucao do problema. Agora
todas as outras solugdes sio da forma (xp, yn) = (9 + 44/5)". Testando valores temos que para n = 2 obtemos
((9 + 4v/5)% = 161 + 72+/5, e como 1612 = 25921 tem 5 digitos, encontramos a solucio do problema. A solugio é

Unica, dado que para n = 3 temos que n§ possui 7 digitos.

Existem muitas outras equacdes diofantinas que podemos estudar como: A equacdo de Markov, a soma de dois
e trés quadrados, o Problema de Waring, etc. Entre outros métodos, que escapam do escopo deste trabalho. O aluno
que ficar com interesse no assunto recomendo uma leitura mais detalhada do livro [1].

4.3 | Problemas Propostos:

1. (OIM 2010) As médias aritméticas, geométricas e armonicas de dois nimeros inteiros positivos distintos sdo

ndmeros inteiros. Encontre o menor valor possivel para a média aritmética.

Dica: Escreva as médias armdnica e geométrica em funcdo da média aritmética m para obter uma terna pitagorica.

2. (OMCC 2005) Mostre que a equacdo a2b2 + b%c? + 362 — a2 — ¢2 = 2005 ndo possui solucdes inteiras.

Dica: Reescreva como uma equacéo de segundo grau em b.

3. (México 2008) Seja S(n) a soma dos primeiros n inteiros positivos. Vamos dizer que um inteiro positivo n
é fantdstico se n e S(n) s3o ambos quadrados perfeitos. Exemplo, 49 é fantastico, pois 49 = 72 e S(49) =

142+ ...449 = 1225 = 352, Encontre um inteiro n > 49 que seja fantastico.

Dica: Se n = k? e S§(n) = m?, temos que resolver a equacdo k2 — 2m? = —1.

4. Encontre todos os triangulos cujos lados sio inteiros positivos com area sendo inteira também.

Dica: Use a formula de Herén.
5. (OIM 2008) Resolva em inteiros positivos a equacao

X2+ y? =1571%(x — y).

Dica: Escreva da forma (x + y)2 + (157 — x — y)? = 1572,
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6. (IMO 1981) Encontrar todas as solucdes inteiras positivos da equagao

Dica: Mostre que se (m, n) é uma solugéo entdo (n, m — n) também é solucao.
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