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Teoria dosNúmeros é umdos tópicosmais relevantes quando
falamos de Olimpíada de Matemática, dado que um conhe-
cimento básico dessa área ajuda aos estudantes na reso-
lução de diversos problemas. Dentre eles, podemos men-
cionar a resolução de Equações Diofantinas. Uma equação
diofantina é uma equação polinomial para o qual procura-
mos soluções inteiras. O objetivo deste trabalho é introdu-
zir alguns métodos que dão suporte inicial de ideias para in-
centivar um pensamento crítico no assunto e assim, aplicá-
lo na solução de problemas de Olimpiadas de matemática
nacionais e internacionais. Além disso, proponemos diver-
sos exemplos em Olimpiadas e problemas para diversão do
aluno.

1 | INTRODUÇÃO

“ Deus criou os números naturais. O resto é obra dos homens. ”
Leopold Kronecker

Os números naturais vieram pela primitiva e simples necessidade de organização e contagem. Eles são denotados
pelo conjunto Î “ t1, 2, . . .u e caraterizados pelos axiomas de Peano, que também fornece o suporte para o princípio
de indução. Uma das principais caraterísticas deste conjunto é dado a seguir

Princípio da Boa Ordenação: Todo subconjunto não vazio A de números naturais possui um elemento mínimo, isto é,
existe n0 P A, tal que n0 ď n , para todo n P A.

O PBO 1, como é também conhecido, não é válido para os inteiros e muito menos para os racionais. Assim, de

1O PBO será a base do método de descenso infinito de Fermat que estudaremos mais adelante.
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algum modo, o PBO captura algo especial dos números naturais.
Agora, um número inteiro é qualquer elemento do conjunto formado pelos números naturais, seus opostos aditi-

vos e o zero, isto é Ú “ t. . . ,´2,´1, 0, 1, 2, . . .u. Usando o PBO podemos mostrar uma propriedade importante deste
conjunto:

Princípio Fundamental da Teoría dos Números: Dado m P Ú, não existe n P Ú tal que m ă n ă m ` 1.

Demonstração. Como m ă n ă m ´ 1 se e somente se 0 ă n ´ m ă 1, então basta-nos mostrar que não existe
número natural entre 0 e 1 (observe que n ´ m é um inteiro positivo). Para isso, vamos supor que o conjunto A “

tn P Î : 0 ă n ă 1u é não vazio. Portanto, pelo princípio da boa ordenação, existe n0 P A mínimo. Assim 0 ă n0 ă 1

e, multiplicando essa desigualdade por n0 obtemos 0 ă n20 ă n0 ă 1, logo n20 P A, contrariando a minimalidade de
n0. �

O conjunto dos números inteiros Ú será nosso mundo na qual vamos percorrer para encontrar soluções a diver-
sas equações. Uma equação é definida como uma igualdade envolvendo quantidades conhecidas e desconhecidas,
denominadas as últimas de incógnitas. Encontrar uma solução de uma equação dentro de um conjunto numérico é
encontrar uma série de valores nesse conjunto para que, ao substituí-los pelas incógnitas, a igualdade seja verificada.
No caso das equações diofantinas, o conjunto onde as soluções são procuradas é o conjunto dos números naturais ou
inteiros, exigindo também que sejam (geralmente) equações polinomiais. O nome é dado pelo matemático Diofanto
de Alexandria, que, além de ser um dos primeiros a usar o simbolismo na álgebra, dedicou-se, dentre outras coisas, ao
estudo dessas equações.

Ao longo deste trabalho todas as equações serão diofantinas, isto é, os coeficientes das equações serão inteiros
e vamos procurar soluções inteiras. Em alguns casos, quando especificar, iremos procurar soluções no conjunto dos
números naturais ou no conjunto dos números racionais (claramente Î Ă Ú Ă Ñ ).

No conjunto Ú podem ser definidas duas operações elementares: soma e o produto. Estas duas operações sa-
tisfazem certas propriedades que tornam o conjunto Ú em uma base interessante para nosso estudo. Se a e b são
inteiros, dizemos que a divide b , denotando por a|b se existir um inteiro c tal que b “ ac, também é comum dizer que
b é múltiplo de a . Caso contrário, se a não divide b escrevemos a:b .

Teorema 1.1. (Divisão Euclidiana) Dados dois inteiros a e b , b ‰ 0, existe um único par de inteiros q e r tais que

a “ qb ` r , com 0 ď r ă |b| pr “ 0ô b|aq

(q é chamado de quociente de r de resto de a por b).

Embora o resultado acima seja um fato conhecido, entender bem o poder desse enunciado pode ajudar a resolver
alguns problemas clássicos nas Olimpiadas

Exemplo 1.1. Mostre que a equação x3 ` 2y 3 “ 4z 3 não tem soluções naturais.

Solução: Suponha que a equação possua solução emÎ. Então existe, pelo PBO, um elementomínimo no conjunto
S “ tr P Î : pm, n, r q P Î3 e m3 ` 2n3 “ 4r 3u, digamos z1. Assim, para alguns naturais x1, y1 temos x31 ` 2y 31 “ 4z 31 .
Daí 2 | x1 e portanto x1 “ 2x2, para algum x2 P Î. Pelo mesmo argumento, concluímos que y1 “ 2y2 e então
2x32 ` 4y 32 “ z 31 . Assim z1 “ 2z2, logo x32 ` 2y 32 “ 4z 32 e portanto z2 P S. No tanto, z2 ă z1, o que contaria a
minimalidade de z1.
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Exemplo 1.2. Encontre todos os inteiros positivos n tais que p2n2 ` 1q | pn3 ` 9n ´ 17q.

Solução: Dado que p2n2 ` 1q | pn3 ` 9n ´ 17q e p2n2 ` 1q | p2n2 ` 1q então p2n2 ` 1q divide 2 ¨ pn3 ` 9n ´ 17q `

p´nq ¨ p2n2 ` 1q “ 17n ´ 34. Como o grau de 17n ´ 34 é menor do que o de 2n2 ` 1, segue que 17n ´ 34 “ 0 ou
|2n2`1| ď |17n´34|, assim obtemos uma lista finita de candidatos: 1, 2, 4, 5, destes candidatos, apenas n “ 2 e n “ 5

são soluções.

OMáximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero), denotado por mdcpa, bq, é o maior inteiro
que divide a e b . Para calcular o mdc de dois números podemos usar o Algoritmo de Euclides, que se baseia na seguinte
observação:

Lema 1.1. (Euclides) Se a “ bq ` r , então mdcpa, bq “ mdcpb, r q.

Para mostrar isso, basta provar que o conjunto dos divisores positivos de a e b é o mesmo conjunto dos divisores
positivos de b e r (exercício ao leitor) portanto seus máximos também são iguais. O Algoritmo de Euclides consiste na
aplicação reiterada do lema acima onde q e r são o quociente e o resto da divisão de a por b . Como os restos formam
uma sequência estritamente descrescente, o algoritmo eventualmente para quando atingimos o resto 0. Se o mdc de
dois números é igual a 1, dizemos que os números são coprimos ou primos entre si. O proximo resultado mostra que
sempre é possível escrever o mdc de dois números como combinação linear destes.

Teorema 1.2 (Bézout). Sejam a, b P Ú. Então existem x , y P Ú com

ax ` by “ mdcpa, bq.

Portanto se c P Ú é tal que c|a e c|b então c|mdcpa, bq.

Estas ferramentas vão nos ajudar em nosso estudo de algumas equações diofantinas. Primeiro iremos ver alguns
métodos elementares como a fatoração, aritmética modular, desigualdades, etc. Logo veremos alguns resultados
sobre equações diofantinas lineares e quadráticas (Ternas Pitagóricas e Equação de Pell), tendo sempre o objetivo de
presentar exemplos que aparecem com frequência em problemas de olimpiadas.

2 | MÉTODOS ELEMENTARES

Começemos nosso estudo da equações diofantinas mostrando alguns métodos que servem muitas vezes de ferra-
menta para atacar problemas mais complexos

2.1 | Método da Fatoração

Considere a equação diofantina:

f px1, x2, . . . , xnq “ 0

oMétodo da Fatoração consiste em conseguir reescrever a equação acima em fatores menores, algo do tipo

f1px1, . . . , xnq ¨ ¨ ¨ fk px1, . . . , xnq “ a P Ú
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Sendo cada parcela fi px1, . . . , xnq um inteiro, assim a equação queda “reduzida"ao analizar os fatores de a , obtendo
assim um sistema de equações cuja solução gera soluções para nossa equação.

Exemplo 2.1. (Granada 2015) Dados três números inteiros positivos x , y , z encontre o valor do seu produto x y z sabendo
que satisfazem: x ` 2y “ z , x2 ´ 4y 2 ` z 2 “ 310.

Solução: Temos que 2y “ z ´ x logo substituindo na segunda equação x2 ´ pz ´ xq2 ` z 2 “ 310, resolvendo
obtemos xz “ 155. Usando ométodo da fatoração temos que analizar os fatores primos de 155 “ 5¨31, logo os valores
possíveis para x e z são t1, 5, 31, 155u. Da primeira equação temos que y “ z´x

2 e estudamos os casos possíveis para
encontrar o valor de y . Por exemplo: Se x “ 1 e z “ 155 temos que y “ 77 e, analogamente temos que x “ 5, z “ 31

implica y “ 13, agora nos outros casos temos que y é negativo o que fica descartado pois por hipotese precisamos
valores positivos. Assim, os valores possíveis para x y z são 11935 e 2015.

Exemplo 2.2. Encontre as soluções inteiras da equação:

1

x
`
1

y
“

1

pq
,

onde p e q são números primos.

Solução Podemos reescrever a equação da forma pqpx ` y q “ x y , somando o factor p2q2 ambos lados para
escrever o lado direito como produto de dois factores temos:

px ´ pqqpy ´ pqq “ p2q2 .

Sabemos que os divisores de p2q2 pertencem ao conjunto t1, p, q , pq , pq2, p2q , p2q2u, (o mesmo pode ser feito para
os divisores negativos). Caso 1: x ´ pq “ 1 então x “ 1 ` pq , e y ´ pq “ p2q2 segue que y “ p2q2 ` pq , assim
px , y q “ p1` pq , p2q2 ` pqq é uma solução. De forma análoga pode ser feito os outros casos.

2.2 | Método da Desigualdade

A famosa frase “dividir para ganhar"é útil ao nos enfrentar a uma equação diofantina, pois se restringimos nossas
variáveis a certos intervalos (usando desigualdades), podemos ter maior controle delas ao procurar soluções inteiras
de nossa equação.

Exemplo 2.3. (Granada 2016) Encontra números inteiros positivos de dois dígitos que sejam iguais a três vezes o produto
do seus dígitos.

Solução: Seja N o número de dois dígitos, podemos escrever ele da forma N “ 10a ` b com a ‰ 0. Do problema
temos a equação diofantina 10a ` b “ 3ab . Logo a “ b

3b´10 P p0, 9s. Portanto 3b ´ 10 ą 0, logo b ě 4. Assim, vamos
estudiar os valores 4 ď b ă 9: Desses valores, só para b “ 4 e b “ 5 temos que a “ b

3b´10 P Ú (a “ 2 e a “ 1

respectivamente). Substituindo esses valores temos que N “ 10a ` b é igual a 15 e 24.

Exemplo 2.4. Encontre todos os x , y , z P Î, tais que

x ` y ` z “ x y z
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Solução: Note que a equação é simétrica, logo podemos supor que x ď y ď z . Daí obtemos da equação:
x y z “ x ` y ` z ď 3z . Como z ‰ 0 então x y ď 3 e temos os candidatos px , y q “ p1, 1q, p1, 2q, p1, 3q. Substituindo,
obtemos uma única solução 1` 2` 3 “ 1 ¨ 2 ¨ 3.

2.3 | Método da Aritmética Modular

A divisibilidade visto na seção anterior também pode ser usado como ferramenta básica para resolver algumas equa-
ções diofantinas. Dado um número inteiro m , podemos classificar a todos os números inteiros de acordo ao seu resto
de fazer a divisão por m , isto é, classificar a dois números em um mesmo conjunto se eles tiverem o mesmo resto na
divisão euclidiana por m. Para isso, vamos dizer que a ” b pmod mq (leia-se a é congruente a b módulo m) se a e b
tiverem o mesmo resto quando dividir por m. A aritmética desses conjuntos é conhecido como Aritmética Modular.

Note que a ” b pmod mq se, e somente se m | pa ´ bq. Além disso, o fato de ser congruentes é uma relação
de equivalência (reflexiva, simétrica e transitiva), e se P é um polinômio com coeficientes inteiros então se a ” b

pmod mq então P paq ” P pbq pmod mq (exercício ao leitor a demostração dessas propriedades).

Exemplo 2.5. (México 2008) Sejam x , y inteiros tais que x2´ 2x y ` y 2´ 5x ` 7y e x2´ 3x y ` 2y 2` x ´ y são ambos
múltiplos de 17. Mostre que x y ´ 12x ` 15y também é múltiplo de 17

Solução: Temos que x2 ´ 3x y ` 2y 2 ` x ´ y “ px ´ y qpx ´ 2y ` 1q ” 0 pmod 17q. Como 17 é primo, então
x ´ y ” 0 pmod 17q ou x ´ 2y ` 1 ” 0 pmod 17q. Analizemos cada caso:

Caso 1: x ´ y ” 0 pmod 17q. Como x2 ´ 2x y ` y 2 ´ 5x ` 7y “ px ´ y q2 ´ 5px ´ y q ` 2y ” 0 pmod 17q, então
y ” 0 pmod 17q, logo x ” y ” 0 pmod 17q e assim x y ´ 12x ` 15y ” 0 pmod 17q.

Caso 2: x ´ 2y ` 1 ” 0 pmod 17q. Temos que x ´ y ” y ´ 1 pmod 17q o que implica x2´ 2x y ` y 2´ 5x ` 7y “
px ´ y q2 ´ 5px ´ y q ` 2y ” py ´ 1q2 ´ 5py ´ 1q ` 2y “ py ´ 2qpy ´ 3q ” 0 pmod 17q. Assim, tem-se que
y ” 2 pmod 17q ou y ” 3 pmod 17q. No primeiro caso, temos x ” 2y ´ 1 ” 3 pmod 17q e em consequência
x y ´ 12x ` 15y ” 3p2q ´ 12p3q ` 15p2q ” 0 pmod 17q. Analogamente fazemos para o caso y ” 3 pmod 17q.

Exemplo 2.6. (IMO 1997) Determine todos os números primos p para os quais o sistema

#

p ` 1 “ 2x2

p2 ` 1 “ 2y 2

tem solução em números inteiros.

Solução: Podemos assumir, pela simetria das variáveis (isto é, se x é solução então ´x também é solução) que
x , y ě 0. Temos que se p` 1 “ 2x2 segue que p` 1 é par, logo p é impar, isto é, p ‰ 2. Por outro lado 2x2 ” 2y 2 ” 1

pmod pq, o que implica x ” ˘y pmod pq, já que p é um número primo impar. Como x ă y ă p então temos que
x ` y “ p . Substituindo o valor de y “ p ´ x na segunda equação obtemos: p2 ` 1 “ 2pp ´ xq2, o que pode ser
reduzido a 4x “ p ` 1, mas da primeira equação p ` 1 “ 2x2 assim 4x “ 2x2 ou xpx ´ 2q “ 0. As possíveis soluções
são x “ 0, x “ 2. Se x “ 0 temos que p “ 2p0q2 ´ 1 “ ´1 que não é um número primo e para x “ 2 temos que
p “ 2p2q2 ´ 1 “ 7. A única solução possível é para o número primo p “ 7 e px , y q “ p2, 5q.
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2.4 | Método de Descenso Infinito

Dada uma equação

f px1, . . . , xnq “ 0,

o método de descenso infinito (quando aplicável) permite mostrar esta equação não possui soluções inteiras positivas
ou, sob certas condições, até mesmo encontrar todas as suas soluções inteiras. Se o conjunto de soluções de f

A “ tpx1, . . . , xnq P Ú
n | f px1, . . . , xnq “ 0u

é diferente de vazio, então gostaríamos de considerar a solução “mínima"em certo sentido. Em outras palavras, que-
remos construir uma função φ : A Ñ Ú e considerar a solução px1, . . . , xnq P A com φpx1, . . . , xnq mínimo (isto é
possível pelo princípio da boa ordenação). O descenso consiste em obter, a partir desta solução mínima, uma ainda
menor, o que nos conduz claramente a uma contradição, provando que A é de fato fazio.

Exemplo 2.7. (IMO 2003) Determine todos os pares de inteiros positivos pa, bq para os quais

a2

2ab2 ´ b3 ` 1

é um inteiro positivo.

Solução: Seja pa, bq uma solução inteira positiva. Logo 2ab2 ´ b3 ` 1 ě 1, e portanto a ě b
2 . No caso que

a “ b
2 é claro que obtemos uma solução. Para qualquer outra solução, a ą b

2 e nesse caso a2 ě 2ab2 ´ b3 ` 1 “

b2p2a ´ bq ` 1 ą b2 então a ą b .

Agora se a2

2ab2´b3`1
“ k P Î, então a é raiz do polinômio com coeficientes inteiros x2 ´ 2k b2x ` k pb3 ´ 1q “ 0.

Mas este polinômio possui outra solução inteira a1 “ 2k b2 ´ a “
k pb3´1q

a ě 0, assim pa1, bq também é solução do
problema se b ą 1. Supondo que a é a maior raiz, de a ě a1 teremos que a ě k b2 e assim

a1 “
k pb3 ´ 1q

a
ď
k pb3 ´ 1q

k b2
ă b .

Desta forma, ou b “ 1 ou a “ b
2 e neste último caso k “ b2

4 e a “ b4

2 ´
b
2 . Portanto as soluções do problema são

pa, bq “ pl , 2l q, p2l , 1q ou p8l 4 ´ l , 2l q, com l P Î.

| Problemas Propostos:

1. (Espanha 2009) Determina todos os pares de números inteiros px , y q que satisfazem a equação:

x2 ´ y 4 “ 2009.

Use o método da fatoração.
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2. (Espanha 2012) Determina todos os inteiros positivos n e k tais que:

pn ` 1qn “ 2nk ` 3n ` 1

Mostre que n2 divide 2nk ` 3n .

3. (IMO 2006) Encontre todas as soluções inteiras px , y q da equação 1` 2x ` 22x`1 “ y 2.

Dica: Escreva da forma py ` 1qpy ´ 1q “ 2x p2x`1 ` 1q.

4. (IMO 1988) Sejam a e b inteiros positivos tais que pab ` 1q divide a2 ` b2. Mostrar que

a2 ` b2

ab ` 1

é o quadrado de um inteiro.

Dica: Faça por Absurdo.

4. (IMO 2001) Sejam a ą b ą c ą d inteiros positivos e suponhamos que

ac ` bd “ pb ` d ` a ´ cqpb ` d ´ a ` cq.

Mostre que ab ` cd não é um número primo.

Dica: Mostre primeiro que ab ` cd ą ac ` bd ą ad ` bc.

2.5 | Equações de Segundo Grau e Teorema da Raiz Racional

Em alguns casos a solução de uma equação difantina pode ser procurada em um conjunto maior do que os inteiros,
por exemplo: os números racionais. Nesta seção veremos duas ferramentas para resolver essa clase de problemas, já
que muitos problemas em equações difantinas podem ser abordados desta forma.

A Fórmula de Bhaskara é ummétodo resolutivo para equações do segundo grau cujo nome homenageia o grande
matemático indiano que a demonstrou. Essa fórmula não é nada mais do que um método para encontrar as raízes de
uma equação do segundo grau fazendo uso apenas de seus coeficientes. Considere o polinômio P pxq “ ax2`bx ` c,
Bhaskara mostrou que as soluções desta equação (que satisfazem as relações de Cardano: x1 ` x2 “ ´b

a e x1x2 “ c
a )

são dadas por

x “
b ˘

a

b2 ´ 4ac

2a
.

A expressão ∆ “ b2 ´ 4ac é chamada de discriminante, pois separa as raizes: Se ∆ ą 0; P pxq possui duas raízes reais,
se ∆ “ 0 tem uma raiz real dupla; se ∆ ă 0, P pxq não possui raízes reais.

Mesmo que a primeira vista poderia parecer estar lidando com problemas ou exercícios simples (a maioria acha
que sabe resolver uma equação de segundo grau), os problemas em Olimpiadas podem resultar mais interessantes do
que imaginamos.

Exemplo 2.8. (Rumania, 1987) Seja f pxq “ a2x2 ´ pb2 ´ 2acqx ` c2, sendo a, b, c números racionais positivos. Probar
que se existe n P Î tal que f pnq “ 0 então n é um quadrado perfeito.
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Solução: Da fórmula de Bhaskara, temos que as soluções da equação são

b2 ´ 2ac ˘ b
a

b2 ´ 4ac

2a2
,

para que alguma delas seja inteira, precisamos que exita um inteiro k tal que b2 ´ 4ac “ k 2. Daí temos que b2´k 2

2 “

2ac, substituindo na expressão das raízes temos

b2 ´ b2´k 2

2 ˘ bk

2a2
“
b2 ` k 2 ˘ 2bk

4a2
“

ˆ

b ˘ k

2a

˙2

.

Exemplo 2.9. (IMO) Sejam a, b P Ú. Resolva a equação

pax ´ bq2 ` pbx ´ aq2 “ x ,

sabendo que admite uma raiz inteira.

Solução: Se a “ b “ 0 a equação torna-se de primer grau com solução única x “ 0. Suponhamos agora a ‰ 0 ou
b ‰ 0, fazendo a expansão temos a equação de segundo grau pa2 ` b2qx ´ p4ab ` 1qx ` pa2 ` b2q “ 0, com raízes
x1, x2 sendo x1 P Ú. Como pax1 ´ bq2 ` pbx1 ´ aq2 “ x1, deduzimos que x1 é um inteiro positivo. Sabemos que
as raízes são reais, então o discriminante da equação deve ser não negativa, assim p4ab ` 1q2 ´ 4pa2 ` b2q2 ě 0 ô
“

1´ 2pa ´ bq2
‰ “

1` 2pa ´ bq2
‰

ě 0 logo
“

1´ 2pa ´ bq2
‰

ě 0 e como pa ´ bq2 P Î temos que pa ´ bq2 “ 0 e a “ b .
Com isto, reduzimos a equação na forma

2a2x2 ´ p4a2 ` 1qx ` 2a2 “ 0 (1)

Sabemos das relações de Cardano que x1 ` x2 “ 2` 1
2a2

, e x1x2 “ 1 e como x1 P Î é a única solução inteira, segue
que x1 ě 2. Como x2 “ 1

x1
ą 0 então x1 ă x1`x2 “ 2` 2

a2
ă 3. Portanto 2 ď x1 ă 3 o que implica, sendo x1 inteiro,

que x1 “ 2 e x2 “ 1
2 , obtendo também que a “ b “ ˘1 são os únicos valores para a equação diofantina acima.

No estudo das equações diofantinas, as vezes precisamos fazer uma “mudança de variável"que torna na procura
de soluções nos números racionais invés de soluções inteiras. Para encontrar essas soluções o seguinte resultado é
muito útil

Teorema 2.1 (Teorema da raiz racional). Considere a equação polinomial com coeficientes inteiros

anx
n ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x ` a0 “ 0,

com a0 e an diferentes de zero. As possíveis soluções racionais do tipo x “ p
q com mdcpp, qq “ 1 satisfazem: p|a0 e q |an .

Demonstração. Seja P pxq “ anx
n ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x ` a0, se P
´

p
q

¯

“ 0 para p, q P Ú primos entre si, então

P

ˆ

p

q

˙

“ an

ˆ

p

q

˙n

` an´1

ˆ

p

q

˙n´1

` . . .` a1

ˆ

p

q

˙

` a0 “ 0
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obtendo as equações:

#

ppanp
n´1 ` . . .` a1q

n´1q “ ´a0q
n

qpan´1p
n´1 ` . . .` a0q

n´1 “ ´anp
n

implicando que p | a0qn e q | anpn , mas como p e q são coprimos obtemos o resultado desejado. �

Exemplo 2.10. (Granada 2014) Encontre as soluções inteiras da equação diofantina

x4 ` y 4 “ 3x3y .

Solução: Se x “ 0 temos solução trivial x “ y “ 0. Se x ‰ 0, podemos dividir os termos da equação acima por
x4, obtendo a equação

1`
´ y

x

¯4
“ 3

´ y

x

¯

.

Fazendo a mudança de variável z “ y
x temos a equação z 4 ´ 3z ` 1 “ 0. Note que as soluções inteiras da equação

inicial são as soluções racionais da última equação. Segundo o teorema 2.1, o denominador desta solução deve dividir
ao coeficiente de maior grau, neste caso o coeficiente de z 4 que é 1; e o numerador da solução é um divisor do termo
independente 1. Assim os candidatos a soluções da equação z 4 ´ 3z ` 1 “ 0 são 1 e ´1, mas nenhum deles verifica
a equação. Portanto a única solução da equação diofantina inicial é a trivial x “ y “ 0.

2.6 | Problemas Propostos:

1. Mostre que 4n ` n4 não é um número primo para n P Î.

Use a identidade x 4 ` y 4 “ px 2 ` y 2 `
?
2x yqpx 2 ` y 2 ´

?
2x yq.

2. (Rumania) Considere a equação diofantina px ´ aq2`px ´ bq2 “ 2ab´ 1, com a, b ą 0. Mostre que a equação
não possui raízes racionais.

Mostre que ∆ não é um quadrado perfeito.

3. (Suécia 1986) Seja P um polinômio de grau maior que 2 com coeficientes inteiros e tal que P p2q “ 13 e
P p10q “ 5. Sabemos que P tem uma raiz inteira. Encontre-a.

4. (OMCC 2007) Seja S um conjunto finito de números inteiros. Suponha que para qualquer par de elementos
distintos p, q P S , existem elementos a, b, c P S não necessariamente diferentes entre si, com a ‰ 0 demaneira
que o polinômio F pxq “ ax2 ` bx ` c satisfaz F ppq “ F pqq “ 0. Determine o máximo número de elementos
que pode ter o conjunto S .

3 | EQUAÇÕES DIOFANTINAS LINEARES

Suponha que temos o seguinte problema:

“ Um homem vai a uma loja de roupas e compra 12 camisas, algumas
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pretas e outras cinzas, por 1.200 reais. Se as camisas pretas valem
30 reais a mais do que as cinzas e você comprou o mínimo possível

deste último, quantas camisas você comprou de cada cor?"

Vejamos a formulaçãomatemática desse problema: Se x representa o número de camisas pretas, então as camisas
cinzas são 12´ x e, suponha que o preço da camisa cinza seja y logo a preço de uma camisa preta é y ` 30. Temos a
equação xpy ` 30q ` p12´ xqy “ 1200 ou equivalentemente 30x ` 12y “ 1200. Surge a pergunta de como obter a
solução desta equação, ou pensar, em primeiro lugar, se existe solução.

A equação acima pertence ao conjunto das equações denominadas equações diofantinas lineares, isto é, equações
do tipo ax ` by “ n com a, b, n P Ú fixos. Vamos apreender agora como resolver este tipo de equações:

Teorema 3.1. Uma equação diofantina linear da forma ax ` by “ n possui solução inteira px0, y0q se, e somente se
mdcpa, bq é um divisor de n . Além disso, se d “ mdcpa, bq podemos obter uma solução particular na forma: x0 “ n

d ¨ α ,
y0 “

n
d ¨ β , onde d “ aα ` bβ .

Demonstração. Suponha que a equação

ax ` by “ n, a, b, n P Ú (2)

possui solução inteira, então existem x0, y0 P Ú tais que ax0 ` by0 “ n . Considere que a “ a1d e b “ b1d com a1,
b1 P Ú, logo ax0 ` by0 “ pa1x0 ` b1y0qd “ n o qual implica que d |n .

Suponha agora que d |n , então existe k P Ú tal que n “ k d . Por outro lado, pelo teorema de Bezout (veja o teorema
1.2) existem α , β P Ú tais que d “ αa ` βb , ao multiplicar esta igualdade por k obtemos k d “ pkαqa ` pk βqb “ n ,
isto é x0 “ kα , y0 “ k β é uma solução da equação (2). Além disso, temos que x0 “ kα “ n

d ¨ α , y0 “
n
d ¨ β é uma

solução particular dessa equação. �

No teorema anterior, vimos como encontrar uma solução particular de uma equação linear, mas e se desejamos
encontrar todas as soluções dessa equação, será isso possível? Para responder essa pergunta vejamos o seguinte
resultado

Proposição 3.1. Se x0, y0 P Ú é uma solução particular da equação diofantina ax ` by “ n , então todas as soluções
inteiras px , y q são da forma:

x “ x0 `
b

d
¨ t , y “ y0 ´

a

d
¨ t ,

onde t P Ú, sendo d “ mdcpa, bq.

Demonstração. Se px0, y0q é uma solução da equação (2) então ax0 ` by0 “ n . Dai temos

a

ˆ

x0 `
b

d
t

˙

` b
´

y0 ´
a

d
t
¯

“ ax0 ` by0 ` a
b

d
t ´ b

a

d
t “ n

o que mostra que px , y q também é uma solução. Vamos mostrar agora que essas soluções são as únicas, para isso
considere que px 1, y 1q é alguma outra solução, temos que ax 1 ` by 1 “ n e ax0 ` by0 “ n logo ao subtrair estas duas
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últimas equações temos que apx 1 ´ x0q ` bpy 1 ´ y0q “ 0. Dividindo por d , podemos reescrever esta equação da
forma

a

d
px 1 ´ x0q “

b

d
py0 ´ y 1q.

Dado que mdcp ad ,
b
d q “ 1 temos que a

d | py0 ´ y 1q, logo existe t P Ú tal que: y0 ´ y 1 “ a
d ¨ t . Portanto y 1 “

y0´
a
d ¨ t , t P Ú. Substituindo isto na equação apx

1´ x0q`bpy
1´ y0q “ 0 obtemos que x 1 “ x0`

b
d . ¨ t o que mostra

o resultado desejado. �

Voltemos agora ao nosso problema inicial da seção: Nós tínhamos a equação 30x`12y “ 1200. Usemos agora as
ferramentas que temos para encontrar uma solução deste problema. Dado que mdcp30, 12q “ 6 divide 1200, sabemos
que nossa equação tem solução inteira.

Do teorema de Bezout temos que 6 “ 30 ´ 12 ¨ 2, donde α “ 1 e β “ ´2 no teorema 3.1, assim uma solução
particular fica da forma: x0 “ 1200

6 ¨ 1 “ 200, y0 “ 1200
6 ¨ p´2q “ ´400. Portanto, da proposição 3.1 temos que todas

as soluções são da forma x “ 200 ` 12
6 ¨ t “ 200 ` 2t , y “ ´400 ´ 30

6 ¨ t “ ´400 ´ 5t . Agora, de x “ 200 ` 2t

e x ` y “ 12 segue que y “ ´188 ´ 2t . Das condições do problema temos 0 ă ´188 ´ 2t ă 12, o que implica
que ´100 ă t ă ´94 e t P t´99,´98,´97,´96,´95u, mas do enunciado sabemos que o número de camisas cinzas
possíveis é o mínimo, logo t “ ´95 e assim, y “ ´188´2p´95q “ 2 camisas cinzas e x “ 12´2 “ 10 camisas pretas.

Exemplo 3.1. Encontre todas as soluções inteiras da seguinte equação

12x ` 16y “ 20.

Solução: Dado quemdcp12, 16q “ 4 divide 20, pelo teorema3.1 temos que a equação possui solução inteira. Agora
dividindo a equação por 4, obtemos 3x ` 4y “ 5 implicando uma solução particular x “ 5´4y

3 . O conjunto t0, 1, 2u
forma um sistema completo de resíduos mod 3, substituindo estes valores temos que se y “ 2 logo x “ ´1 P Ú.
Assim uma solução particular da equação é p´1, 2q. Portanto, usando a proposição (3.1) todas as soluções da equação
é da forma

#

x “ ´1` 4t , t P Ú

y “ 2´ 3t , t P Ú.

Exemplo 3.2 (México 2008). Juan tem uma sacola cheia de bolinhas, ele quer organizá-las em dois retângulos de 2 e 3
linhas. Por quatro dias ele fez isso, obtendo em cada caso um número diferente de bolinhas em cada retângulo. Calcular o
menor número de bolinhas que Juan pode ter.

Solução: Sejam c o número total de bolinhas, e x , y o número de colunas do retángulo de 2 e 3 linhas respectiva-
mente. Assim, obtemos a seguinte equação diofantina

2x ` 3y “ c .

Das hipóteses do problema devemos encontrar o menor valor de c tal que a equação possua pelo menos 4 soluções
positivas distintas. Do teorema 3.1 a equação possui solução desde que mdcp2, 3q “ 1 e, também é fácil obter uma
solução particular é px , y q “ p´c, cq (veja a solução particular dada no teorema (3.1). Além disso, a solução geral é da
forma
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#

x “ ´c ` 3t

y “ c ´ 2t ,

com t P Ú. Dado que estamos procurando soluções inteiras positivas temos as seguintes desigualdades:

x ą 0ñ´c ` 3t ą 0ñ t ą c{3

y ą 0ñ c ´ 2t ą 0ñ c{2 ą t

logo

c

3
ă t ă

c

2
.

Sabemos que uma condição para a existência de soluções inteiras é que c seja múltiplo de mdcp2, 3q “ 6. Agora,
vamos dar valores a c para que t ě 4 (a equação tem mínimo 4 soluções distintas), isto é, c2 ´

c
3 ě 5. Portanto, vamos

a testar valores de c para que a condição anterior seja satisfeita:

� Para c “ 12 temos que c
2 ´

c
3 “ 2.

� Para c “ 18 temos que c
2 ´

c
3 “ 3.

� Para c “ 24 temos que c
2 ´

c
3 “ 4.

� Para c “ 30 temos que c
2 ´

c
3 “ 5.

Assim o menor número de bolinhas que Juan pode ter é 30.

Outra maneira de resolver uma equação diofantina linear é usar o Algoritmo de Euclides. Vamos começar com a
equação ax ´ by “ c, as soluções desta equação podem ser obtidas multiplicando por c as soluções da equação
ax ´ by “ 1. Sabemos que esta última equação possui soluções se e somente se o mdcpa, bq “ 1. Vamos supor, sem
perda de generalidade, que a ě b e vamos dividir a entre b : a “ bq ` r então pbq ` r qx ´ by “ 1 e

y “ qx `
r x ´ 1

b
.

Agora como desejamos que y seja inteiro, devemos ter que r x´1
b também deve ser inteiro, assim a equação r x ´

bz “ 1 deve ter soluções inteiras. Obtemos outra equação com coeficientes menores menores que a equação inicial
ax ´ by “ 1, pois r ă b , b ă a . Repetindo o processo um certo número de vezes até chegar a uma expressão da
forma ruu ´ pv “ 1, onde ru é o último resto distinto de zero e p é o último divisor. Assim, do algoritmo de Euclides
temos que ru “ mdcpa, bq “ 1 e u “ 1 ` pv , que nos permite obter soluções da equação proposta ax ´ by “ 1,
substituindo simplesmente as incógnitas que surgem no processo até obter x e y em função de v .

Exemplo 3.3. Encontre todas as soluções inteiras não negativas da equação

91x ´ 195y “ 1079.

Solução: Dado que o mdcp91, 195q “ 13 divide 1079 a equação possui soluções inteiras. Dividindo por 13 a
equação obtemos 7x`15y “ 83. Dividindo 15 entre 7 obtemos quociente 2 e resto 1 então mdcp15, 7q “ 1. Aplicando
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o algoritmo da divisão: 15 “ 7 ¨ 2 ` 1 ou equivalentemente 7p´2q ` 15 ¨ 1 “ 1. Multiplicando por 83 obtemos
7p´166q ` 15 ¨ 83 “ 83, obtendo a solução particular p´166, 83q. Logo todas as soluções são da forma

#

x “ ´166` 15t

y “ 83´ 7t ,

Lembremos que desejamos soluções não negativas, então temos as condições

x ě 0ñ´166` 15t ě 0ñ t ě 12

y ě 0ñ 83´ 7t ě 0ñ t ď 11

Portanto, não existe soluções inteiras.

| Problemas Propostos:

1. Encontre as soluções inteiras da seguinte equação aplicando o algoritmo de Euclides:

25x ´ 9y “ 1.

2. (Espanha 2014) No correio só tem selos de 14 e 21 centavos. De que formas pode franquear um pacote por
importe de 7, 77 euros?

Dica: Encontre o número de soluções inteiras da equação 14x ` 21y “ 777.

3. Caso geral: Mostre que a equação a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn “ c possui solução inteira se, e somente se o
mdcpa1, a2, . . . , anq é um divisor de c.

Dica: Use indução com o teorema (3.1).

4. (APMO 2002) Encontrar todos os paresm, n de inteiros positivos tais quem2´n dividem`n2 e n2´m divide
m2 ` n .

Dica: Mostre que |m ´ n| ě 1.

5. (IMO 1982) Demonstre que se n é um inteiro positivo tal que a equação

x3 ´ 3x y 2 ` y 3 “ n

tem uma solução com x , y inteiros, então ela tem ao menos três soluções inteiras. Mostre que esta equação
não possui soluções inteiras para n “ 2891.

Dica: Considere a equação módulo 7.
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4 | EQUAÇÕES DIOFANTINAS QUADRÁTICAS

Existem muitos problemas famosos em equações diofantinas. O mais famoso é provavelmente aquele foi durante
séculos conhecido como o último teorema de Fermat, até sua demonstração por Andrew Wiles e seu aluno Richard
Taylor: Provar que para n ě 3 qualquer solução inteira de xn ` y n “ z n é trivial, isto é, x y z “ 0. Vamos começar esta
seção estudando as equações dessa forma para n “ 2.

4.1 | Ternas Pitagóricas

A equação Diofantina

x2 ` y 2 “ z 2 (3)

está relacionada com o famoso Teorema de Pitágoras, já que as suas soluções, chamadas de ternas pitagóricas,
correspondem aos triângulos retângulos com o comprimento dos lados sendo números inteiros.

Vamos encontrar todas as ternas pitagóricas px , y , zq. Podemos supor que x , y , z são primos relativos dois a dois,
pois se houver um primo p tal que p | mdcpx , y q então p | z . Logo

´

x
p ,

y
p ,

z
p

¯

também é uma terna pitagórica. Uma
terna pitagórica cujos termos são primos relativos dois a dois se denomina terna pritagórica primitiva.

Teorema 4.1. As ternas pitagóricas primitivas px , y , zq são da forma

x “ m2 ´ n2, y “ 2mn, z “ m2 ` n2

com mdcpm, nq “ 1 e m ` n ímpar.

Demonstração. Note que x , y não podem ser pares ao mesmo tempo, portanto podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que x é impar. Além disso, como p2k ` 1q2 “ 4k 2 ` 4k ` 1 ” 1 pmod 4q e p2k q2 ” 0 pmod 4q, quadrados
perfeitos são congruentes ou 0 ou 1 módulo 4. Portanto y não pode ser impar pois caso contrário z 2 ” x2 ` y 2 ” 2

pmod 4q, um absurdo. Resumindo, temos que y é par e z é impar. Por outro lado,

y 2 “ z 2 ´ x2 “ pz ´ xqpz ` xq.

Temos que mdcpz ´ x , z ` xq “ mdcp2z , z ` xq “ 2 pois mdcpz , xq “ 1. Logo z`x
2 e z´x

2 são coprimos e seu produto
é um quadrado perfeito. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada um destes factores deve ser o quadrado de
um número natural. Assim,

z ` x

2
“ m2,

z ´ x

2
“ n2, y “ 2mn,

com mdcpm, nq “ 1. Escrevendo x , y , z em termos de m, n obtemos o resultado desejado. �

Observação 4.1. A condição dem`n ser impar no teorema anterior garante a primitividade da tripla: comomdcpm, nq “ 1

temos mdcpm2,m2` n2q “ 1 e portanto mdcpx , zq “ mdcpm2´ n2,m2` n2q “ mdcp2m2,m2` n2q “ mdcp2,m2` n2q,
que é igual a 1 se, e só se, m2 ` n2 é impar, isto é, se m e n tem paridades distintas. Todas as demais ternas pitagóricas
podem ser obtidas a partir de uma terna pitagórica primitiva, multiplicando seus termos por uma constante.
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Exemplo 4.1. (México 2004) Mostre que o raio de uma circuferência inscrita em um triângulo pitagórico de lados inteiros
é sempre um número natural.

Solução: Sejam r o raio da circunferência inscrita e x , y , z P Î os lados do triângulo retângulo, onde z é a hipote-
nusa. Do teorema de Pitágoras, obtemos uma equação diofantina x2 ` y 2 “ z 2, cuja solução é uma terna pitagórica
da forma x “ m2 ´ n2, y “ 2mn , z “ m2 ` n2 (veja o teorema 4.1). Vamos unir o centro da circunferência inscrita
com os vértices do triângulo, o triângulo é dividido em três triângulos mais pequenos cuja soma das áreas é a área do
triângulo inicial, assim: x y2 “

xr
2 `

y r
2 `

z r
2 , isolando o raio da equação acima temos que

r “
x y

x ` y ` z
“
pm2 ´ n2qp2mnq

2m2 ` 2mn
“
mnpm ` nqpm ´ nq

mpm ` nq
“ npm ´ nq

que é um número natural.

Exemplo 4.2. Mostrar que a equação x4 ` y 4 “ z 2 não posssui soluções inteiras positivas.

Solução: Vamos aplicar as ternas pitagóricas junto comométodo do descenso infinito. Suponhamos que x4`y 4 “
z 2 possui uma solução inteira com x , y , z ą 0. Logo suponha que pa, b, cq é uma solução com c sendo mínimo. Em
particular, a, b são primos entre si, pois de d “ mdcpa, bq ą 1 poderíamos substituir pa, b, cq por p ad ,

b
d ,

c
d2
q e obter

uma solução com c menor. De pa2q2 ` pb2q2 “ c2 temos que pa2, b2, cq é uma terna pitagórica primitiva e assim
existem inteiros positivos m e n primos relativos tais que a2 “ m2 ´ n2, b2 “ 2mn e c “ m2 ` n2. Logo pa, n,mq
é uma terna pitagórica primitiva e portanto m é impar. Assim, de b2 “ 2mn concluimos que b , e portanto, n é par.
Observando que b2 “ p2nqm é um quadrado perfeito e mdcp2n,mq “ 1, concluímos que tanto p2nq como m são
quadrados perfeitos, donde podemos encontrar inteiros positivos s e t tais que 2n “ 4s2 e m “ t 2.

Por outra parte, dado que a2`n2 “ m2, então existirão inteiros positivos i e j , primos entre si, tais que a “ i 2´ j 2,
n “ 2i j e m “ i 2 ` j 2. Portanto s2 “ n

2 “ i j , logo i e j serão quadrados perfeitos, digamos i “ u2 e j “ v 2.
Logo Temos que m “ i 2 ` j 2, i “ u2, j “ v 2 e m “ t 2, assim

t 2 “ u4 ` v 4,

isto é, pu,v , t q é outra solução de equação original. Porém t ď t 2 “ m ď m2 ă m2 ` n2 “ c e t ‰ 0 pois m também é
diferente de zero. Isto contradiz a minimalidade de c, o que conclui a demonstração.

4.2 | Equação de Pell

A equação Diofantina

x2 ´ dy 2 “ c (4)

é conhecida como Equação de Pell ou Equação de Pell-Fermat. Foi estudada, entre outros, por Leonard Euler, quem deu
o nome a dita equação. O matemático francês Pierre Fermat levantou-a no século XVII.

Note que d ă 0, então a equação tem somente uma quantidade finita de soluções pois maxt|x |, |y |u ă c. Se d
é um quadrado perfeito, isto é, d “ a2 então a equação é reduzida a px ´ ay qpx ` ay q “ c e novamente só possui
uma quantidade finita de soluções (que estão relacionadas com os divisores de c). Assim, o caso mais interessante é
quando d ą 0 e não é quadrado perfeito.
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Existem vários resultados sobre a equação de Pell na literatura, mas o resultado que estudaremos aqui é relacio-
nado ao caso c “ 1. Lagrange mostrou que para d ą 0 a equação possui infinitas soluções se d não possui factores
quadráticos na sua fatoração (Veja [1], teorema 4.7). Aqui vamos nos limitar a mostrar como, a partir de uma solução
particular, pode se obter todas as outras soluções da equação diofantina

x2 ´ dy 2 “ 1, d ą 0 (5)

Claramente temos a solução trivial x “ ˘1 e y “ 0. Agora associamos a cada solução não trivial px , y q da equação
(5) o número x `

?
d y . Podemos supor que x , y ą 0 (pois se x é solução então ´x também é, analogamente para y ),

logo px `
?
d y q ą 1 e px ´

?
d y q ă 1 desde que px `

?
d y qpx ´

?
d y q “ x2 ´ dy 2 “ 1.

Teorema 4.2. Seja px1, y1q uma solução positiva da equação Diofantina de Pell x2 ´ dy 2 “ 1, tal que x1 `
?
d y1 seja

mínimo. Então todas as outras soluções positivas da equação são da forma pxn , ynq com xn `
?
d yn “ px1`

?
d y1q

n , para
n P Î.

Demonstração. Considere px , y q, pu,v q soluções da equação (5), então pu `
?
dv qpu ´

?
dv q “ u2 ´ dv 2 “ 1 e

px `
?
d y qpx ´

?
d y q “ x2 ´ dy 2 “ 1, multiplicando essas equações temos

px `
?
d y qpu `

?
dv qpx ´

?
d y qpu ´

?
dv q “ 1

isto é, px `
?
d y qpu `

?
dv q “ pxu ` dyv q `

?
d pxv ` yuq é o valor associado à solução pxu ` dyv , xv ` yuq. Em

particular se, a partir de uma solução px1, y1q definimos xn e yn mediante a igualdade

xn `
?
d yn “

´

x1 `
?
d y1

¯n

obtemos infinitas soluções pxn , ynq, escritas explicitamente da forma

xn “
1

2
ppx1 `

?
d y1q

n ` px1 ´
?
d y1q

nq

yn “
1

2
?
d
ppx1 `

?
d y1q

n ´ px1 ´
?
d y1q

nq.

Sabemos que px1, y1q é a solução da equação (5) tal que x1 `
?
d y1 é mínimo, vamos mostrar, a seguir, que pxn , ynq

são todas as soluções positivas de (5). De fato, dado que 1 ă x1 `
?
d y1 ă px1 `

?
d y1q

2 ă px1 `
?
d y1q

3 ă ¨ ¨ ¨ . Se
pu,v q é outra solução e não é nenhuma das pxn , ynq, então deve existir um inteiro positivo k tal que

px1 `
?
d y1q

k ă u `
?
dv ă px1 `

?
d y1q

k`1

multiplicando por px1 ´
?
d y1q

k obtemos

1 ă pu ´
?
dv qpx1 ´

?
d y1q

k ă x1 `
?
d y1

Como o termo meio é maior que 1, corresponde a uma solução positiva. Mas isto é absurdo pelo escolha de
px1, y1q ser a solução positiva mínima. �
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Notemos agora, que a partir das soluções da equação de Pell x2 ´ dy 2 “ 1, podemos encontrar soluções para
equações mais gerais, vejamos o seguinte resultado:

Proposição 4.1. Considere a equação diofantina mx2 ´ ny 2 “ ˘1. Temos que a existência de uma solução, implica que
existem infinitas soluções (relacionadas com as soluções da equação de Pell x2 ´mny 2 “ 1) sempre que m ¨ n não seja um
quadrado perfeito.

Demonstração. Seja px0, y0q uma solução de mx2 ´ ny 2 “ ˘1, então p
?
mx0 `

?
ny0qp

?
mx0 ´

?
ny0q “ ˘1. Como

mn não é um quadrado perfeito, a equação de Pell x2 ´ mny 2 “ 1 possui infinitas soluções; se pz ,w q é uma delas,
temos pz `

?
mnw qpz ´

?
mnw q “ 1. Multplicando estas duas equações obtemos

p
?
mx0 `

?
ny0qpz `

?
mnw qpz ´

?
mnw qp

?
mx0 ´

?
ny0q “ ˘1,

que é equivalente a

“?
mpzx0 ` ny0w q `

?
npy0z `mx0w q

‰“?
mpzx0 ` ny0w q ´

?
npy0z `mx0w q

‰

“ ˘1.

Portanto x 1 “ zx0` ny0w e y 1 “ y0z `mx0w geram uma nova solução da equação mx2´ ny 2 “ ˘1. Além do mais,
para toda solução pa, bq de mx2 ´ ny 2 “ ˘1,

1 “ pma2 ´ nb2q2 “ p
?
ma `

?
nbq2p

?
ma ´

?
nbq2

“ pma2 ` nb2 ` 2
?
mnabqpma2 ` nb2 ´ 2

?
mnabq

“ p2ma2 ¯ 1q2 ´mnp2abq2 .

Assim, p2ma2 ¯ 1, 2abq é solução da equação x2 ´mny 2 “ 1. �

Observação 4.2. A importância da equação de Pell está em que todas as equações quadráticas em duas variáveis podem
se reduzir a uma equação de Pell. De fato, a equação diofantina ax2 ` bx y ` cy 2 ` dx ` ey ` f “ 0 pode ser escrito da
forma ax2`pby `d qx `pcy 2` ey ` f q “ 0, logo a equação de segundo grau em x tem soluções inteiras se o discrimante
é um quadrado perfeito, isto é,

pby ` d q2 ´ 4apcy 2 ` ey ` f q “ w 2, w P Ú

então pb2 ´ 4acqy 2 ` p2bd ´ 4aeqy ` pd 2 ´ 4af q ´w 2 “ 0. Fazendo p “ b2 ´ 4ac, q “ 2bd ´ 4ae e r “ d 2 ´ 4af ,
tem-se py 2 ` qy ` r ´w 2 “ 0, que é uma equação de segundo grau em y tem soluções inteiras se o discriminante é um
quadrado perfeito, isto é, q2 ´ 4ppr ´w 2q “ z 2 com z P Ú, então

z 2 ´ p4pqw 2 “ pq2 ´ 4pr q

é uma equação de Pell, da forma (4) com d “ 4p e c “ q2 ´ 4pr .

Exemplo 4.3 (OBM, 2010). Resolva a equação diofantina

3a “ 2b2 ` 1, a, b P Ú.
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Solução: Vamos começar supondo que a “ 2k é par, assim podemos reescrever a equação acima da forma
p3k q2 ´ 2b2 “ 1, isto quer quizer que p3k , bq é solução da equação de Pell x2 ´ 2y 2 “ 1. Agora podemos notar que
p3, 2q é a sua solução positiva mínima (lembrando que isto significa que x `

?
2y é mínimo), para verificar isto, basta

verificar que os outros inteiros positivos menores não satisfazem a equação de Pell. Agora, sabemos que todas as
soluções positivas pxn , ynq são da forma p3` 2

?
2qn (veja o teorema 4.2), assim existe algum inteiro n ą 0 tal que

3k ` b
?
2 “

´

3` 2
?
2
¯n
.

logo, usando o binômio de Newton e lembrando que as potências pares de 3 ` 2
?
2 é um número inteiro enquanto

as potências ímpares resulta um múltiplo de
?
2, obtemos

3k “
n
ÿ

j“0
j par

ˆ

n

j

˙

3n´j p2
?
2qn´j

“ 3n `

ˆ

n

2

˙

3n´2p2
?
2q2 ` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n

2tn{2u

˙

3n´2tn{2up2
?
2q2tn{2u

Vamos analizar dois casos:

� Se n é par, temos 3k “ 3n ` . . .`p2
?
2qn daí segue que 3 | p2

?
2qn , mas como n é par tem-se que p2

?
2qn deve

ser potência de 2, o que dá um absurdo!

� Se n é impar, temos 3k “ 3n ` . . .` n ¨ 3 ¨ p2
?
2qn´1. Agora se escrevemos n “ 3t ¨m com mdcp3,mq “ 1, logo

podemos escrever

3k “ 3t`1
´

33
tm´pt`1q ` ¨ ¨ ¨ `mp2

?
2qn´1

¯

.

Assim, dado que k ą n “ 3tm ě 3t ě t ` 1, a última equação é reescrita como 3k´pt`1q “ 33
tm´pt`1q`¨ ¨ ¨`

mp2
?
2qn´1, o que implica que 3 | mp2

?
2qn´1, desde que todos os termos intermediários do lado direito são

múltiplo de 3. Mas isto é um absurdo pois mdcp3,mq “ 1. Portanto as únicas soluções possíveis são: p2, 2q e
p2,´2q que obtemos do caso k “ 1 e n “ 1.

Suponha agora que a “ 2k ` 1 é impar. Temos agora que p3k , bq é solução da equação diofantina 3x2 ´ 2y 2 “

1. Pela proposição 4.1 sabemos que as soluções desta equação tem relação com as soluções da equação de Pell
x2 ´ 6y 2 “ 1. Esta última equação de Pell tem solução positiva mínima p5, 2q, assim todas as soluções positivas são
da forma pxn , ynq, onde xn `

?
6yn “ p5` 2

?
6qn . Logo na demonstração da proposição 4.1 podemos ver que, como

p3k , bq é solução de 3x2 ´ 2y 2, logo p6 ¨ 3k 2 ¯ 1, 2b ¨ 3k q é solução de x2 ´ 6y 2 “ 1, assim existe algum inteiro n ą 0

tal que

p6 ¨ 3k
2
¯ 1q ` p2b ¨ 3k q

?
6 “ p5` 2

?
6qn

logo, consideramos o sinal negativo ao fazer a congruência módulo 5, temos

6 ¨ 3k
2
´ 1 “

n
ÿ

i“0
i par

ˆ

n

i

˙

5n´i p2
?
6qi , 2b ¨ 3k “

1
?
6

n
ÿ

j“1
j impar

ˆ

n

j

˙

5n´j p2
?
6qj
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Se n “ 1, da primeira equação obtemos k “ 1 e a “ 1, substituindo na equação incial obtemos b “ ˘1 e portanto
as soluções p1, 1q e p1,´1q. Se n “ 2 a segunda equação não tem solução em k . Agora considere n ą 2 e k ě 2

(deixamos exercício para o leitor mostrar que não existe solução inteira nesse caso, ao mostrar uma contradição nas
equações acima usando congruências)

Portanto, as únicas soluções possíveis são p1, 1q, p1,´1q, p2, 2q e p2,´2q.

Exemplo 4.4. Encontre um número quadrático de 5 dígitos que seja igual a 5 vezes o quadrado de outro número mais um.

Solução: Podemos escrever o problema da forma de encontrar n tal que n2 “ 5m2`1, oumelhor ainda n2´5m2 “

1 (Equação de Pell). Pelo teorema 4.2, sabemos que podemos gerar todas as soluções a partir da solução mínima.
Como precisamos que n “

a

1` 5m2 seja inteiro positivo, testamos os valores e obtemos que a solução mínima da
equação é n1 “ 9 e m1 “ 4. Mas como n21 “ 81 não possui 5 dígitos, ainda não temos a solução do problema. Agora
todas as outras soluções são da forma pxn , ynq “ p9 ` 4

?
5qn . Testando valores temos que para n “ 2 obtemos

pp9 ` 4
?
5q2 “ 161 ` 72

?
5, e como 1612 “ 25921 tem 5 dígitos, encontramos a solução do problema. A solução é

única, dado que para n “ 3 temos que n23 possui 7 dígitos.

Existem muitas outras equações diofantinas que podemos estudar como: A equação de Markov, a soma de dois
e três quadrados, o Problema de Waring, etc. Entre outros métodos, que escapam do escopo deste trabalho. O aluno
que ficar com interesse no assunto recomendo uma leitura mais detalhada do livro [1].

4.3 | Problemas Propostos:

1. (OIM 2010) As médias aritméticas, geométricas e armónicas de dois números inteiros positivos distintos são
números inteiros. Encontre o menor valor possível para a média aritmética.

Dica: Escreva as médias armónica e geométrica em função da média aritmética m para obter uma terna pitagórica.

2. (OMCC 2005) Mostre que a equação a2b2 ` b2c2 ` 3b2 ´ a2 ´ c2 “ 2005 não possui soluções inteiras.

Dica: Reescreva como uma equação de segundo grau em b .

3. (México 2008) Seja Spnq a soma dos primeiros n inteiros positivos. Vamos dizer que um inteiro positivo n
é fantástico se n e Spnq são ambos quadrados perfeitos. Exemplo, 49 é fantástico, pois 49 “ 72 e Sp49q “
1` 2` . . .` 49 “ 1225 “ 352. Encontre um inteiro n ą 49 que seja fantástico.

Dica: Se n “ k 2 e Spnq “ m2 , temos que resolver a equação k 2 ´ 2m2 “ ´1.

4. Encontre todos os triângulos cujos lados são inteiros positivos com área sendo inteira também.

Dica: Use a fórmula de Herón.

5. (OIM 2008) Resolva em inteiros positivos a equação

x2 ` y 2 “ 1572px ´ y q.

Dica: Escreva da forma px ` yq2 ` p157´ x ´ yq2 “ 1572 .
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6. (IMO 1981) Encontrar todas as soluções inteiras positivos da equação

m2 ´mn ´ n2 “ ˘1.

Dica: Mostre que se pm, nq é uma solução então pn,m ´ nq também é solução.
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