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A noção de grupo, que formaliza o conceito de simetrias
de um objeto, é uma das mais fundamentais da Matemá-
tica, talvez a mais fundamental depois da noção de con-
junto. Neste artigo, faremos uma breve introdução ao as-
sunto através de alguns problemas ”olímpicos”, e no final in-
dicamos referências para aqueles que quiserem continuar a
explorar este fascinante tópico.

Responda rápido: o que os seguintes problemas têm em comum? Não vale responder que todos são de Matemá-
tica.

1. Quatro grilos A, B , C , D brincam de pula-sela: um grilo pode saltar sobre outro imediatamente à sua frente,
mas não sobre dois outros. Inicialmente, eles estão na ordem ABCD , como abaixo:

A B C D

Após 1000 pulos, os grilos podem terminar na ordem ABDC? E após 1001 pulos?

2. Em um cubo mágico, um de seus oito cantos é “rotacionado” em 1/3 de volta no sentido horário, como na
figura a seguir. Mostre que é impossível resolver o cubo (ou seja, mover suas faces de modo a deixá-las todas
monocromáticas).
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3. (Putnam) Seja G ‰ H um conjunto finito de matrizes n ˆ n com entradas em Ã (o conjunto dos números
complexos). Suponha que toda matriz em G tem determinante não nulo e que G é fechado por produto, i.e.,
se A e B são matrizes em G então o produto AB também pertence a G . Seja M a soma de todas as matrizes
de G . Mostre que o determinante de M é um número inteiro.

Se você respondeu que todos esses problemas utilizam a noção de grupo, então você não precisa ler o resto deste
artigo. Para os demais leitores, que ficaram “grilados” e estão se perguntado como os problemas acima podem estar
relacionados, podem continuar!

1 | MAS AFINAL, O QUE É UM GRUPO?

Após a noção de conjunto, a noção de grupo é certamente uma das mais importantes e fundamentais em toda a
Matemática (rivalizado talvez pelos conceitos de espaço vetorial e espaço topológico, mas estes são assuntos para
outros artigos). Informalmente, um grupo é uma “medida de simetria” de um objeto. Antes de ver a definição oficial,
vejamos um exemplo concreto, o chamado grupo diedral D3, que é o grupo de simetrias de um triângulo equilátero.

Considere o triângulo equilátero de vértices 1, 2, 3 a seguir. Um exemplo de simetria desse triângulo é a rotação
de 120˝ no sentido anti-horário com centro no baricentro deste triângulo. Denotaremos esta rotação pela letra grega
ρ (afinal, rotação em grego escreve-se ρωταçα̃ω, acredito eu).

2 3

1
ρ

1 2

3

Outro exemplo de simetria é a reflexão σ (do grego ρεφλεσα̃ω) com relação à reta vertical passando pelo baricentro
deste triângulo:

2 3

1

σ

3 2

1

Como estas simetrias são completamente determinadas por suas ações sobre os vértices do triângulo acima, podemos
pensá-las como funções do conjunto t1, 2, 3u nele mesmo: temos ρp1q “ 2, ρp2q “ 3, ρp3q “ 1 (a simetria que leva o
vértice na posição 1 para a posição 2, o na posição 2 para a posição 3 e o na posição 3 para a posição 1) e σp1q “ 1,
σp2q “ 3, σp3q “ 2 (a simetria que mantém o vértice na posição 1 fixo e intercambia os vértices nas posições 2 e 3). É
mais fácil escrevemos tais funções em forma de tabelas ou matrizes, em que a segunda linha é a imagem da primeira:

ρ “

˜

1 2 3

2 3 1

¸

σ “

˜

1 2 3

1 3 2

¸

Assim como funções podem ser compostas, dando origem a novas funções, simetrias podem ser compostas, origi-
nando novas simetrias. Por exemplo, ρ ˝ ρ é a rotação de 240˝ no sentido anti-horário (ou, equivalentemente, a
rotação de 120˝ no sentido horário).

2 3

1
ρ

1 2

3
ρ

3 1

2



44 E.Tengan

Já a composição ρ ˝ ρ ˝ ρ é a função identidade (também conhecida como simetria Papai Noel rô, rô, rô. . . ). Por outro
lado, a composição ρ ˝ σ é a reflexão com relação à reta determinada pelo baricentro do triângulo e o vértice 3 na
figura da esquerda; ρ ˝ σ fixa o vértice 3 e intercambia os vértices 1 e 2:

2 3

1

σ

3 2

1
ρ

1 3

2

Em notação matricial, temos

ρ ˝ ρ “

˜

1 2 3

3 1 2

¸

ρ ˝ σ “

˜

1 2 3

2 1 3

¸

Observe que a composição de simetrias não é comutativa: temos (verifique!)

σ ˝ ρ “

˜

1 2 3

3 2 1

¸

‰ ρ ˝ σ

No total, há 6 simetrias desse triângulo, sendo 3 rotações (de 0˝, 120˝ e 240˝) com centros no baricentro do
triângulo e 3 reflexões com relação às alturas deste triângulo. O conjunto destas simetrias, juntamente com a operação
de composição, é um exemplo de grupo, o chamado grupo diedral D3. Obviamente não há nada de especial sobre
triângulos e podemos considerar também as simetrias de um polígono regular de n lados, obtendo assim o grupo
diedral Dn , que é formado por n rotações e n reflexões. Podemos ainda considerar as simetrias de um círculo no
plano com centro na origem p0, 0q; estas simetrias formam o chamado grupo ortogonal O2pÒq, cujos elementos são
as rotações centradas em p0, 0q e nas reflexões com relação a retas passando por p0, 0q. Este grupo é bem maior do
que o grupo diedral Dn , o que expressa de forma precisa o fato de o círculo ser bem mais simétrico do que o triângulo
equilátero.

Abstraindo as propriedades “legais” de conjuntos de simetrias, munidos da operação de composição, obtemos a
definição de um grupo, como um par formado por um conjunto e uma operação binária satisfazendo 3 axiomas:

Definição 1.1. Um grupo é um par pG , ¨q formado por um conjunto G e uma operação binária ¨, satisfazendo os seguintes
três axiomas:

(i) (Associatividade) Para quaisquer a, b, c P G , pa ¨ bq ¨ c “ a ¨ pb ¨ cq

(ii) (Existência de elemento neutro) Existe um elemento e P G tal que, para todo a P G , a ¨ e “ e ¨ a “ a

(iii) (Existência de inverso) Dado a P G , existe um elemento a´1 P G tal que a ¨ a´1 “ a´1 ¨ a “ e

Se, além dos três axiomas acima, o grupo pG , ¨q satisfaz
(iv) (Comutatividade) Para quaisquer a, b P G , a ¨ b “ b ¨ a

então dizemos que este grupo é abeliano1.

A associatividade significa que parênteses não são necessários para indicar a precedência das operações. Assim,
em um grupo, em vez de escrever algo horrível como ppx ¨ py ¨ zqq ¨ pw ¨ xqq ¨ y podemos simplesmente escrever

1em homenagem ao matemático norueguês Niels Henrik Abel (1802–1829), que também dá nome ao prestigioso prêmio Abel.
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x ¨ y ¨ z ¨w ¨ x ¨ y . A existência de inverso diz que vale a familiar “lei de cancelamento”, mas agora precisamos ter um
pouco mais de cuidado e observar o lado do cancelamento, já que a operação pode não ser comutativa. Por exemplo,
a “lei de cancelamento à esquerda” a ¨ x “ a ¨ y ùñ x “ y segue multiplicando-se a ¨ x “ a ¨ y por a´1 à esquerda:

a ¨ x “ a ¨ y ùñ a´1 ¨ pa ¨ xq “ a´1 ¨ pa ¨ y q

ðñ pa´1 ¨ aq ¨ x “ pa´1 ¨ aq ¨ y (associatividade)

ðñ e ¨ x “ e ¨ y ðñ x “ y pe é elemento neutro)

Por preguiça, muitas vezes abreviaremos a ¨ b por ab e utilizaremos a notação de potências, escrevendo a3 e b´2 no
lugar de a ¨ a ¨ a e b´1 ¨ b´1 “ pb ¨ bq´1.

A título de exemplo, verifiquemos que o grupo diedral satisfaz os 3 axiomas acima e portanto é um grupo (não
abeliano):

(i) Associatividade: segue do fato de composição de funções ser associativa, pois tanto pf ˝ g q ˝h quanto f ˝ pg ˝hq
quando calculados em x são iguais a f pg phpxqqq;

(ii) A identidade (rotação de 0˝) é o elemento neutro;

(iii) O inverso de uma rotação é a rotação de mesmo ângulo no sentido oposto, enquanto que o inverso de uma
reflexão é ela mesma.

Você já conhece diversos exemplos de grupos que você estudou na escola:

Conjunto Operação Elemento Neutro Inverso de g

t1u multiplicação ¨ 1 1´1 “ 1

Ú soma ` 0 ´g

Ñˆ
def
“ Ñr t0u multiplicação ¨ 1 g´1 “ 1

g

t´1, 1u multiplicação ¨ 1 g

tpar, ímparu soma ` par g

É muito mais importante saber identificar grupos do que saber verificar minuciosamente os axiomas acima para um
determinado grupo concreto, o que é em geral uma tarefa simples e rotineira e não é o objetivo do estudo de grupos2.
A filosofia de se estudar grupos (ou qualquer outra estrutura em Matemática) é a mesma da taxonomia em Biologia,
classificar para entender melhor: uma vez que você sabe que um certo animal é um mamífero ou um inseto, você
sabe o que esperar dele (gatos são mais próximos de ratos do que de grilos). E também aqui vale um dos princípios
mais importantes da Natureza: o princípio do menor esforço (ou da preguiça). Um teorema que seja provado utilizado
apenas os 3 axiomas acima vale para todo grupo no universo, seja ele o grupo diedral, o grupo “par ou ímpar”, o
grupo ortogonal, etc. Veremos um tal exemplo de resultado geral mais a frente na seção do gira-gira e do teorema de
Lagrange.

Vejamos mais alguns exemplos de grupos:

2exceto em alguns livros cujo objetivo secreto é fazer você desistir de estudar Matemática
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(a) Generalizando o “par ou ímpar”, temos o grupo dos inteiros módulo n

Ú{nÚ
def
“ t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u,

cujos elementos representam os possíveis restos na divisão de um inteiro por n . A soma é como a soma em um
“relógio com n horas”, ou seja, é feita módulo n : formalmente, se a, b, c P t0, 1, 2, . . . , n´ 1u, então a` b “ c ðñ

a ` b ” c pmod nq. Por exemplo, para n “ 5 obtemos o seguinte “relógio” e tabela de soma correspondente (a
entrada na linha a e coluna b é a ` b):

` 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

0

1

23

4

Este é um dos grupos utilizados na solução do problema 2 da introdução (com n “ 3). Ele pode ser pensado como
o grupo das simetrias rotacionais de um polígono regular com n lados.

(b) O grupo linear GLnpÒq é formado pelas matrizes n ˆ n com entradas reais e determinante não nulo. Aqui a
operação é o produto usual de matrizes. O elemento neutro é a matriz identidade In e o inverso de A é a matriz
inversa A´1, cuja existência é garantida pelo fato de que detA ‰ 0. O grupo GLnpÒq é não abeliano para n ě 2.
Como muitos de vocês estudarão mais tarde em Álgebra Linear, este grupo é o grupo das simetrias lineares do
espaço vetorial Òn “ Ò ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ò, o produto cartesiano de n cópias de Ò (ou seja, Òn consiste nas n-uplas
px1, . . . , xnq com xi P Ò; por exemplo, para n “ 2 temos que Ò2 é o plano cartesiano usual formado pelos pares
ordenados px , y q com x , y reais). Uma simetria linear é uma função T : Òn Ñ Òn que é bijetora e leva retas
passando pela origem em retas passando pela origem. Por exemplo, para n “ 2, a matriz

T “

˜

1 2

2 1

¸

P GL2pÒq

representa a simetria dada pela função de Ò2 em Ò2 que leva px , y q em px ` 2y , 2x ` y q (multiplique T pelo
vetor coluna com entradas x e y para entender esta representação). Note que T leva u “ p1, 1q em 3u “ p3, 3q e
v “ p1,´1q em ´v “ p´1, 1q; assim, T age sobre Ò2, expandindo 3 vezes na direção da reta passando por p0, 0q
e u “ p1, 1q e como uma reflexão na direção da reta passando por p0, 0q e v “ p´1, 1q, veja3:

3Incidentalmente, detT “ 1 ¨ 1 ´ 2 ¨ 2 “ ´3, o que significa que esta transformação expande áreas em 3 vezes e reverte orientação, de horário para
anti-horário, algo que você pode verificar como exercício tomando a imagem do quadrado formado pelos pontos px , yq com 0 ď x , y ď 1.
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T

O análogo complexo GLnpÃq, o grupo das matrizes n ˆ n com entradas em Ã e determinante não nulo, é o grupo
que é utilizado na solução do problema 3 da introdução.

(c) O grupo simétrico Sn é formado por todas as n! permutações de 1, 2, . . . , n (ou seja, pelas bijeções g : t1, 2, . . . , nu Ñ
t1, 2, . . . , nu). Aqui, a operação é a composição de funções, o elemento neutro é a função identidade e o inverso
de g é a função inversa g´1 (que existe pois g é uma bijeção). Por exemplo, para n “ 3, utilizando a notação
matricial do início, temos que os 3! “ 6 elementos de S3 são as permutações

id “

˜

1 2 3

1 2 3

¸

α “

˜

1 2 3

1 3 2

¸

β “

˜

1 2 3

2 1 3

¸

γ “

˜

1 2 3

2 3 1

¸

δ “

˜

1 2 3

3 1 2

¸

ε “

˜

1 2 3

3 2 1

¸

A composição α ˝ β “ δ está ilustrada a seguir:

1

2

3

1

2

3

1

2

3
β α

Note que para obter a função inversa na notação acima, basta trocar as linhas e reordenar as colunas. Por exemplo,

γ´1 “

˜

2 3 1

1 2 3

¸

“

˜

1 2 3

3 1 2

¸

“ δ

Você não está sentido um déjà vu? Você não déjà viu este grupo S3 antes? Claro! Ele é o mesmo que o grupo
diedral D3 da introdução, já que uma simetria de um triângulo equilátero é completamente determinada pela
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permutação de seus 3 vértices. Nas notações acima, temos as identificações

id “ id α “ σ β “ σ ˝ ρ ˝ ρ

γ “ ρ δ “ ρ ˝ ρ ε “ σ ˝ ρ

No jargão da teoria de grupos, S3 e D3 são dois grupos isomorfos, ou seja, representam o mesmo grupo a menos
do nome de seus elementos. Formalmente, isto significa que há um morfismo bijetor entre eles (o conceito de
morfismo será visto na próxima seção).

O grupo simétrico Sn é o utilizado na solução do problema 1 da introdução. Ele é o grupo de simetrias de um
conjunto com n objetos intercambiáveis entre si.

2 | DE VOLTA AOS PROBLEMAS

Vejamos como usar o conceito de grupos para resolver os problemas da introdução.

2.1 | Grilos e o grupo simétrico

Como já dissémos acima, utilizaremos o grupo simétrico S4 para resolver o problema dos grilos. A ideia é a seguinte:
se o grilo na posição 1 pula sobre o grilo na posição 2, então eles trocam de posição, o que corresponde à permutação

σ1 “

˜

1 2 3 4

2 1 3 4

¸

Temos mais 2 movimentos possíveis (e 2 outras permutações correspondentes): o grilo na posição 2 pula sobre o na
posição 3 (σ2); e o grilo na posição 3 pula sobre o na posição 4 (σ3):

σ2 “

˜

1 2 3 4

1 3 2 4

¸

σ3 “

˜

1 2 3 4

1 2 4 3

¸

Vejamos o que ocorre com os grilosA, B , C , D ao realizarem uma sequência demovimentos. Inicialmente, eles formam
uma fila ABCD . Se realizarem primeiro um movimento do tipo σ2 e, em seguida, um do tipo σ1, obtemos

ABCD
σ2
ÝÑ ACBD

σ1
ÝÑ CABD

Omovimento resultante corresponde à permutação que leva o grilo na posição 1 para a posição 2, o grilo na posição 2
para a posição 3, o grilo na posição 3 para a posição 1, enquanto o grilo na posição 4 fica parado. Mas isto é exatamente
o resultado da composição

σ1 ˝ σ2 “

˜

1 2 3 4

2 3 1 4

¸
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Resumindo: podemos “codificar” o movimento resultante de n pulos dos grilos como uma composição de n permuta-
ções escolhidas dentre σ1, σ2, σ3. A pergunta inicial então pode ser reformulada como:

(Grilos em linguagem de grupos) Existe solução em S4 para

π1 ˝ π2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ π1000 “ σ3 (1)

com πi P tσ1,σ2,σ3u? Mesma pergunta com 1000 substituído por 1001.

O problema é trivial para 1001: na equação π1 ˝ π2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ π1001 “ σ3, basta tomar π1 “ π2 “ ¨ ¨ ¨ “ π1000 “ σ1

e π1001 “ σ3, por exemplo. Como σ1 ˝ σ1 “ id e temos um número par de termos π1, π2, . . . , π1000, estes termos “se
cancelam” e só sobra π1001 “ σ3 na composição acima. Ou seja, após o primeiro pulo, apenas os grilos A e B brincam
e os grilos C e D ficam parados “de mau” com os outros.

Como vocês já devem suspeitar, a resposta é negativa para 1000 pulos. Mas não queremos ficar testando todas
as 31000 possíveis escolhas dos πi ’s acima para mostrar que não há solução. Daí utilizaremos uma das técnicas mais
importantes para mostrar a inexistência de soluções: o uso de invariantes. Para grupos, eles surgem juntamente com
o conceito de morfismo:

Definição 2.1. Dados dois grupos pG , ¨q e pH ,˚q, um homomorfismo (ou simplesmente morfismo) ϕ : G Ñ H é uma
função que preserva produtos, i.e.,

ϕpa ¨ bq “ ϕpaq ˚ϕpbq pa, b P Gq

Por exemplo, um morfismo de grupos que você conhece da escola é o logaritmo: ele é um morfismo que sai
do grupo multiplicativo pÒą0, ¨q e chega no grupo aditivo pÒ,`q, transformando produto em soma: logpx ¨ y q “
log x ` log y .

Para o problema dos grilos, considere o grupo t´1, 1u com o produto usual; a ideia é construirmos um morfismo
de grupos

ϕ : S4 Ñ t´1, 1u

tal que ϕpσ1q “ ϕpσ2q “ ϕpσ3q “ ´1. Daí aplicando ϕ na equação (1), obtemos

ϕpπ1 ˝ π2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ π1000q “ ϕpσ3q ðñ ϕpπ1q ¨ϕpπ2q ¨ . . . ¨ϕpπ1000q “ ϕpσ3q

ðñ p´1q1000 “ ´1

um absurdo, o que mostra que (1) não tem solução.
Para construir ϕ, considere o produto de todas as

`4
2

˘

“ 6 diferenças j ´ i com j ą i e i , j P t1, 2, 3, 4u:

P
def
“

ź

1ďiăjď4

pj ´ i q “ p4´ 3qp4´ 2qp4´ 1qp3´ 2qp3´ 1qp2´ 1q

(embora fácil, resista a tentação de calcular o valor desta expressão, queremos usá-la no formato expandido acima).
Dada uma permutação σ P S4, podemos aplicá-la aos elementos 1, 2, 3, 4 na expressão acima, obtendo uma nova
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expressão

Pσ
def
“

ź

1ďiăjď4

pσpj q ´ σpi qq

“ pσp4q ´ σp3qqpσp4q ´ σp2qqpσp4q ´ σp1qqpσp3q ´ σp2qqpσp3q ´ σp1qqpσp2q ´ σp1qq

Mas observe que Pσ “ ˘P , pois no produto acima temos novamente todas as
`4
2

˘

“ 6 diferenças j ´ i , algumas das
quais com j ą i e as demais com j ă i . Definimos então

ϕpσq
def
“

Pσ
P
“

$

&

%

1 se Pσ “ P

´1 se Pσ “ ´P

Em outras palavras, ϕpσq “ p´1qa em que a é o número de “trocas de sinal” em Pσ , ou seja, o número de termos com
j ą i mas σpj q ă σpi q: se o número de trocas for par, então ϕpσq “ 1, caso contrário ϕpσq “ ´1. Por exemplo, para
σ3 temos

Pσ3 “ pσp4q ´ σp3qqpσp4q ´ σp2qqpσp4q ´ σp1qqpσp3q ´ σp2qqpσp3q ´ σp1qqpσp2q ´ σp1qq

“ p3´ 4qp3´ 2qp3´ 1qp4´ 2qp4´ 1qp2´ 1q

Há apenas uma troca de sinal, devido ao primeiro termo, logo ϕpσ3q “ ´1. Cálculos análogos (exercício!) mostram
que ϕpσ1q “ ϕpσ2q “ ´1 também.

Precisamos agora verificar que ϕpσ ˝ τq “ ϕpσq ¨ϕpτq para todo σ, τ P S4. Como Pσ˝τ pode ser obtido aplicando-
se σ aos termos da expressão Pτ , temos que se σ faz a “trocas de sinal” e τ faz b “trocas de sinal” então aplicando σ
a Pτ “ p´1qbP obtemos Pσ˝τ “ p´1qbPσ “ p´1qbp´1qaP , ou seja, σ ˝ τ faz a ` b “trocas de sinal”. Assim, temos

ϕpσ ˝ τq “ p´1qa`b “ p´1qap´1qb “ ϕpσqϕpτq

e o resultado segue.
O morfismo ϕ é conhecido como morfismo paridade ou morfismo sinal. Se ϕpσq “ 1, dizemos que σ é uma

permutação par, enquanto que se ϕpσq “ ´1, dizemos que σ é uma permutação ímpar. Este morfismo têm diversas
outras aplicações, talvez a mais conhecida é na definição oficial4 do determinante de uma matriz n ˆ n A “ pai j q:

detA “
ÿ

σPSn

ϕpσqa1σp1qa2σp2q . . . anσpnq

Por exemplo, para n “ 2, só há 2 permutações em S2, a identidade id, que é par, e a transposição τ de 1 e 2, que é
ímpar, logo neste caso temos

det
˜

a11 a12

a21 a22

¸

“ ϕpidqa11a22 `ϕpτqa1τp1qa2τp2q “ a11a22 ´ a12a21

No caso geral n ˆ n , temos que detA é uma soma de n! parcelas, cada uma das quais um produto de n entradas da

4que é a consagrada pela convenção de Genebra, o tribunal de Haia, pela convenção de Varsóvia, pela IUPAC e pela torcida do Corinthians, pelo menos é o
que me disseram. . .
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matriz, escolhidas de modo que não haja duas em uma mesma linha ou coluna, com um sinal conveniente de acordo
com a paridade da permutação em questão. Para n “ 3, você pode querer checar que a definição acima coincide com
a regra prática do cálculo de determinantes 3ˆ 3 que você viu na escola.

2.2 | Cubo mágico

Assim como fizemos como grupo diedral, vamos codificar osmovimentos em um cubomágico através de permutações.
Para isto, considere a planificação do cubo e a numeração das faces visíveis de seus cubinhos como a seguir.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

37 38 39

40 41 42

43 44 45

46 47 48

49 50 51

52 53 54

Agora imagine que façamos uma rotação de 90˝ no sentido horário da face vermelha (a de centro 20). Após a rotação,
obtemos a seguinte figura5:

1 2 3 4 5 11 12

13 14 15 16 17 23 24

25 26 27 28 29 35 36

37 38

40 41

43 44

46 47

49 50

52 53

6

18

30

48

51

54

10

22

34

45

42

39

7

8

9

19

20

21

31

32

33

Assim, comparando com a numeração inicial, podemos codificar esta rotação como a permutação

5para preservar sua sanidade mental, você pode querer acompanhar este raciocínio em um cubo mágico de verdade ou em um modelo 3D em papel
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6 ÞÑ 39 18 ÞÑ 42 30 ÞÑ 45 48 ÞÑ 6 51 ÞÑ 18 54 ÞÑ 30

34 ÞÑ 48 22 ÞÑ 51 10 ÞÑ 54 45 ÞÑ 10 42 ÞÑ 22 39 ÞÑ 34

7 ÞÑ 9 8 ÞÑ 21 9 ÞÑ 33 21 ÞÑ 32 33 ÞÑ 31 32 ÞÑ 19

31 ÞÑ 7 19 ÞÑ 8

que leva o cubinho na posição 6 para a posição 39, etc. e deixa fixos todos os demais cubinhos (note que os centros das
faces permanecem sempre fixos). Considerando todas as possíveis sequências de rotações, obtemos um subconjunto
R do grupo simétrico S54. Uma checagem mental dos axiomas mostra que R é um grupo com relação à operação de
composição. Pensando alto:

(a) Associatividade: não precisamos colocar parênteses para mexer no cubo (agora, sério, a associatividade é auto-
mática pois já vimos que a composição de permutações em S54 é associativa);

(b) Elemento neutro: não mexa no cubo! A permutação identidade é o elemento neutro de R ;

(c) Inverso: é só “desfazer” uma sequência de rotações das faces “de trás pra frente”; se ρ1˝ρ2˝¨ ¨ ¨˝ρn P R representa
uma tal sequência, então seu inverso é ρ´1

n ˝ ρ´1
n´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρ

´1
1 P R .

Em outras palavras, R é um subgrupo de S54. Pode-se mostrar que R possui nada mais nada menos do que

|R | “ 227 ¨ 314 ¨ 53 ¨ 72 ¨ 11 “ 43252003274489856000

elementos!
Em geral, intuitivamente um subgrupo de um grupo G é um subconjunto que é um grupo com amesma operação

de G . Formalmente:

Definição 2.2. Dado um grupo pG , ¨q, um subconjunto H Ď G é um subgrupo de G (notação: H ď G ) se satisfaz

(i) H ‰ H;

(ii) H é fechado por produto: a, b P H ùñ a ¨ b P H ; e

(iii) H é fechado por inverso: a P H ùñ a´1 P H .

Note que o subconjunto H faz jus ao nome “subgrupo” visto que, por (ii), a operação ¨ de G se restringe a uma
operação binária H ˆ H Ñ H e faz do par pH , ¨q um legítimo grupo: a associatividade é herdada da de G e o inverso
existe pela hipótese (iii); por fim, e P H pois por (i) existe a P H , logo a´1 P H por (iii) e por (ii) e “ a ¨ a´1 pertence a
H .

Voltemos ao problema 2 da introdução, que agora pode ser reformulado como (utilizando a numeração da primeira
figura)

Considere a permutação τ P S54 que leva 3 ÞÑ 43, 43 ÞÑ 4, 4 ÞÑ 3 e deixa os demais números fixos. Mostre
que τ R R .

Para resolvê-lo, vamos novamente buscar um invariante na forma de um morfimo de grupos

ξ : R Ñ Ú{3Ú



E.Tengan 53

Intuitivamente, ξ contará o número total de “torções” dos cubinhos dos 8 cantos do cubo mágico. Como cada um
destes 8 cubinhos tem 3 faces visíveis (olhe o cubo “de quina”) que podem ser “giradas” ciclicamente assumindo 3
posições, é natural considerar o grupo Ú{3Ú (em vez de paridade, como no caso do problema dos grilos, olharemos
para a “triridade”). Vamos deixar isto preciso. Associe cada entrada da 8-upla px1, . . . , x8q P pÚ{3Úq8 às posições dos
8 cantos; seguindo a numeração inicial da primeira figura, podemos tomar por exemplo

entrada cubinho entrada cubinho
x1 1-37-12 x2 3-4-43
x3 27-28-46 x4 25-36-52
x5 6-7-45 x6 9-10-39
x7 33-34-54 x8 30-31-48

(aqui cada cubinho é identificado pelos números em suas 3 faces visíveis). Representaremos a configuração destes 8
cantos por vetores em pÚ{3Úq8, sendo a configuração inicial representada pelo vetor nulo p0, . . . , 0q P pÚ{3Úq8. Para
definir o vetor correspondente à configuração obtida a partir da inicial após uma sequência de movimentos ρ P R ,
criamos uma segunda numeração para os 8 cubinhos do canto na configuração inicial, atribuindo os elementos de
Ú{3Ú às 3 faces visíveis, em sentido horário, de modo que 0 fique inicialmente sobre as faces branca e amarela (as de
centro 41 e 50). Por exemplo, para os 4 cubinhos que ficam sobre a face vermelha (correspondentes às entradas x5,
x6, x7, x8), temos inicialmente a seguinte planificação:

x5 x6

x8 x7

0 0

0 0

2 1 2 1

1 2 1 2

Após aplicarmos uma sequência de movimentos em R à configuração inicial, os cubinhos nestes 8 cantos assumirão
uma nova numeração com os elementos de Ú{3Ú, ainda na ordem 0, 1, 2 quando percorridos no sentido horário, mas
cada qual “adiantado” em 0, 1 ou 2 com relação à numeração inicial. Por exemplo, após uma rotação ρ de 90˝ no
sentido horário da face vermelha, obtemos a seguinte numeração:

x5 x6

x8 x7

1 2

2 1

0 2 1 0

0 1 2 0

Assim, o efeito desta rotação ρ foi, relativamente à numeração inicial, somar ou “adiantar” em respectivamente 1, 2, 1,
2 as numerações das faces dos cubinhos nas posições x5, x6, x7, x8, enquanto as numerações das faces dos cubinhos
nas posições x1, x2, x3, x4 permaneceram inalteradas (os cubinhos correspondes não se moveram). Codificamos este
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efeito associando o vetor p0, 0, 0, 0, 1, 2, 1, 2q à esta rotação ρ. Este vetor representa a configuração dos 8 cantos atual
após a rotação ρ.

Agora podemos resolver o problema 2. Se px1, . . . , x8q P pÚ{3Úq8 é o vetor associado à configuração obtida a
partir da inicial após aplicarmos σ P R , definimos

ξpσq “ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` x8 P Ú{3Ú

Afirmamos que ξ : R Ñ Ú{3Ú é um morfismo de grupos, na verdade, um bem particular, o morfismo trivial! Este é o
morfismo que leva todo elemento de R ao elemento neutro de Ú{3Ú: ξpσq “ 0 para todo σ P R . Isto é suficiente para
terminar o problema 2: se a permutação τ do enunciado (que leva 3 ÞÑ 43, 43 ÞÑ 4, 4 ÞÑ 3 e deixa os demais números
fixos) pertencesse a R , teríamos que o vetor correspondente seria p0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0q e portanto ξpτq “ 1, um absurdo.
Logo τ R R , como desejado.

Finalmente, para mostrar que ξ é o morfismo trivial, observe primeiro que, por definição, qualquer elemento
σ P R é a composição de rotações das faces do cubo. Como toda rotação de uma face se escreve como composição
de rotações de 90˝ no sentido horário, podemos escrever

σ “ ρn ˝ ρn´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρ1

em que cada ρi é uma rotação de 90˝ no sentido horário de alguma face. Assim, para mostrar que ξpσq “ 0, como
ξpidq “ 0, por indução em n basta mostrar que se ρ é uma rotação de 90˝ de alguma face e ξpσq “ 0 então ξpρ˝σq “ 0.
Isto segue de uma análise de casos, um para cada face, mas todos análogos entre si. Por exemplo, se ρ é a rotação
com relação à face de cantos x5, x6, x7, x8 e pa1, . . . , a8q é o vetor correspondente à configuração obtida aplicando σ
(com ξpσq “ a1`¨ ¨ ¨` a8 “ 0 por hipótese), usando o fato de que os cantos são numerados com 0, 1 e 2 nesta ordem
no sentido horário, temos a seguinte numeração antes e depois de aplicarmos ρ:

a5 a6

a8 a7

a5 ` 2 a5 ` 1 a6 ` 2 a6 ` 1

a8 ` 1 a8 ` 2 a7 ` 1 a7 ` 2

a8 ` 1 a5 ` 2

a7 ` 2 a6 ` 1

a8 a8 ` 2 a5 ` 1 a5

a7 a7 ` 1 a6 ` 2 a6

Assim, o vetor correspondente a ρ ˝ σ é pa1, a2, a3, a4, a8 ` 1, a5 ` 2, a6 ` 1, a7 ` 2q e portanto

ξpρ ˝ σq “ a1 ` a2 ` a3 ` a4 ` a8 ` 1` a5 ` 2` a6 ` 1` a7 ` 2

“ a1 ` a2 ` a3 ` a4 ` a5 ` a6 ` a7 ` a8 “ ξpσq “ 0
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3 | GIRA-GIRA E O TEOREMA DE LAGRANGE

Nesta seção, resolveremos o terceiro problema e indicaremos alguns resultados gerais que são válidos para qualquer
grupo, ilustrando o princípio da preguiça (ops, quero dizer, do menor esforço) a que aludi no início do artigo. Antes,
precisamos de um lema que, apesar da aparência inocente, é muito usado para explorar a “simetria interna” em um
grupo.

3.1 | Gira-gira

Lema 3.1 (Gira-gira). Seja G um grupo e seja g P G . As seguintes funções (respectivamente as translações à esquerda e
à direita por g ) são bijetoras:

λg : G Ñ G ρg : G Ñ G

x ÞÑ gx x ÞÑ xg

Demonstração. É fácil verificar diretamente que λg´1 (translação à esquerda por g´1) é a inversa de λg ; analogamente,
ρg´1 é a inversa de ρg . �

Em outras palavras, aplicar uma translação (à esquerda ou à direita) por um elemento do grupo permuta seus
elementos. Por exemplo, considere o grupo Ú{5Ú com a soma módulo 5. Considere a translação λpxq “ x ` 3. Temos
que a segunda linha é uma permutação dos elementos da primeira:

x 0 1 2 3 4

λpxq 3 4 0 1 2

Como primeiro exemplo de aplicação do gira-gira, vejamos o seguinte resultado, que será generalizado mais tarde
para qualquer grupo finito, abeliano ou não (ver corolário 3.9).

Exemplo 3.2 (Lagrange abeliano). SejaG um grupo finito abeliano com n “ |G | elementos. Então para todo g P G temos
g n “ e .

Demonstração. Seja G “ tx1, x2, . . . , xnu (com g “ xi para algum 1 ď i ď n). Como λg : G Ñ G é uma bijeção e G é
abeliano, temos

λg px1q ¨ λg px2q ¨ . . . ¨ λg pxnq “ x1 ¨ x2 ¨ . . . ¨ xn

pois os fatores da esquerda e direita nesta igualdade são os mesmos a menos de uma permutação. Reescrevendo o
lado esquerdo usando a definição de λg e rearranjando a ordem dos fatores, obtemos

gx1 ¨ . . . ¨ gxn “ x1 ¨ . . . ¨ xn ðñ g nx1 ¨ . . . ¨ xn “ x1 ¨ . . . ¨ xn

ðñ g n “ e (cancelamento)

�

Como corolário, obtemos o



56 E.Tengan

Corolário 3.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p P Ú é primo e a P Ú é tal que p - a , então ap´1 ” 1 pmod pq. Se a é
um inteiro qualquer, ap ” a pmod pq.

Demonstração. Observe que pÚ{pÚqˆ def
“ t1, 2, . . . , p ´ 1u com a multiplicação módulo p é um grupo abeliano. O

único axioma cuja verificação é não trivial é a existência do inverso multiplicativo de a P pÚ{pÚqˆ, que decorre do
seguinte fato: para mdcpa, pq “ 1, a equação diofantina linear ax ` py “ 1 tem solução, logo olhando módulo p
obtemos a ¨ x “ 1 e x é o inverso de a .

Assim, aplicando Lagrange ao grupo pÚ{pÚqˆ, que tem p´1 elementos, concluímos que ap´1
“ 1 ðñ ap´1 ”

1 pmod pq para todo a P Ú tal que p - a . Para a segunda afirmação, temos p | a ou mdcpa, pq “ 1 para um inteiro a
qualquer, logo ap ´ a “ apap´1 ´ 1q é múltiplo de p . �

Voltemos agora ao problema 3 da introdução. A primeira coisa a se observar é que G é um subgrupo de GLnpÃq
(o grupo das matrizes complexas n ˆ n com determinante não nulo). De fato, só falta verificar que G é fechado por
inversos. Dado A P G , considere as suas potências A,A2,A3, . . ., que pertencem todas a G pois G é fechado por
produto por hipótese. Sendo G finito, pelo princípio da casa dos pombos existem i ą j ě 1 tais que Ai “ Aj , logo
Ai´j “ In é a matriz identidade (aqui usamos que toda matriz A P GLnpÃq é inversível). Assim, a inversa de A é
Ai´j´1, que pertence a G .

Agora, escreva G “ tA1, . . . ,At u, de modo que M “ A1 ` ¨ ¨ ¨ ` At . Vamos usar o gira-gira (lema 3.1); para isto,
basta elevar M ao quadrado:

M 2 “ pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q ¨ pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q

“ A1 ¨ pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q ` ¨ ¨ ¨ ` At ¨ pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q

gira2
“ pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q ` ¨ ¨ ¨ ` pA1 ` A2 ` ¨ ¨ ¨ ` At q

“ t ¨M

Assim,M 2 “ t ¨M . Logo temos pdetM q2 “ t n ¨detM ùñ detM “ 0 ou detM “ t n com t “ |G |. Assim, em ambos
os casos, detM P Ú, como desejado.

3.2 | Classes laterais e o teorema de Lagrange geral

Continuamos a utilizar as notações do “gira-gira”, denotando respectivamente por λg : G Ñ G e ρg : G Ñ G as
translações à esquerda e à direita por g P G .

Definição 3.4. Sejam G um grupo e H ď G um subgrupo. Um transladado à esquerda de H , i.e., um subconjunto de G da
forma

λg pH q “ g ¨ H “ tgh | h P H u para algum g P G

é chamado de classe lateral à esquerda ou coclasse à esquerda de H . Analogamente, uma classe lateral à direita ou
coclasse à direita de H é um subconjunto de G da forma

ρg pH q “ H ¨ g “ thg | h P H u para algum g P G
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Observe que seG é abeliano, classes laterais à direita são classes laterais à esquerda e vice-versa. Note ainda que
classes laterais são apenas subconjuntos de G , quase nunca subgrupos.

Exemplo 3.5. Considere o grupo abeliano G “ pÒ2,`q e seja H ď G o subgrupo dado pela diagonal dos quadrantes
ímpares:

H
def
“ tpx , xq P Ò2 | x P Òu

As classes laterais à esquerda (ou direita) de H são as retas paralelas a esta diagonal:

H

p´1, 1q ` H

p´4,´2q ` H

p1, 0q ` H

Note que dois vetores distintos em Ò2 podem dar origem ao mesmo transladado de H : por exemplo, p´1, 1q ` H “

p´4,´2q ` H .

Exemplo 3.6. Considere o subgrupo 3Ú do grupo aditivo Ú. Há exatamente 3 classes laterais (à esquerda ou direita) de 3Ú
em Ú:

3Ú “ t. . . ,´9,´6,´3, 0, 3, 6, 9, . . .u

1` 3Ú “ t. . . ,´8,´5,´2, 1, 4, 7, 10, . . .u

2` 3Ú “ t. . . ,´7,´4,´1, 2, 5, 8, 11, . . .u

Não há outros transladados, já que, por exemplo, 3` 3Ú “ 3Ú, 4` 3Ú “ 1` 3Ú,´2` 3Ú “ 1` 3Ú, etc. Note que estas
classes formam uma partição de Ú.

Em geral, dado d P Î, há exatamente d coclasses de dÚ em Ú,

r ` dÚ, pr “ 0, 1, 2, . . . , d ´ 1q

uma para cada possível resto r “ 0, 1, . . . , d ´ 1 na divisão por d . Dois transladados a ` dÚ e b ` dÚ são iguais se, e só se,
a e b deixam o mesmo resto na divisão por d , i.e., se, e só se, a ” b pmod d q.

Exemplo 3.7. Considere o grupo aditivoG “ pÚ{5Úq2 formado por pares ordenados px , y q com x , y P Ú{5Ú, representado
a seguir por um “tabuleiro de xadrez” 5ˆ 5.
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0

0

1

1

2

2

3

3

4

4

Considere o “subgrupo diagonal” (quadrados no tabuleiro)

H
def
“ tpa, aq P G | a P Ú{5Úu

As classes laterais (à esquerda ou direita) de H são as “retas paralelas a H ”, de equação y “ x ` c com c P Ú{5Ú. Por
exemplo, a “reta” de equação y “ x ` 4 é representada pelos quadrados no tabuleiro acima.

Daqui para frente, enunciaremos os resultados somente para classes laterais à esquerda; os resultados para classes
laterais à direita são análogos. O principal resultado desta seção é o teorema de Lagrange a seguir, que afirma que
o tamanho de um subgrupo deve necessariamente ser um divisor do tamanho do grupo que o contém (caso este
seja finito). Observe que na demonstração utilizamos somente os axiomas que definem um grupo e portanto este
resultado é geral, vale para todos os grupos no universo! Veja que apesar de termos visto diversos grupos concretos
com aparências completamente distintas, são apenas aqueles 3 axiomas que de certa forma capturam a “essência”
que os tornam interessantes.

Teorema 3.8 (Lagrange). Seja G um grupo e seja H ď G um subgrupo. Então as classes laterais à esquerda de H equipar-
ticionam G , i.e.,

(i) As classes laterais à esquerda de H formam uma partição de G .

(ii) Quaisquer duas classes laterais à esquerda de H têm mesma cardinalidade.

Em particular, se G é finito, então |G | é um múltiplo de |H |.

g1H g2H g3H ¨ ¨ ¨ gdH

Demonstração. (i) Dizer que as classes laterais à esquerda formam uma partição de G significa dizer que:

(a) G “
Ť

gPG gH , ou seja, que as classes laterais à esquerda cobrem todo o grupo G , ou ainda, que todo elemento
g P G pertence a alguma classe lateral à esquerda; e

(b) dados g1, g2 P G , ou g1 ¨ H “ g2 ¨ H ou g1 ¨ H X g2 ¨ H “ H, ou seja, não há duas classes laterais que “se
interceptam parcialmente”, como na figura:
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‚ x “ g1h1

“ g2h2

g1H g2H

Agora que sabemos aonde queremos chegar, podemos começar a demonstração. O item (a) é fácil: g P G

pertence a gH já que g “ g ¨ e P g ¨ H . Para mostrar (b), suponha que g1 ¨ H X g2 ¨ H ‰ H; devemos provar
que g1 ¨ H “ g2 ¨ H . Tome um elemento x P g1 ¨ H X g2 ¨ H e escreva x “ g1h1 “ g2h2 (h1, h2 P H ). Temos
g1 “ g2h2h

´1
1 e como h2h´1

1 P H , temos h2h´1
1 H “ H (“gira-gira” aplicado ao subgrupo H ) e assim

g1H “ g2h2h
´1
1 H “ g2H

(ii) Pelo “gira-gira”, a translação à esquerda por g2g´1
1 se restringe a uma bijeção

λ
g2g

´1
1

: g1H
«
ÝÑ g2H

x ÞÝÑ g2g
´1
1 x

entre as duas classes laterais g1H e g2H (a função inversa é λ
g1g

´1
2

).

�

Corolário 3.9 (também chamado de “Lagrange”). Seja G um grupo finito com n elementos. Para todo g P G , temos
g n “ e .

Demonstração. Considere o subgrupo H “ tgm | m P Úu, formado pelas potências de g (e seus inversos) e seja
d “ |H |. Afirmamos que

H “ te, g , g 2, . . . , g d´1u e g d “ e

De fato, como H é finito, pelo princípio da casa dos pombos existem i ą j ě 0 tais que g i “ g j , logo g i´j “ e . Ou
seja, alguma potência positiva de g é igual à identidade. Se d ą 0 é o menor inteiro tal que g d “ e então é claro que as
potências de g “ciclam” de d em d (por exemplo, g “ g d`1 “ g 2d`1 “ ¨ ¨ ¨ ), o quemostra queH “ te, g , g 2, . . . , g d´1u.
Note ainda que se g i “ g j com 0 ď i ď j ď d ´ 1 então g j´i “ e com 0 ď j ´ i ă d , logo pela minimalidade de
d devemos ter j ´ i “ 0, ou seja, i “ j . Logo os elementos e, g , g 2, . . . , g d´1 são todos distintos entre si e portanto
d “ |H |.

Assim, pelo teorema de Lagrange aplicado a H , temos d | n . Concluímos que n{d P Î e portanto

g n “ pg d qn{d “ en{d “ e

�
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4 | PARA APRENDER MAIS

Teoria de Grupos é uma área vasta da Matemática, com diversas ramificações e aplicações, e um campo fértil de
pesquisa ainda hoje. Para uma continuação deste artigo, com mais detalhes, exercícios e aplicações, temos notas de
aula escritas em coautoria com o prof. Sérgio TadaoMartins, disponíveis gratuitamente (em Inglês) no site da American
Mathematical Society:

https://www.ams.org/open-math-notes/omn-view-listing?listingId=110718

No que segue, sugerimos uma lista de outros tópicos e problemas que podem ser abordados por estudantes e pro-
fessores olímpicos que desejam conhecer mais sobre esta fascinante área. Como se trata de uma lista de sugestões,
omitiremos vários detalhes, visto que eles podem ser encontrados nos artigos originais indicados e também nas notas
de aula acima.

4.1 | A prova de Connes do teorema de Morley

As trissetrizes de um ângulo são as semi-retas que o dividem em 3 partes iguais. Dado um triângulo ABC qualquer,
o famoso teorema de Morley afirma que os encontro das trissetrizes de seus ângulos internos α , β e γ formam um
triângulo equilátero (o triângulo PQR da figura).

A

B C

//

//

//

P

Q

R

α{3
α{3 α{3

β{3
β{3
β{3

γ{3

γ{3

γ{3

Em [1], o medalha Fields Alain Connes deu uma bonita prova conceitual do teorema de Morley, utilizando o grupo
(com a operação de composição de funções)

G “ tg : ÃÑ Ã | g pzq “ az ` b, a P Ãˆ, b P Ãu

Connes percebeu que o teorema de Morley se reduz à seguinte propriedade geral do grupo G : sejam g1, g2, g3 P G

elementos quaisquer tais que g1 ˝g2, g2 ˝g3, g3 ˝g1, g1 ˝g2 ˝g3 não são translações. Escreva pg1 ˝g2 ˝g3qpzq “ ωz`λ

e sejam P ,Q , R P Ã os pontos fixos de g1 ˝ g2, g2 ˝ g3, g3 ˝ g1 respectivamente; então as seguintes condições são
equivalentes (aqui omitimos a operação binária e escrevemos g 31 em vez de g1 ˝ g1 ˝ g1 por preguiça e legibilidade):

(i) g 31g
3
2g

3
3 “ id

(ii) ω3 “ 1 e P ` ωQ ` ω2R “ 0

Referimos o leitor ao artigo original de Connes para a prova e como isto implica não só o teorema de Morley original,
mas também 18 outras variantes deste teorema!

https://www.ams.org/open-math-notes/omn-view-listing?listingId=110718
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4.2 | Ação de grupos e o Lema de Burnside

No início dos tempos, matemáticos paleolíticos definiram os primeiros “grupos concretos” como grupos de simetrias
de um conjunto X (com alguma estrutura adicional); os elementos destes grupos naturalmente “agiam” sobre os ele-
mentos de X , permutando-os. Por exemplo, o grupo diedral Dn age sobre o conjunto dos vértices de um n-ágono
regular. Muito tempo se passou; sobrevieram os séculos dezesseis, dezessete e dezoito, nesta ordem, até que final-
mente, na segundametade do século dezenove, matemáticos introduziram a atual definição de “grupo abstrato”, como
grupo desprovido de qualquer “ação concreta”. Retornando às origens, podemos partir de um “grupo abstrato” G e
definir uma ação deste grupo sobre um conjunto X como a seguir.

Definição 4.1. Uma ação de um grupo G sobre um conjunto X é uma função

G ˆ X Ñ X

pg , xq ÞÑ g ¨ x

que satisfaz os seguintes dois mnemônicos axiomas:

(i) (Ação trivial do elemento neutro) Para todo x P X , e ¨ x “ x

(ii) (Associatividade da ação) Para quaisquer x P X , g , h P G , pg ¨ hq ¨ x “ g ¨ ph ¨ xq

A princípio, pode parecer um pouco confuso utilizar um mesmo símbolo ¨ para denotar tanto o produto em G

quanto a ação de g P G sobre um elemento x P X . Mas esta escolha é proposital, o que torna a definição acima fácil
de ser lembrada.

Definição 4.2. Seja dada uma ação de um grupo G sobre um conjunto X . Para um elemento x P X e um subconjunto
H Ď G , definimos

(i) aórbita de x (notação: G ¨x ) como sendo o subconjunto deX obtido fazendoG agir sobre x : G ¨x def
“ tg ¨x P X | g P Gu

(ii) oestabilizador ougrupode isotropiade x (notação: Stabpxq) como sendo o subgrupo deG que estabiliza x : Stabpxq def“
tg P G | g ¨ x “ xu

(iii) o subconjunto fixo por H (notação: X H ) como sendo o subconjunto de X formado pelos pontos em X fixos por todos
os elementos de H : X H def

“ tx P X | h ¨ x “ x para todo h P H u

Exemplo 4.3 (Colorações). SejaT um triângulo equilátero e considere o seu grupo de simetrias, o grupo diedral

D3 “ tid, ρ, ρ2,σ, ρσ, ρ2σu

em que ρ denota a rotação no plano de 120˝ no sentido anti-horário e centro no baricentro deT e σ , a reflexão com relação
a uma de suas alturas (a horizontal nas figuras a seguir). O grupo D3 age sobre os vértices deT , permutando-os. O grupo D3

age também sobre o conjunto X das 23 “ 8 colorações dos vértices deT com duas cores, preto e branco. Por exemplo,

ρ2 ¨ “ “ σ ¨ Stab
ˆ ˙

“ tid, ρ2σu
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Esta ação D3 ü X possui 4 órbitas:

" * " * "

; ;
* "

; ;
*

Por exemplo, temos o seguinte diagrama para uma órbita:

ρ2,ρσ

ρ, σ

id, ρ2σ ρ, ρσ

ρ2,ρ2σ

id, σ

ρ, ρ2σ

ρ2,σ

id, ρσ

Um problema famoso em combinatória é o de encontrar o número de colorações a menos de simetrias. No
exemplo acima, a menos de rotações e reflexões, há 4 maneiras de pintarmos os vértices de um triângulo equilátero
com duas cores. Ou seja, o número de tais colorações é igual ao número de órbitas da ação acima. O lema de Burnside
permite encontrar este número sem esforço:

Teorema 4.4 (Lema de Burnside). SejamG um grupo finito eX um conjunto finito. Dada uma ação deG sobreX , o número
total de órbitas desta ação é igual ao número médio de pontos fixos por elementos de G :

número de órbitas “ 1

|G |

ÿ

gPG

|X g |

Vejamos um exemplo um pouco maior:

Exemplo 4.5. De quantasmaneiras podemos colorir os vértices de umquadrado com 3 cores amenos de rotações e reflexões
(i.e., considerando duas pinturas equivalentes se uma pode ser levada na outra por uma simetria do quadrado)?

Na linguagem de ação de grupos, queremos encontrar o número de órbitas na ação do grupo diedral D4 “

tid, ρ, ρ2, ρ3,σ, ρσ, ρ2σ, ρ3σu (em que ρ denota uma rotação de 90˝ no sentido anti-horário e σ , uma reflexão por
uma diagonal do quadrado) sobre o espaço X das 34 colorações dos vértices do quadrado com 3 cores.

Pelo lema de Burnside, precisamos calcular o número médio de colorações fixas por elementos de D4. Veremos
a seguir que

g id ρ ρ2 ρ3 σ ρσ ρ2σ ρ3σ

|X g | 34 3 32 3 33 32 33 32

e portanto o total de órbitas é

1

|D4|

ÿ

gPD4

|X g | “
34 ` 2 ¨ 3` 32 ` 2 ¨ 32 ` 2 ¨ 33

8
“ 21

Para cada g P D4, calculemos |X g |; no que segue, a, b, c, d representam cores (não necessariamente distintas).
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• g “ id: todas as colorações são fixas por g , logo |X g | “ 34; o padrão de coloração é qualquer:

a

b

c

d

• g “ ρ ou ρ3: aqui, as pinturas fixas são somente aquelas em que todos os vértices têm mesma cor, logo |X g | “ 3

para cada um destes dois casos; o padrão de coloração é monocromático:

a

a

a

a

• g “ ρ2: o padrão de uma coloração fixa por ρ2 é

a

b

a

b

Ou seja, temos “2 graus de liberdade” para a pintura, logo |X g | “ 32.
• g “ σ ou σρ2: colorações fixas têm padrão simétrico com relação ao eixo de reflexão:

σ
a

b

c

b

σρ2

a

b

a

c

Há “3 graus de liberdade” para a pintura, logo |X g | “ 33.
• g “ σρ ou σρ3: nestes casos, há somente “2 graus de liberdade”, logo |X g | “ 32:

ρ3σ

a

b

b

a

ρσ

a

a

b

b

4.3 | Abelhas e o teorema de Conway-Lagarias

Por fim, uma interessante aplicação das técnicas de invariantes que ilustramos com os problemas 1 e 2 da introdução.
Considere um tabuleiro em formato de colmeia, com n níveis, sendo que o i -ésimo nível possui i favos hexagonais; a
figura mostra o caso n “ 5:

Um problema (de olimpíada?) perguntava para quais valores de n é possível recobrir o tabuleiro acima usando peças
formadas por três favos consecutivos (as peças podem ser rotacionadas):
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Em [2], Conway e Lagarias mostraram que, para todo n ě 1, é impossível cobrir o tabuleiro com as peças acima! Mais
interessante, argumentos elementares de coloração (usuais em problemas olímpicos) não funcionam no problema
acima. Aqui, grupos são utilizados de uma maneira fundamental. Conway e Lagarias associam às fronteiras das peças
e do tabuleiro acima elementos de um certo grupo G e em seguida constroem um morfismo de grupos

µ : G Ñ Ú

(Ú com a soma usual) e chegam em uma contradição de maneira completamente análoga aos exemplos deste artigo.
Aqui, conceitos topológicos são usados de maneira implícita por meio do chamado grupo fundamental e do chamado
winding number. Para detalhes, referimos os leitores ao belo artigo original, que pode ser lido já com os poucos
conceitos que vimos até agora.

5 | EXERCÍCIOS

5.1. (Jogo dos 15) É um quebra-cabeças formado por peças numeradas de 1 a 15, dispostas como no desenho a seguir. As
peças podem ser deslizadas utilizando-se o espaço vazio.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

Mostre que é impossível, a partir da configuração inicial acima, obter a configuração trocando-se as peças 14 e 15 de lugar.

5.2. Seja G um grupo. Mostre que se pa ¨ bq2 “ a2 ¨ b2 para todo a, b P G então G é abeliano.

5.3. (a) Seja G um grupo abeliano finito e seja

x “
ź

gPG

g

o produto de todos os elementos de G . Mostre que x2 “ e .

(b) (Teorema de Wilson) Seja p um primo. Mostre que

pp ´ 1q! ” ´1 pmod pq

5.4. Mostre que S “ 16 ` 26 ` 36 ` ¨ ¨ ¨ ` 1006 é divisível por 101. Dica: multiplique S por 26 e olhe a expressão módulo
101.

5.5. Em um grupo G , dois elementos a, b P G satisfazem a5 “ e e a3b “ ba3. Prove que ab “ ba .

5.6. Se um grupo G tem ordem ímpar, mostre que todo elemento g P G é um quadrado perfeito, i.e., g “ h2 para algum
h P G .



E.Tengan 65

5.7. Mostre que

(a) não existe x inteiro tal que 43 | x2 ` 1

(b) não existe x inteiro tal que 103 | x3 ´ 2

(c) se 43 | x2 ` y 2 então 43 | x e 43 | y

(d) se 103 | x3 ´ 2y 3 então 103 | x e 103 | y

Dica: use o pequeno teorema de Fermat.

5.8. Determine o número de maneiras de pintarmos

(a) os vértices de um quadrado com 7 cores, a menos de rotação

(b) os vértices de um quadrado com 7 cores, a menos de rotação e reflexão

(c) os vértices de um hexágono com 5 cores, a menos de rotação

(d) os vértices de um hexágono com 5 cores, a menos de rotação e reflexão

(e) os vértices de um tetraedro com 5 cores, a menos de rotação

(f) os vértices de um cubo com 5 cores, a menos de rotação
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