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c Neste artigo, procuramos dar uma introducao as desigual-
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dades para estudantes que se preparam para competicoes
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matematicas. Esse tema tem tido uma presenca constante
tanto em competicdes nacionais, quanto internacionais. No
que tange ao conteudo do artigo, de forma mais especifica,
daremos atencao a trés desigualdades bastante conhecidas,
quais sejam: aquela que afirma que o quadrado de um nu-
mero real é sempre ndo negativo, a Desigualdade entre as
médias aritmética e geométrica e a Desigualdade de Cau-
chy. Procuramos ilustrar a teoria com exemplos discutidos
que visam colocar o iniciante a par de algumas das prin-
cipais técnicas e ideias envolvendo esse assunto.Também
buscamos tornar a linguagem acessivel a alunos que este-
jam interessados em conhecer mais sobre esse tema. No
final apresentamos alguns comentdrios a respeito da vastis-
sima literatura sobre o assunto, encaminhando o leitor para

possiveis outras leituras.

1 | INTRODUCAO

Um dos temas mais presentes nas competicoes de matematica sdo as Desigualdades. Trata-se de um assunto com uma
variedade de problemas extremamente desafiadores e que requerem dos competidores habilidades e competéncias
que envolvem, além do conhecimento de varios tipos de desigualdades, a destreza de manipulacdes ou adaptacoes
para se chegar ao éxito na solucdo. Com tamanhos atributos, somos levados a crer que a sua presenca nas mais
variadas competicdes é plenamente justificada. Tamanha é a importancia do tema no universo olimpico que existe
uma literatura especifica destinada a ele, com textos que vao desde os mais elementares até textos complexos, com
exemplos bastante envolvidos. Neste artigo, de cunho eminentemente didatico, iremos abordar algumas das desi-

gualdades mais elementares, procurando ilustrar as ideias envolvidas com exemplos selecionados da literatura e que
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mostram o poder das técnicas empregadas. Inicialmente convém dizer o que é uma desigualdade. Nos apoiaremos em
[8] para diferenciarmos Inequacdo de Desigualdade. Para o autor, Uma inequagdo € uma sentenca de uma das formas
E >F,E>F,E<FouE < F,onde E e F sdo expressées em uma ou mais varidveis.

Ainda de acordo com esse autor, resolver uma inequacao consiste em determinar todos os valores da(s) variavel(is)
que a tornem uma desigualdade verdadeira. Convém destacar que nem sempre ao atribuirmos valores para as variaveis
presentes em uma inequacio obtemos uma desigualdade verdadeira. O exemplo 2x + 10 > 34 nos mostra que se
atribuirmos x = 0, a desigualdade resultante 10 > 34 é obviamente falsa. Chamamos atencdo para o fato de que
existem desigualdades que sdo verdadeiras para todos os valores das variaveis envolvidas, ou quase isso. Como
exemplo mais simples, temos x2 > 0, para todo x € R e sua analoga em duas variaveis x2+ y2 > 0, para todos x, y € R.
Seguindo [8], utilizaremos a denominacdo Desigualdades Algébricas para as inequacdes que se tornam desigualdades

verdadeiras para todos (ou quase todos) os valores possiveis das variaveis.

2 | PRESSUPOSTOS BASICOS PARA COMEGAR A TRABALHAR COM DESI-
GUALDADES

Para iniciarmos um trabalho com desigualdades visando resolucdo de problemas olimpicos necessitamos enunciar
algumas propriedades relacionadas com a ordem no conjunto dos nimeros reais. Nao entraremos em detalhes a
respeito das ideias envolvidas, pois isso nos afastaria do nosso objetivo principal. Recomendamos os capitulos 1
e 2 de [3], onde o leitor interessado poderad aprofundar-se nos detalhes omitidos aqui. As propriedades que mais
necessitaremos sao as seguintes:

e Dado x € R, entdo x < 0,x = 0ou x > 0, propriedade conhecida como Lei da Tricotomia;
e Sex,y,a,beRcomx>yea>bentdiox+a>y+b;

e Sex>yea>0entioax > ay;

e Sex>yea<O0entioax <ay;

. 1
e Sex >y, comxy>0,entdo — < —
X y

Nas propriedades acima, o simbolo > pode ser trocado por < e o simbolo <, pelo simbolo <, dependendo do
contexto. Além disso, denotaremos por R* o conjunto dos nlimeros reais estritamente positivos, por R* o conjunto
dos numeros reais ndo-nulos e por R, o conjunto dos nimeros reais ndo-negativos. De posse desse ferramental,

podemos iniciar a nossa jornada pelas trés desigualdades anteriormente citadas.

3 | O QUADRADO DE UM NUMERO REAL E SEMPRE MAIOR QUE OU IGUAL
AO

De acordo com [7], o fato de que o quadrado de um niimero real é sempre ndo negativo fornece a génese de diversas
desigualdades importantes. Trata-se de uma observacao simples, mas extremamente frutifera. Antes de lidarmos com
os exemplos, vamos dar uma prova desse fato. As propriedades (3) e (4) anteriormente citadas nos permitem concluir
que, dado x € R, entdo x2 > 0. De fato, se x > 0, ent3o aplicando propriedade (3) com y =0ea = x, teremos x2 >0.
Por outro lado, se x < 0, podemos aplicar a propriedade (4) com y = 0 e a = x e obteremos o mesmo resultado, ou seja,
x? > 0. Essa observacio simples, juntamente com algumas estratégias de manipulago algébrica, nos permitem obter

diversas desigualdades bastante interessantes. Veremos algumas delas nos exemplos a seguir. Chamamos atencao
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para o fato de que uma das técnicas mais frequentes é considerar o quadrado de uma diferenca de um ou mais termos
e levar em conta que esse quadrado é sempre nio negativo.

b
Exemplo 1 Mostre que, se a, b € R, com a, b > 0, entdo a; > Vab.

Como a, b > 0, temos que faz sentido considerar suas raizes quadradas. Dai, (va—Vb)?2 > 0. Portanto, desenvolvendo
esse termo quadratico, ficamos com (va)2 — 2vaVb + (Vb)2 > 0. Levando em conta que Va2 = |a| = a e que
Vb2 = |b] = b, teremos que:

a;b >Vab. |

Esse exemplo vai voltar a aparecer logo mais. Veremos que ele traduz uma importante informacao.
Exemplo 2 Provar que a® + b% > ab, quaisquer que sejam a, b € R.

Perceba que (a — b)2 > 0, para quaisquer a, b € R. Dai, a2 — 2ab + b2 > 0, ou seja, a2 + b2 > 2ab. Assim temos que

2, p2 2, 42
a‘+b ) a‘+b
- > ab. Porém, como a2+ b2 > — segue que a2 + b2 > ab. [ |

2

Exemplo 3 Sejam a, b, ¢ € R,. Mostre que a2 + b2 + ¢2 > ab + ac + bc.

Uma estratégia tentadora para trabalhar com esse exemplo é lidar com o caso com menos variaveis, provado anterior-

2 > ac

mente.Tentemos usar o que |4 foi provado e ver se ele nos oferece algo. Nesse caso teriamos a2+ b2 > ab, a%+c¢
e b? + ¢% > be, usando o que foi provado para o caso de duas variaveis. Entretanto, quando adicionamos as desigual-
dades, temos que 2a% + 262 + 2¢% > ab + ac + bc. Mas n3o é isso que gostariamos de provar. Mas um pouco de
reflexdo nos mostra que o argumento usado para provar o primeiro caso pode ser usado aqui. Em termos mais expli-
citos: (a—b)2 >0,(a-c)2 >0e (b-c)? > 0. Desenvolvendo os termos que estdo do lado esquerdo e somando
ordenadamente as desigualdades, temos que 2a2 + 2b2 + 2¢2 > 2ab + 2ac + 2bc. Ao simplificarmos obtemos o que

queriamos. i
. a b
Exemplo 4 Sejam a, b € R, com ab > 0. Mostre que 5 + S > 2.

Mais uma vez usaremos a estratégia de pensar que (a — b)2 > 0, para quaisquer nimeros reais nio nulos a, b. De-
senvolvendo essa desigualdade temos a2 — 2ab + b? > 0. Passando o termo 2ab para o segundo membro, temos
a2 + b2 > 2ab. Agora dividimos a desigualdade por ab que pertence a R*. Logo teremos g + b > 2, que era o que
queriamos provar. | ?

As ideias até aqui desenvolvidas nos permitirdo demonstrar uma desigualdade bastante conhecida e importante,

que é a Desigualdade de Nesbitt, proposta por A.M. Nesbitt na revista Educational Times em 1903.

b c 3

Exemplo 5 Sejam a, b, ¢ € R%. Mostre que

+ + > .
b+c c+a a+b 2

A Desigualdade de Nesbitt admite uma variedade muito grande de provas. Aqui daremos uma bastante elementar

que usa a desigualdade provada no exemplo anterior. O exemplo anterior nos mostra que

a+c b+c a+b b+c b+a a+c
+ + +
b+c a+c b+c a+b a+c b+a

>2+2+2=6
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Ou seja,

2b 2

LA >6
a+c a+b

O que equivale a

a b c

3
b+c a+c a+b2§' i

Passemos agora a um um exemplo bastante curioso extraido de [1]. Nele, além do conhecimento de que o qua-
drado de um nimero real € positivo, é necessaria a habilidade na manipulagdo algébrica, bem como a percepcao de
que podemos transformar a desigualdade que desejamos demonstrar em uma mais simples e depois retornarmos a
desigualdade original. Evidentemente esse retorno so sera possivel se os passos efetuados puderem ser desfeitos.

Exemplo 6 Seja a € R. Mostre que 4a — a* < 3.

De fato, podemos transpor os termos para o lado direito e obtermos a desigualdade equivalente a* —4a +3 > 0.
A ideia agora é completarmos um quadrado. Um caminho é escrever a* —4a+3 = (a2)2—2a%2+1+2a% —4a+2 = (a -
1)2 +2(a-1)2. Disso concluimos que a desigualdade final é verdadeira para qualquer a € R e, como as desigualdades
sao equivalentes, a desigualdade original é verdadeira também para qualquer a nessa condicao. [ |

As desigualdades também podem servir de ferramenta para a verificagido que determinadas equacdes ou sistemas

de equagdes nao possuem solugdo. A seguir veremos um exemplo dessa situagao.

Exemplo 7 Determine, caso existam, todos as quddruplas de niimeros reais (a, b, ¢, d), com b, ¢, d € R0, que satisfazem

d equacdo 4a? + 12a = —10 — bed.

De fato, tentemos completar o quadrado do lado esquerdo: 4a2 + 12a = ((2a)2 +12a+9-9) = (2a+3)2-9.
Substituindo na equacao, ficamos com (2a+3)2 -9 = 10— bed. Dai, (2a+3)2 = —1—bcd. Como bed > 0, temos uma
contradicdo, pois o lado esquerdo dessa igualdade é positivo, enquanto que o direito é negativo. Essa contradicdo
veio do fato de supormos que a equacao possuia solucdo. Logo, ela ndo possui solucao. [ |

Nos exemplos anteriores as ideias envolvidas sdo bastante simples, mas trazem consequéncias bastante interes-
santes, fazendo-nos lembrar de uma frase do matematico japonés Tosio Kato (1917-1999) que diz que Elementary
may be deep, que traduzida significa que O elementar pode ser profundo. Partiremos agora para duas desigualdades um
pouco mais elaboradas e bastante interessantes e que figuram com muita frequéncia nas competicoes.

4 | DESIGUALDADE ENTRE MEDIAS ARITMETICA E GEOMETRICA

a+b

A Média Aritmética (MA) entre dois nimeros reais a e b é definida por MA(a, b) = . Caso esses numeros sejam

positivos, definimos a Média Geométrica (MG) entre eles como sendo MG (a, b) = Vab. Por exemplo, considerando
os nimeros 4 e 9, MA(4,9) = % =6,5e MG(4,9) = V4x9 = 6. Daqui ja tiramos uma observacio: MG(4,9) <
MA(4,9). A pergunta que fica é: Isso sempre ocorre? O exemplo (3.1) nos mostra que, de fato, a resposta SIM. A
desigualdade vista no exemplo (3.1) serd por nés mencionada apenas por Desigualdade MA-MG. Ressaltamos apenas
que a igualdade ocorre na desigualdade quando as médias forem iguais, o que, por sua vez, ocorre quando os nimeros

a e b forem iguais. Vamos analisar agora diversos exemplos onde essa desigualdade intervém de maneira direta.
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Exemplo 8 Vamos revisitar o exemplo (3.4).

Dessa vez daremos um tratamento a esse exemplo utilizando a Desigualdade MA-MG. De fato, aplicando essa desi-

b
gualdade a 5 e % segue que:

oo

v

N
S|
o | o

ja que a, b € R}. Isso acarreta que:

oo
v
N

ol »

como queriamos. |}
Nos proximos dois exemplos, veremos que uma mesma desigualdade pode ser utilizada mais de uma vez no
mesmo problema. Evidentemente esse uso deve ser feito levando em conta a natureza do tipo de desigualdade que

ser quer obter.

1 1 4
E lo9 Sej b € R*. Most -+ = > .
xemplo ejam a, b € R¥ osrequea+b_a+b
De fato, pela desigualdade MA-MG, temos que
Y.l o, 1o 2
a b~ a b ab

a+b

Agora perceba que vamos usar outra vez a Desigualdade MA-MG. Note que > Vab, o que implica, ao inverter-

< L Dai:

+b " \ab

mos, que
a

— > 2 = —)
b ab ><a+b a+b

estando portanto provada a desigualdade. [ |
Exemplo 10 Sejam a, b, ¢ € R}. Mostre que (a + lb)(b + l)(c+ 1;) > 8.
c

A ideia aqui é aplicar a Desigualdade MA-MG trés vezes. Duas razdes nos guiam no sentido de fazer esse palpite:
ha um produto de termos duplos e temos 8 = 23. Com essa estratégia em mente, temos que:
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O passo seguinte agora € multiplicar essas desigualdades ordenadamente. Fazendo isso, ficaremos com:

1 1 1 a b c
(a+5)(b+)(c+ ) <2\E><2\E><2\/; =5 1

Antes de seguirmos adiante, cumpre observarmos que a desigualdade MA-MG pode se estender a uma quan-
tidade qualquer (finita) de nimeros reais positivos. Nesse caso, dados ay, as, ..., 2, nimeros reais positivos, defi-

. - s s aj+ay+..+a
nimos sua Média Aritmética como sendo MA= —— == 71

e sua Média Geométrica, como sendo MG =
n

{/a; X a; X ... X a,. Com essas definicdes e argumentos um pouco mais sofisticados, podemos provar que MG < MA.

Recomendamos [8] para a demonstracdo no caso geral. Novamente para que ocorra a igualdade, na desigualdade, é

necessario e suficiente que a; = a; = ... = a,. Para explorarmos esse caso, vejamos dois exemplos.

1 1
1+ab+1+bc+1+ac

. . 3
Exemplo 11 Sejam a, b, ¢ € R¥ tais que a% + b? + c? = 3. Mostre que >

Aplicando a Desigualdade MA-MG, temos:

(S R B 1 B 3
T+ab 1+bc T+ac ™ "\ (1+ab)(1+bc)(1+ac)  Y(T+ab)(1+bc)(1+ac)

Agora note que

3+ab+ bc+ ac

J(1+ ab)(1 + be) (1 + ac) 3

IN

Invertendo essa Ultima desigualdade temos

1 3
> .
J(+ab)y(1 +bc)(1 +ac) 3+ab+be+ac

Lembrando do Exemplo (3.3), e invertendo a desigualdade l4 obtida, temos:

L I B 1 B 3
1+ab 1+bc 1+4+ac (1+ab)(1+bc)(1+ac) J( +ab)(1 + be)(1 + ac)
9 9 9 3

2 = —-= -,
3+ab+bc+ac  3+a2+b2+c2 6 2

O préximo exemplo nos contara a respeito de como obter o valor maximo de uma funcéo utilizando a Desigual-
dade MA-MG.

Exemplo 12 Determine o mdximo de f (x) = x(1 — x3), para0 < x < 1.

Vamos reescrever a expressao de 7 (x) da seguinte maneira:

3(F(x))3 =331 =X (1= X3 (1= x3).
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Fica a pergunta: por que fizemos isso? A resposta é que temos o lado direito escrito como o produto de quatro
nGmeros cuja soma é 3x3 + 3(1 — x3) = 3x3 + 3 — 3x3 = 3. Isso vai nos ajudar na hora de utilizarmos a Desigualdade
MA-MG. De fato, temos que:

3

3 )3
3(F(x)3 =3x3(1-x3)3 < <73X 301 —x >)4 = (5%
4 4
Dai, temos que (f(x))® < ﬁ o que acarreta f(x) < i |
T4 R

5 | A DESIGUALDADE DE CAUCHY

Uma desigualdade muito importante e que traz o nome do matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
é a Desigualdade de Cauchy. Em [7], os autores afirmam que essa desigualdade também ¢é referida como Desigual-
dade de Cauchy-Buniakovsky-Schwarz. A razao disso, segundo os autores, é que os matematicos Hermann Schwarz
(1843-1921) e Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889) teriam dado generalizacbes em outros contextos para
essa desigualdade. Apesar de ser uma desigualdade que reflete comportamento de objetos matematicos abstratos,
ela encontra, no nosso caso, uma utilidade surpreendente, como veremos mais adiante nos exemplos com os quais tra-
balharemos. Consideremos entdo duas sequéncias finitas de n nimeros reais, ou seja, (a1, az, ..., a,) € (b1, by, ..., by).

Consideremos a funcdo quadratica definida por:
F(x) = (a1x = b1)% + (aax — b))% + ... + (apx — bp)2.
Essa funcdo pode ser reescrita na forma:
f(x) = (312 + ag + ...+ af,)x2 —2(a1by + agby + ...+ apby) x + (b12 + b% +...+ b%).
Da primeira expressao de f(x) percebemos que ela é uma funcao positiva para qualquer valor de x. Em con-
sequéncia disso temos que A > 0. Agora, usando a segunda expressao de f(x), temos que essa condi¢cdo pode ser
traduzida por:

(a1by + agby + ... + apnbp)? < (312 + a% +.. 4+ a%)(b12 + b% +..+ b,z,).

A igualdade ocorrera quando A = 0, ou seja, quando f(x) possuir apenas um zero. Isso se traduz dizendo que

(a1x = b1)? = (agx — bp)2 = ... = (apx — by)? = 0, ou seja, a igualdade ocorre quando e somente quando:
_bi_b_ _bn
Ta a7 a,

Evidentemente, o caso em que algum dos a; for nulo é desinteressante, pois a desigualdade segue trivialmente a
partir do caso onde nenhum deles é nulo. Veremos agora alguns exemplos onde utilizamos a Desigualdade de Cauchy
de maneira bastante engenhosa. O sucesso no uso da Desigualdade de Cauchy reside na escolha conveniente das

sequéncias dos a’s e dos b’s da demonstracao, conforme veremos nos exemplos.
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2
Exemplo 13 Sejam a, b, ¢ € R. Mostre que (2 + b + ¢2) > w.

De fato, escolhendo as sequéncias (1,1,1) e (a, b, ¢) e aplicando a Desigualdade de Cauchy, temos que (1 xa + 1 x
b+1x¢)2 < (12+12+12)(a% + b2 + ¢2), ou seja:
, _ (a+b+ c)?

a+b?+c 2 |

No préximo exemplo, utilizaremos uma estratégia que pode ser bastante Util em diversas situacées: uma mudanca
de variavel, ou substituicdo. Ela tem a finalidade de transformar uma desigualdade desconhecida em uma conhecida.
Isso pode fazer bastante diferenca na hora de resolvermos um problema.

b c

X
1-6 1-c¢

Exemplo 14 Sejam a,b,c €e RcomO0 < a, b,c < 1 e tais que a + b + ¢ = 2. Mostre que % X

Efetuemos a seguinte mudanca de varidvel: x =1—-a,y = 1- b,z =1 - ¢. Fazendo isso, ficamos com: x + y + z =
3-(a+b+c)=1.logo,x+y+z=1edal,a=1-x=y+z,b=1-y=x+zec=1-2z=x+y.Portanto, a
desigualdade a ser provada é equivalente a:

+z x+z x+
Y % % AN

> 8.
X y z

Essa ultima desigualdade pode ser provada através da mesma ideia utilizada no exemplo (4.3). [ |
Exemplo 15 Mostre que sin(a) sin(B) + cos(a) + cos(B) < 2, para quaisquer a, B € R.

De fato, considere as sequéncias (sin(a),cos(a), 1) e (sin(B), 1,cos(B)). Aplicando a Desigualdade de Cauchy para

essas sequéncias, temos:
(sin(a) x sin(B) + cos(a) x 1 +cos(B) x 1)? < ((sin(a))? + (cos(a))® + 1) ((sin(B))” + (cos(B))* +17),
ou seja:
(sin(a) sin(B) + cos(a) + cos(B))® < 4,
donde

sin(a) sin(B) + cos(a) +cos(B) <2. |

1 1 1
Exemplo 16 Se a, b, c € R*, mostre que (a% + b* + .:2)(—2 +—=+—) =29.
a2 b2 ?

. N 1T 11 . N .
De fato, consideremos as sequéncias (a, b,c) e (;, 5 2)' Aplicando a essas sequéncias a Desigualdade de Cauchy
temos:

1 1 1 1 1 1
(az+b2+c2)(?+ﬁ+§) 2(ax;+bxz+c><;)2=(1+1+1)2=9. ]
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Exemplo 17 Vamos dar uma outra demonstracgdo da Desigualdade de Nesbitt apresentada no Exemplo (3.5).

Nessa nova demonstracao, utilizaremos uma mudanca de varidvel. De fato, a desigualdade a ser demonstrada é

a b c 3 . .
+ + > =, desde que a, b,c € R}. Adicionando 3 a ambos os membros dessa desigualdade, ela se
b+c c+a a+b 2

torna equivalente a

a

+1
b+c c+a a+b

v
N \©

Essa desigualdade por sua vez é equivalente a

1 1 1 9
b s > =,
(a+ +c)(a+b+b+c a+c)_2
Agora entra em cena uma mudanca de variavel requerida. Se fizermos x = Va+b,y = Va+cez = Vb+gc, a

desigualdade anterior é equivalente a

1 1 1
(X2+y2+22)(ﬁ+ﬁ+;) >9.

Entretanto, essa desigualdade foi provada no exemplo anterior. Assim sendo, temos uma nova demonstracido da
Desigualdade de Nesbitt, baseada na Desigualdade de Cauchy. |}

6 | PROBLEMAS OLIMPICOS

Para encerrarmos, vamos apresentar um conjunto de problemas extraidos de algumas competi¢des ao redor do mundo.
O nosso primeiro problema foi extraido da prova da Olimpiada das Republicas Tcheca e Eslovaca de 2004. Ele nos faz
ver que, em certas ocasioes, vale a pena desenvolver as expressoes algébricas envolvidas.

Exemplo 18 Sejam a, b, c, d € R tais que a + d = b + c. Mostre que
(a—b)(c—d)+(a—c)(b-d)+(d—a)(b-c) = 0.
Uma estratégia interessante é desenvolver os produtos. Fazendo isso, ficamos com:

ac—ad—-bc+bd+ab-ad-bc+cd+bd-cd-ab+ ac=2ac—2ad-2bc+2bd =
2a(c—d)-2b(c—d)=2(c—-d)(a-b) = 2(a-b?2=0 |

O exemplo a seguir foi extraido da Olimpiada russa de 1991 e ilustra de uma maneira muito original o uso da
Desigualdade MA-MG.

2
Exemplo 19 Sejam a, b, ¢ € R,. Mostre que w > aVbc + bVac + cVab.

Usando a Desigualdade MA-MG, temos ab + bc > 2b+/ac,ac + ab > 2aVbc e ac + bc > 2cVab. Somando
ordenadamente essas desigualdades, ficamos com

2(ab + bc + ac) > 2(cVab + aVbc + byac). (%)
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Por outro lado, usando novamente a Desigualdade MA-MG, obtemos a2 + 22 + b2 + ¢2 > 4¥a%b2c2 = 4abe, b + b2 +
22 + % > 43b%a2c2 = dbvac e ¢? + ¢2 + a2 + b? > 4Vc%aZb? = 4c\/ab. Somando esses resultados ordenadamente,

obtemos
4(2% + b% + ¢?) > 4(aVbc + bac + cVab). (%)

Somando ordenadamente as desigualdades (x) e (%x) obtemos a desigualdade pedida. |}
O proximo exemplo foi adaptado da prova da Olimpiada da Roménia de 2005 e ilustra um interessante artificio

que faz surgir a oportunidade de usar a Desigualdade de Cauchy.

+c c+a a+b 1 1 1
+ > —+ —+ —.
a? b? c? a b ¢

. b
Exemplo 20 Sejam a, b, ¢ € R*. Mostre que

De fato, notemos que

T 1 1,
(;+E+;) =(

\/b+c>< 1 +\/a+c>< 1 +\/a+/:u>< 1 )2
a b+c b a+c c Va+b

Essa maneira de reescrever nos indica agora o uso da Desigualdade de Cauchy. Com efeito, aplicando a desigualdade

as sequéncias

(Vb+c Va+b \/a+c)e( 1 1 1 )
a ' ¢ 7 b Vbtc Va+b Vatc

temos:

\/b+c>< 1 a+tc 1 Va+b 1 )2

( + X + X
a b+c b a+c c Va+b
(a+c+b+c+a+b)( 1 N 1 . 1 )
b? a? c? a+c a+b b+c
a+c b+c a+b_ 1 1 1
ot )Gt

Dai, temos a desigualdade pedida.  JJ

7 | EPILOGO

O que comecamos a contar aqui € algo como as Mil e uma noites. Existem diversas técnicas, problemas e abordagens
que servem para uma gama extremamente variada de problemas mas que, ndo os esgotam, gerando novas técnicas,
problemas e abordagens, e assim sucessivamente. Esse texto ndo é o primeiro em lingua portuguesa sobre o assunto.
Referenciamos os artigos [9], [5] e [2], publicados na Revista Eureka, como materiais que tratam de desigualdades.
Como livros de consulta para as ideias a respeito de resolucio de problemas, recomendamos [10], [6] e [7]. No que

diz respeito a desigualdades, recomendamos [3], [8] e [4], bem como as referéncias neles contidas.



Eduardo Gongalves dos Santos 41

Referéncias

[1] ANDREESCU, T.; GELCA, R. Mathematical olympiad challenges. Birkhauser, 2000.

[2] ASSAD, M.A., MILET, R.V. Contas com desigualdades. Eureka, p.23-31, 2006.

[3] BECKENBACH, E. F.,; BELLMAN, R. E. An introduction to inequalities. Mathematical Association of America, 1961.
[4] CVETKOVSKI, Z. Inequalities: theorems, techniques and selected problems. SpringerVerlag, 2012.

[5] FONTELES, R.T. Trigonometria e desigualdades em problemas de olimpiadas. Eureka, p. 24-33, 2001.

[6] LARSON, L.C. Problem-solving through problems. Springer Verlag, 1983.

[71 LOZANSKY, E.; ROUSSEAU, C. Winning solutions. Springer Verlag, 1996.

[8] MUNIZ NETO, A.C. Tépicos de matemadtica elementar, v.1. SBM, 2012.

[9] MUNIZ NETO, A.C. Desigualdades elementares. Eureka, p. 34-49, 1999.

[10] ZEITZ, P. The art and craft of problem solving. John wiley, 2019.



