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Semigrupos Numéricos e o Teorema de

Sylvester

RONALDO GARCIA

Resumo. Neste trabalho sao analisadas as propriedades bésicas dos
semigrupos de N com dois ou mais geradores. Em particular, apresen-
tamos uma demonstragao do teorema de Sylvester, [8], [9]. A estrutura
dos semigrupos com trés ou mais gerados é tema atual de investigagao.

1.1 Introducgao

Acostumados com as estruturas algébricas de grupos, anéis, corpos,
etc., poderiamos indagar o que um semigrupo numérico teria de inte-
resse.

O objetivo deste trabalho serd introduzir os conceitos basicos dos
semigrupos de N e esperamos convencer ao leitor da importancia e re-
levancia desta estrutura algébrica elementar e sutil, acessivel a estudan-
tes do ensino médio e professores do ensino bésico.

Nos textos didaticos tradicionais de algebra pouco enfoque é dado a
andlise da estrutura dos semigrupos. Veja [6, pag. 06 | para um breve
comentério sobre monoéides (semigrupos) e o exemplo desta estrutura no
conjunto dos homeomorfismos das superficies compactas. Em resumo,
a soma conexa de superficies possui a estrutura de um semigrupo e a
esfera S? é o elemento neutro (zero). Veja Fig. 1.1.

Um subconjunto & de NU {0} é chamado de semigrupo se 0 € S e
z,2yeS=z+yeS.

Estamos interessados nos semigrupos intermedidrios S tais que {0} C
SCN.
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Figura 1.1: Soma conexa de superficies

Dizemos que um semigrupo S é de razao r se existe ag € S tal que
S{ag, ap+r,ap+2r,...} = {ao,ap+r,ap+2r,...}. Em outras palavras,
0 semigrupo coincide com uma progressao aritmética

P(ag,r) = {ap,a0 +r,a9 + 2r,...}

de razao r > 0 a partir de ag.

O menor dos elementos ag € S que cumprir esta propriedade serd
chamado de regularizador aritmético do semigrupo S e serd denotado

por r(S).

O maior elemento do conjunto F = N\ S, se existir, serd denotado
por F'(S).

Se a progressao aritmética tem razao 1 dizemos também que S é um
semigrupo aritmético ou numeérico.

Neste caso N\ S é um conjunto finito e 7(S) = F(S) + 1.

Diremos que F(S) é o nimero de Frobenius de um semigrupo arit-
mético.

Sejam a e b nimeros naturais e defina
S(a,b) = {ma +nb, m,n € NU{0}},

o semigrupo gerado por a e b. Sempre iremos supor ¢ e b maiores do
que 1, do contrario terfamos S(a,b) = N.
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Observacao 1. Na literatura os nimeros F(S) e F(S) + 1 sao conhe-
ctdos como numeros de Frobenius. Nao existe uma uniformidade de

conceituagao. Veja [3] e [4].

Teorema 1 (Sylvester). Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. Entdo
S(a,b) € um semigrupo aritmético e o maior elemento de F(a,b) =

N\ S(a,b) € o nimero impar
F(a,b)=ab—(a+b)=(a—1)(b—1)—1.

O Teorema 1 é atribuido a J. Sylvester (1814-1897), matematico
inglés que fez contribuicoes em teoria dos niimeros e teoria de invariantes.
Veja [8], [9]. Na secao 1.2 iremos apresentar uma demonstracao elemen-
tar deste teorema baseada em conhecimentos de Geometria Analitica e
Teoria Elementar de Equagoes Diofantinas.

O préximo resultado estabelece que um semigrupo gerado por dois
nameros a e b com maximo divisor comum igual a 2 é uma progressao
aritmética de razdo 2 a partir do nimero r(S(a,b)) = 3(a —2)(b —2).
Teorema 2. Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a,b) = 2.

Entao S(a,b) € um semigrupo de razao 2 e o seu reqularizador aritmético

€ 0 numero par
r(S(a,b)) = %ab —(a+b)—-2= %(a —2)(b—2).

Em virtude dos Teoremas 1 e 2 é natural esperar uma generalizacao
para semigrupos S(a,b) com mdc(a,b) =k, k > 3.

De fato temos a seguinte extensao natural.
Teorema 3. Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a,b) =k, k >
3. Entao S(a,b) € um semigrupo de razao k e o seu regularizador

aritmético € dado por

r(S(a,8)) = 1(a k)b~ k).
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1.2 Demonstracao do Teorema de Sylvester

Sejam a e b ntmeros inteiros positivos tais que o maximo divisor
comum, mdc(a, b) = 1, seja igual a 1, isto ¢, as progressoes aritméticas

P(a) ={0,a,2a,...,ma,...} =aN

P(b) ={0,b,2b,3b,...,nb,...} =bN
possuem elementos que diferem de uma unidade inteira.

Portanto existem inteiros positivos m, n € N tais que |ma —nb| = 1.
Assim a equacdo linear diofantina ax + by = 1 possui infinitas solucoes
inteiras. Se (zo,yo) for uma solugao particular todas as demais solugoes
inteiras sao parametrizadas por z(n) = xg + bn, y(n) = yo — an,n €
Z. Quando uma solucao (zg,yo) da equacao ax + by = 1 pertence ao
primeiro quadrante do plano zy, isto é, g > 0 e yo > 0, dizemos que a
solugdo é nao negativa. Se xgyg > 0 dizemos que a solucao é positiva.

Lema 1. Seja mdc(a,b) = 1. Entao a equacao diofantina ax + by =
ab + r possui solucdes inteiras positivas para todo r € N e somente as

solugoes nao negativas (0,a) e (b,0) para r =0

Demonstracao. Inicialmente mostramos que o lema é verdadeiro para
r = 0. A equagao ax+by = ab possui solugoes particulares (b,0) e (0, a).
As demais solugoes sao dadas por z(n) = bn, y(n) =a—an, n € Z e

nenhuma delas pertence ao primeiro quadrante.

A seguir para demonstrar o lema para r > 1 tomamos uma solu¢ao
inteira da equagao diofantina axg 4+ byg = 1 com zg < 0 e yo > O.
Consideramos a reta que liga os pontos (0,0) e (zo,y0). A intersecao

desta reta com a reta ax 4 by = ab+r é uma solucao inteira da equacao
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ax +by = ab+r. De fato este ponto de intersecao é exatamente o ponto
(x1,91) = (zolab+r), y1 = yo(ab +r)).
Assim as solugoes inteiras da equacao ax + by = ab + r sdo dadas

por:

Tp =x1 +b(n —1)

Yn =Y1 —an, n < Z7
isto é,

Ty = zo(ab+ 1) +bn

yn ==yolab+7r)—a(n—1), neZ.

YA
(0,a+7%)
S Yo (-’Enayn)
(b+£.0)
xo b Tx
ar +by =1

Figura 1.2: Solugao grafica de uma equagao diofantina linear

Como a velocidade da reta acima é va2 + b2 segue que a sequéncia de
pontos (z,,y,) deverd visitar o segmento de reta definido pelos pontos
extremais (0, %) e (%, 0) que tem comprimento maior que v/a? + b2,
portanto a equacao diofantina azx + by = ab + r sempre possui solugao

inteira positiva para todo r > 1. Veja Fig. 1.2. |
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Lema 2. Seja mdc(a,b) = 1. Entao a equagao diofantina ax + by = k
possui solugdes inteiras nao negativas para todo k > ab — (a +b) + 1 =

(a—1)(b—1) eab—a—b¢ S(a,b).

Demonstracao. Pelo lema 1 a equacao ax + by = ab possui solugoes
inteiras positivas (b,0) e (0,a) e a equacao ax + by = ab + 1 possui

solugao inteira (x1,y1) com z1 > 0 e y; > 0. Portanto
a(xz1 —1)+by1 —1)=ab—(a+b)+1=(a—1)(b—1) € S(a,b).

Analogamente se (2, y,) com x, > 0, y, > 0 é solugdo inteira positiva de
ax+by = ab+r, r > 1, temos que (x,—1, y,—1) é inteira solucao positiva
da equacdo ax+by = ab— (a+b)+r. A equagdo ax+by = ab—a—b nao
possui solugoes inteiras nao negativas. De fato seja (Z,y) uma solugao
comzZ>0egyg>0etal quear +by=ab—a—>. Logo (z+1,y+1) é

uma solugao positiva da equacao ax + by = ab pois
a(z+1)+b(y+1)=azx+by+a+b=ab—a—b+a+b=ab.

Isto é uma contradicao com o fato de que as Unicas solucoes inteiras nao

negativas de azx + by = ab serem (b,0) e (0,a). [

Lema 3. Seja mdc(a,b) =1. Dado k € N tal que ab > k > (a—1)(b—1)
a equacgdo diofantina ax + by = k possui uma unica solug¢do inteira nao

negativa.

Demonstracao. Pelo lema 2 sempre temos solucoes nas condigoes do
enunciado. Devemos portanto estabelecer a unicidade. Primeiro de-

monstraremos que a equacao diofantina ax 4+ by = ab — 1 possui uma
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Unica solucao inteira positiva. Lembramos que a equacgao ax + by = ab

possui somente as solugoes inteiras (b,0) e (0,a) nao negativas. Consi-

dere o segmento com vértices A; = (%,0) e Ay = (0, “bb_l). O seu

comprimento é (1 — ﬁ)\/a2 + 02 < Va2 +b2. As solucodes inteiras da
equacao ax + by = ab— 1 sdo da forma x,, = zo+ bn, y, = yo — an onde
(0,Y0) é uma solugao particular a qual podemos supor pertencente ao
segundo quadrante. Logo a sequéncia p, = (zn,yn) € Z X Z visita o
interior relativo do segmento com vértices A; e As uma tnica vez. Veja
Fig. 1.3. Para os demais valores de k£ a argumentacao é andloga, mas

nao podemos sempre garantir que a solugao seja positiva.

Figura 1.3: Equagao diofantina linear 7z + 3y = k

Lema 4. Seja mdc(a,b) =1. O nimeroab—a—b+1=(a—1)(b—1) é
exatamente o dobro do nimero de pares ordenados inteiros (m,n) con-

tidos no interior do tridngulo retingulo de vértices (0,0),(0,a) e (b,0).
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Demonstragao. Segue diretamente do teorema de Pick. Com efeito, o
teorema de Pick relaciona a area de uma poligonal fechada P tendo
vértices com ambas coordenadas inteiras com o ntimero de pares orde-
nados inteiros contidos no interior de P e na sua fronteira. Precisamente,
A(P) =I1+B/2—1, onde I é o nimero de pares (x;,y;) inteiros contidos
no interior de P e B é o niimero de pares ordenados inteiros contidos na

fronteira de P incluindo os vértices.

ab
2
e B=a+1+0b. Observamos que no interior relativo do segmento com

No caso do triangulo de vértices (0,0), (0,a) e (b, 0) temos A(P) =

pontos extremais (0,a) e (b,0) nao temos pares ordenados inteiros pois

mdc(a,b) = 1. Logo
ab_a+b+1+1_ab—a—b+1 _(a—=1)(b—-1)

== 2 2 2

Assim concluimos a demonstragao do Teorema 1 a partir dos lemas
anteriores. Pelo lema 2 temos que F'(a,b) = ab—a—>b é o maior elemento
de N\ S(a,b) = F(a,b). Logo o semigrupo S(a,b) é aritmético. Pelo
lema 4 temos que (a—1)(b—1) é par, portanto F'(a,b) = (a—1)(b—1)—1
é fmpar.

1.2.1 Demonstracao do Teorema 2

A seguir usaremos um argumento heuristico para calcular o candi-
dato para o numero r = r(S(a,b)).

Observamos que a mesma estratégia poderia ter sido usada na de-
monstracao do Teorema 1.
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Motivado pelo Teorema 1 suponhamos uma férmula da seguinte
forma polinomial simétrica nas variaveis (a, b):

r(S(a,b)) = z(a +b)? +yab+ z(a +b) +w, (x,y,z,w) € Q™.

Assim, fazendo 4 exemplos, obtemos o seguinte sistema linear:

r(2,4
r(4,10
r(6,8
r(4,14

=36z + 8y + 6z +w =0,
=196z + 40y + 14z + w = 8§,
=196x + 48y + 14z + w = 12,
=324z + 56y + 18z + w = 12.

~—_— — — ~—

O sistema acima possui a tnica solucao (z,y, z,w) = (0, %, -1,2).

Logo a féormula polinomial procurada, se existir, é
1 1
r(S(a,b)) = §ab —(a+b)+2= i(a —2)(b—2).
Lema 5. Sejam a e b inteiros positivos tais que mdc(a,b) = 2. Entdo
1
r(S(a, b)) = 5(a=2)(b-2).
Demonstragdo. Sejam ap e by tais que mdc(ai, b)) =1 e a = 2a;, b=

2b;. Temos que S(a,b) C S(a1,b1) e r(S(a,b)) = 2r(S(ai, b1)).

De fato, pela estrutura do semigrupo S(ap,b;) sabemos pelo Teo-
rema 1 que r(S(a,b1)) é um nimero par e 7(S(a,b)) < 2r(S(ai, b1)).
Também temos que 2F(a1,b1) ¢ S(a,b), onde F(ay,b;) é o nimero de
Frobenius do semigrupo S(a1,b1). Logo 2F(ai,b1) +1 ¢ S(a,b), por-
tanto r7(S(a, b)) = 2r(S(a1,by1)). [ |
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Finalizamos a demonstragao do Teorema 2 observando que de acordo
com o Lema 5 o ntmero

r(S(a,b)) = %(a _9)(b—2) = %(26“ —9)(2b1 — 2) = 2(a1 — 1)(bs — 1)

é par.

1.2.2 Demonstragao do Teorema 3

Sejam aj e by tais que mdc(ai,b1) =1 e a = kay, b= kb;.

Temos que
S(a,b) C S(a1,b1) e 1r(S(a,b)) =kr(S(ai,br)).

De fato, pela estrutura do semigrupo S(aq,b1) sabemos pelo Teorema 1
que 7(S(a1,b1)) é um nimero par e 7(S(a,b)) < kr(S(ay,b1)). Também
temos que kF(a1,b1) ¢ S(a,b). Logo kF(a1,b1) +r ¢ S(a,b) para todo
1<r<kekF(ai,b1)+k=Fk(F(a1,b1)+ 1) € S(a,b). Portanto

P(S(a,b)) = kr(S(ar,b1)) = ~(a — k)(b— k).

k
1.3 Estrutura dos semigrupos gerados por 2 elementos

Nesta segao iremos descrever a estrutura do semigrupo S(a, b) quan-
do mdc(a,b) =1

Dado um semigrupo aritmético S, dizemos que um inteiro m €
{0,...,7(S)—1} édo tipo (+) sem € Seédotipo (—) sem € F = N\S.

Por exemplo, se S = S(a,b) todos os elementos das progressoes
aritméticas P(a) e P(b) contidos no conjunto {0,...,r(S(a,b)) — 1} sdo
do tipo (+) e F'(a,b) é do tipo (—).

Dois inteiros positivos m e n sao chamados conjugados se

m+n=r(S) -1

Portanto, se m e n = m sado conjugados e m é do tipo (+) entao
n =m é do tipo (—), caso contrério terfamos m+m =r(S) —1€ S.
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Assim podemos concluir as seguintes inequacoes sobre cardinalidade:

r(S)
2

e #{z:x édotipo(—)} > T(S).

#{z:x édotipo (+)} < 5

Lema 6. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Na regiao trian-
gular R = {(z,y) : 2 > 0, y > 0,ax + by < F(a,b)} temos exatamente

(a —1)(b—1)/2 pontos com ambas coordenadas inteiras.

Demonstragdo. Observamos que (—1,a — 1) e (b — 1,—1) sao solugoes

inteiras da equagao diofantina ax 4+ by = ab—a — b = F(a,b).

Os pontos com coordenadas inteiras no interior do triangulo retan-
gulo com vértices (—1,a — 1), (b —1,—1) e (—1,—1) possuem sempre
coordenadas nao negativas. Logo, pelo teorema de Pick, a quantidade I

destes pontos é dado pela equagao

ab a+b+1
— =14+ ——1.
2 + 2
-1 -1
Logo temos I = ((1)2(1)). |

Proposicao 1. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Entao, x é
do tipo (+) se, e somente se, o seu conjugado T € do tipo (—). Portanto

temos,

t{e:ax édo tipo(+)} = #{z:ax € do tipo(—)} = %T(S(a, b)).

Demonstracao. Para demonstrar a proposicao observamos que de acordo

com o lema 6 na regiao triangular

R={(z,y): >0, y>0,ax+by < F(a,b)}
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temos exatamente (a —1)(b—1)/2 pontos com ambas coordenadas intei-

ras. Os pontos de (m,n) € RN(NU{0} xNU{0}) dao origem aos nimeros

am + bn € S(a,b) que pertencem ao conjunto {0,a,b,..., F(a,b)}.
Portanto, no caso de dois geradores a e b com mdc(a,b) = 1 nao

existe inteiro z tal que x e Z sejam ambos do tipo (—). Isto demonstra

a proposicao. |

Corolério 1. Sejam a e b inteiros tais que a < b e mdc(a,b) = 1. Os

nimeros F(a,b) —k, 1 <k <a—1 sdo do tipo (+).

Demonstragao. Os nimeros do conjunto {1,2,...,a — 1} sao do tipo
(—). Logo pela proposigao 1 os nimeros F(a,b) — k, 1 <k <a—1, séo

do tipo (+). [ |

1.4 Reciproca do Teorema de Sylvester

Formularemos a seguinte reciproca do Teorema de Sylvester.

Dado um numero par r determinar todos os pares
de inteiros positivos (a,b) tais que mdc(a,b) =1 e
F(a,b)+1=ab—(a+b)+1 =r, isto é, determinar
todos os semigrupos com dois geradores tendo o
nimero r — 1 como seu niimero de Frobenius.

Construimos a seguinte tabela para dar uma ideia do problema.
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r=F(a,b)+1 (a,b) : mdc(a,b) =1

2 (2,3)

4 (2,5)

6 (2,7), (3,4)

8 (2,9), (3,5)

10 (2,11)

12 (2,13), (3,7), (4,5)

14 (2,15), (3,8),

16 (2,17)

18 (2,19), (3,10), (4,7)

20 (2,21), (3,11), (5,6)

22 (2,23)

24 (2,25), (3,13), (4,9), (5,7)
30 (2,32), (3,16), (4,11), (6,7)
50 (2,51), (3,26), (6,11)

Tabela 1.1: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético

dado, formando progressao aritmética de razao 1.

Dado um ndmero par r determinar todos os pares (a,b) tais que
0 < a < b, mde(a,b) =2er(a,b) =(a—2)(b—2)/2 =r, isto é, construir
todos semigrupos que terminam numa progressao aritmética de razao 2.

Lema 7. Considere um numero primo p > 2.

i) Dado r = 2p, entao sempre existe o semigrupo gerado por (2,2p + 1)

com numero de Frobenius 2p — 1.

ii) Se r = 2p e 3 divide p+ 1 entdo o unico semigrupo com numero de

Frobenius 2p — 1 € gerado por (2,2p + 1).

Demonstragao. Segue diretamente das propriedades de fatoracao de nu-

meros inteiros. [ |
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r=(a—2)(b-2)/2 (a,b) : mdc(a, b) =2
0 (2,4)

2 z

4 (4,6)

6 z

10 z

12 (4,14), (6,8)

14 z

16 (6,10)

18 z

20 (4,22)

22 z

24 (4,26), (6,14), (8,10)
50 z

100 (4,102)

Tabela 1.2: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético

dado, formando uma progressao aritmética de razao 2.

Dado a equacao diofantina linear
ax + by = m, mdc(a,b) =1 (1.1)
definimos d(m; a, b) como sendo o nimero de solugoes inteiras nao nega-
tivas (z,y) da equagao (1.1).
Exemplo 4. Consideramos as equagoes diofantinas 3r+5y = m e bx+
2y+3z =m. Temos que d(7;3,5) =0, d(120;3,5) =9, d(150;3,5) = 11.
d(50;2,3,5) = 51, d(60;2,3,5) = 71.

Proposicao 2. Seja p(z) = m Entao d(m;a,b) = %go(m) (0).

Em particular F(a,b) € o maior inteiro m tal que o™ (0) = 0.

Também d(m;a,b) = &, quando m — co.

Demonstragao. Para |z| < 1 a progressao geométrica 2% tem soma igual
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Logo,
o o (o.9] o
QD(Z) — (Z zak)‘(z Zbﬂ) _ Z Zak+b£ _ Z szm’
k=0 =0 k,0=0 m=0

onde ¢, é o niumero de solucbes nao negativas da equacao ak + bl = m.
Na série convergente ¢(z) =Y -, 2™ temos que ¢, = %cp(m) (0).
Para o cdlculo da estimativa assintotica observamos que a funcao
racional ¢ tem seus polos localizados na raizes da unidade de 2% e 2°. O
polo de maior ordem é o de ordem dois localizado em z = 1. Portanto

p(2) = ﬁ + O(l%z)-

Temos que

1 d oo o
e (57) S

n=0
i L1 (1-2)? _
Também _ = £1ir11 A= 2012 ab.
Portanto d(m;a,b) ~ ™t ~ ™ [ |

Observagao 2. FEsta técnica de fungoes geradoras para estimar niumero
de solucoes de equacgoes diofantinas remonta a Fuler e € uma ferra-
menta matemdtica poderosa e util. Veja [4, cap. 4] para o tratamento
do problema em n varidveis a1x1 + -+ - anxTy, = M e o cdlculo estimado
de d(m;ay,az,...a,). No caso especifico da proposi¢io 2 o cdlculo de

%cp(m)(O) para valores grandes de m € em geral dificil.

1.5 Semigrupos com 3 geradores

Considere o semigrupo S = S(a, b, ¢) = {p = ma+nb+rc,(m,n,r) €
N3} tal que mdc(a,b,c) = 1 e seja F(a,b,c) o nimero de Frobenius de
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S, isto é, F(a,b,c) é o maior inteiro que nao pertence a S. O regulador
aritmético de S é o nimero natural 7(S) = F(a,b,c) + 1. Esta segao é
baseada em [3].

Proposicao 3. O ndmero de Frobenius F(a,b,c) é finito.

Demonstragao. Exercicio longo. Veja [7]. [ |

Proposigao 4. Seja mdc(a,b,c —1) = d > 1. Entao d divide r(S) =
F(a,b,c) + 1.

Demonstragdao. Por defini¢gao temos que F(a,b,c) +c € S, ¢ > 1. Logo
F(a,b,c) + ¢ = ka+¢b+ mec com k >0, £ > 0 e m > 0, portanto
F(a,b,c) = ka+¢b+ (m —1)c. Se m > 1 temos que F(a,b,c) €S o que
¢ uma contradigao. Logom =0er(S) = F(a,b,c)+1 = ka+b—(c—1).
Portanto d|(F(a,b,c) + 1). [ ]

Corolario 2. Suponha a e b pares e mdc(a, b, c) = 1. Entao F(a,b,c)+1

€ par.

Um nimero n € {0,1,..., F(a,b,c)} é chamado do tipo (+) sen € S
e do tipo (—) se nao pertence a S. O conjugado de n é o niimero 7 tal
que n+7n = F(a,b,c).

Claramente, se n é do tipo (+) entdo 7 é do tipo (—), portanto

1+ F(a,b
#{n :n é do tipo (+)} < W

#{n :n é do tipo(—)} > 1+F(2a,b,c)

Um ndmero n é chamado do tipo (—, —) se n e n forem ambos do
tipo (—).
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Lema 8. Temos as sequintes relagdes entre a quantidade de elementos.

F(CL, b7 C) +1- Ij{(_7 _)}

{0} = a
e

ﬁ{(_)} _ F(CL, b, C) + 12+ Ij{(_7 _)}
Em particular se F(a,b,c) for par temos que ${(—,—) > 0 e ${(+) <
F(a,b,c)
—=

Demonstragao. Observamos que o nimero total de pares (n,7) no con-

junto {0,1,2, ..., F(a,b,¢)} é igual a F(a,b,c) + 1. Portanto,
F(a,b,¢c) +1=H{(+ )} + H{(= D} +H(= )}
HE ="+ =H=Hr e Hi-=HE ) +H=-))
Consequentemente,
P+ H()}=Flabo)+1, HE)}—HHH)}=H(= )}

Logo temos,

ﬂ{(+)} _ F(av bv C) + 12_ lj{(_’ _)}

(CL, b7 C) +1+ ﬁ{(_v _)}

Hn =1 >
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Exemplo 5. No semigrupo S(21,31,45) temos que F(21,31,45) = 227

e 24 elementos sao do tipo (—,—). Explicitamente o semigrupo é:

S(21,31,45) = { 0, 21, 31, 42, 45, 52, 62, 63, 66, 73, 76, 83, 84, 87, 90,
94, 97, 104, 105, 107, 108, 111, 114, 115, 118, 121, 124, 125, 126, 128,
129, 132, 135, 136, 138, 139, 142, 145, 146, 147, 149, 150, 152, 153, 155,
156, 157, 159, 160, 163, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 173, 174, 176, 177,
178, 180, 181, 183, 184, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 194, 195, 197,
198,199, 200, 201,202,204,205, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214,
215, 216, 217, 218, 219, 220, 221, 222, 223, 225, 226, 228, ...}, onde

depois do 228 todos os naturais pertencem ao semigrupo.

O conjunto dos elementos do tipo (—,—) é { 3, 24, 34, 48, 55, 65,
69, 79, 86, 96, 100, 110, 117, 127, 131, 141, 148, 158, 162, 172, 179,
193, 203, 224 }, cuja cardinalidade é 24.

Usaremos também a representacao {(—,—)} = {(3,224), (24,203),
(34,193), (48,179), (55,172), (65,162), (69,158), (79,148), (86,141),
(96,131), (100,127), (110,117)} para indicar os 12 pares (a,b) de ele-

mentos do tipo (—,—) tais que a + b = 227.

O conjunto dos elementos (—, —) tem a seguinte representacao geo-
métrica.
4 48 79 110 141 172 203
drnd 7| | | 7
3 34 65 96 127 158

| | | |
21 i 69 L% 100 L% 131 J(H 162 iﬁ 193 iﬁ 224
vl 7 7 7 A A
24 55 86 117 148 179

Neste paralelepipedo temos trés diregoes, cada um deles revela uma P.A.
(progressao aritmética) e a razao de cada uma delas é um dos geradores
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do semigrupo (— é a P.A. de razao 31; | é a P.A. de razao 21; /' é a
P.A. de razao 45).

Teorema 6 (Arnold, [3]). Seja z € {0,1,...,F(a,b,c)} e suponha que
p<xz<rondep er sao do tipo (—,—).

Ser—ze{(+)} ex—pe{(+)} entdo x € do tipo (—,—).

Demonstragao. Sendo r = x + (r — z), se x for do tipo (4), como por
hipétese r — x € {(+)}, entao r também seria do tipo (+), o que nao é

verdade pois estamos supondo r € {(—, —)}, portando = € {(—)}.

Por outro lado, como x+7Z = F(a,b,c) e p+p = F(a,b,c) temos que
4T = p+p e assim obtemos que p =T+ (x —p). Como x —p € {(+)}

e p € {(—)}, temos obrigatoriamente que T é do tipo (—).

Assim, x e T sdo ambos do tipo (—), ou seja, z é do tipo (—,—). N

Conjectura 7 (Arnold, [3]). Seja M = max{(—,—)} em = min{(—,—)}
para um semigrupo S(a,b, c), mde(a,b,¢) = 1. Entdo M —m € {(+)} C
S(a,b,c).

O seguinte semigrupo com 4 geradores mostra que a conjectura acima
é especifica para 3 geradores.

Exemplo 8. Considere o semigrupo S gerado por 4,6,13,15.

Temos que {(—)} ={1,2,3,5,7,9,11} e
S(4,6,13,15) = {0,4,6,8,10, 12, 13,14, 15,16,17,18,...}.

O seu nimero de Frobenius é 11 e {(—,—)} = {2,9}.
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Aqui a diferenca do maior elemento (—,—), M = 9 e do menor
elemento (—,—), m = 2 que €7 e ndo pertence a S(4,6,13,25), ou seja,
nao é do tipo {(+)}.

Conforme mostrado nos exemplos, os semigrupos com 3 geradores,

nem sempre tem a propriedade: “n € N entao n € S ou F(a,b,c) —n €

S'”

Os semigrupos que possuem a propriedade acima sao chamados se-
MIgrupos Simeétricos.

1.6 Conclusao

O estudo de semigrupos tem varias aplicacoes em problemas de ge-
ometria algébrica, em particular na geometria e topologia das curvas
planas singulares. Veja [2].

A estrutura dos semigrupos gerados por 3 ou mais inteiros é tema
atual de pesquisa. Veja [3] e [4]. Para apresentacoes do Teorema de Pick
veja [5] e [10].
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