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Semigrupos Numéricos e o Teorema de

Sylvester

Ronaldo Garcia

Resumo. Neste trabalho são analisadas as propriedades básicas dos
semigrupos de N com dois ou mais geradores. Em particular, apresen-
tamos uma demonstração do teorema de Sylvester, [8], [9]. A estrutura
dos semigrupos com três ou mais gerados é tema atual de investigação.

1.1 Introdução

Acostumados com as estruturas algébricas de grupos, anéis, corpos,
etc., podeŕıamos indagar o que um semigrupo numérico teria de inte-
resse.

O objetivo deste trabalho será introduzir os conceitos básicos dos
semigrupos de N e esperamos convencer ao leitor da importância e re-
levância desta estrutura algébrica elementar e sutil, acesśıvel a estudan-
tes do ensino médio e professores do ensino básico.

Nos textos didáticos tradicionais de álgebra pouco enfoque é dado a
análise da estrutura dos semigrupos. Veja [6, pág. 06 ] para um breve
comentário sobre monóides (semigrupos) e o exemplo desta estrutura no
conjunto dos homeomorfismos das superf́ıcies compactas. Em resumo,
a soma conexa de superf́ıcies possui a estrutura de um semigrupo e a
esfera S2 é o elemento neutro (zero). Veja Fig. 1.1.

Um subconjunto S de N ∪ {0} é chamado de semigrupo se 0 ∈ S e
x, y ∈ S ⇒ x+ y ∈ S.

Estamos interessados nos semigrupos intermediários S tais que {0} ⊆
S ⊆ N.
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Figura 1.1: Soma conexa de superf́ıcies

Dizemos que um semigrupo S é de razão r se existe a0 ∈ S tal que
S∩{a0, a0+r, a0+2r, . . .} = {a0, a0+r, a0+2r, . . .}. Em outras palavras,
o semigrupo coincide com uma progressão aritmética

P (a0, r) = {a0, a0 + r, a0 + 2r, . . .}

de razão r > 0 a partir de a0.

O menor dos elementos a0 ∈ S que cumprir esta propriedade será
chamado de regularizador aritmético do semigrupo S e será denotado
por r(S).

O maior elemento do conjunto F = N \ S, se existir, será denotado
por F (S).

Se a progressão aritmética tem razão 1 dizemos também que S é um
semigrupo aritmético ou numérico.

Neste caso N \ S é um conjunto finito e r(S) = F (S) + 1.

Diremos que F (S) é o número de Frobenius de um semigrupo arit-
mético.

Sejam a e b números naturais e defina

S(a, b) = {ma+ nb, m, n ∈ N ∪ {0}},

o semigrupo gerado por a e b. Sempre iremos supor a e b maiores do
que 1, do contrário teŕıamos S(a, b) = N.
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Observação 1. Na literatura os números F (S) e F (S) + 1 são conhe-

cidos como números de Frobenius. Não existe uma uniformidade de

conceituação. Veja [3] e [4].

Teorema 1 (Sylvester). Sejam a, b ∈ N tais que mdc(a, b) = 1. Então

S(a, b) é um semigrupo aritmético e o maior elemento de F(a, b) =

N \ S(a, b) é o número ı́mpar

F (a, b) = ab− (a+ b) = (a− 1)(b− 1)− 1.

O Teorema 1 é atribúıdo a J. Sylvester (1814-1897), matemático
inglês que fez contribuições em teoria dos números e teoria de invariantes.
Veja [8], [9]. Na seção 1.2 iremos apresentar uma demonstração elemen-
tar deste teorema baseada em conhecimentos de Geometria Anaĺıtica e
Teoria Elementar de Equações Diofantinas.

O próximo resultado estabelece que um semigrupo gerado por dois
números a e b com máximo divisor comum igual a 2 é uma progressão
aritmética de razão 2 a partir do número r(S(a, b)) = 1

2(a− 2)(b− 2).

Teorema 2. Sejam a e b números naturais tais que mdc(a, b) = 2.

Então S(a, b) é um semigrupo de razão 2 e o seu regularizador aritmético

é o número par

r(S(a, b)) = 1

2
ab− (a+ b)− 2 =

1

2
(a− 2)(b− 2).

Em virtude dos Teoremas 1 e 2 é natural esperar uma generalização
para semigrupos S(a, b) com mdc(a, b) = k, k ≥ 3.

De fato temos a seguinte extensão natural.

Teorema 3. Sejam a e b números naturais tais que mdc(a, b) = k, k ≥
3. Então S(a, b) é um semigrupo de razão k e o seu regularizador

aritmético é dado por

r(S(a, b)) = 1

k
(a− k)(b− k).
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1.2 Demonstração do Teorema de Sylvester

Sejam a e b números inteiros positivos tais que o máximo divisor
comum, mdc(a, b) = 1, seja igual a 1, isto é, as progressões aritméticas

P (a) = {0, a, 2a, . . . ,ma, . . .} = aN

e
P (b) = {0, b, 2b, 3b, . . . , nb, . . .} = bN

possuem elementos que diferem de uma unidade inteira.

Portanto existem inteiros positivos m, n ∈ N tais que |ma−nb| = 1.
Assim a equação linear diofantina ax + by = 1 possui infinitas soluções
inteiras. Se (x0, y0) for uma solução particular todas as demais soluções
inteiras são parametrizadas por x(n) = x0 + bn, y(n) = y0 − an, n ∈
Z. Quando uma solução (x0, y0) da equação ax + by = 1 pertence ao
primeiro quadrante do plano xy, isto é, x0 ≥ 0 e y0 ≥ 0, dizemos que a
solução é não negativa. Se x0y0 > 0 dizemos que a solução é positiva.

Lema 1. Seja mdc(a, b) = 1. Então a equação diofantina ax + by =

ab + r possui soluções inteiras positivas para todo r ∈ N e somente as

soluções não negativas (0, a) e (b, 0) para r = 0

Demonstração. Inicialmente mostramos que o lema é verdadeiro para

r = 0. A equação ax+by = ab possui soluções particulares (b, 0) e (0, a).

As demais soluções são dadas por x(n) = bn, y(n) = a − an, n ∈ Z e

nenhuma delas pertence ao primeiro quadrante.

A seguir para demonstrar o lema para r ≥ 1 tomamos uma solução

inteira da equação diofantina ax0 + by0 = 1 com x0 < 0 e y0 > 0.

Consideramos a reta que liga os pontos (0, 0) e (x0, y0). A interseção

desta reta com a reta ax+ by = ab+ r é uma solução inteira da equação
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ax+ by = ab+ r. De fato este ponto de interseção é exatamente o ponto

(x1, y1) = (x0(ab+ r), y1 = y0(ab+ r)).

Assim as soluções inteiras da equação ax + by = ab + r são dadas

por:

xn =x1 + b(n− 1)

yn =y1 − an, n ∈ Z,

isto é,

xn = x0(ab+ r) + bn

yn = = y0(ab+ r)− a(n− 1), n ∈ Z.
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Figura 1.2: Solução gráfica de uma equação diofantina linear

Como a velocidade da reta acima é
√
a2 + b2 segue que a sequência de

pontos (xn, yn) deverá visitar o segmento de reta definido pelos pontos

extremais (0, ab+r
b ) e (ab+r

a , 0) que tem comprimento maior que
√
a2 + b2,

portanto a equação diofantina ax + by = ab + r sempre possui solução

inteira positiva para todo r ≥ 1. Veja Fig. 1.2. �
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Lema 2. Seja mdc(a, b) = 1. Então a equação diofantina ax + by = k

possui soluções inteiras não negativas para todo k ≥ ab− (a + b) + 1 =

(a− 1)(b− 1) e ab− a− b /∈ S(a, b).

Demonstração. Pelo lema 1 a equação ax + by = ab possui soluções

inteiras positivas (b, 0) e (0, a) e a equação ax + by = ab + 1 possui

solução inteira (x1, y1) com x1 > 0 e y1 > 0. Portanto

a(x1 − 1) + b(y1 − 1) = ab− (a+ b) + 1 = (a− 1)(b− 1) ∈ S(a, b).

Analogamente se (xr, yr) com xr > 0, yr > 0 é solução inteira positiva de

ax+by = ab+r, r > 1, temos que (xr−1, yr−1) é inteira solução positiva

da equação ax+by = ab−(a+b)+r. A equação ax+by = ab−a−b não

possui soluções inteiras não negativas. De fato seja (x̄, ȳ) uma solução

com x̄ ≥ 0 e ȳ ≥ 0 e tal que ax̄+ bȳ = ab− a− b. Logo (x̄+ 1, ȳ + 1) é

uma solução positiva da equação ax+ by = ab pois

a(x̄+ 1) + b(ȳ + 1) = ax̄+ bȳ + a+ b = ab− a− b+ a+ b = ab.

Isto é uma contradição com o fato de que as únicas soluções inteiras não

negativas de ax+ by = ab serem (b, 0) e (0, a). �

Lema 3. Seja mdc(a, b) = 1. Dado k ∈ N tal que ab > k ≥ (a−1)(b−1)

a equação diofantina ax+ by = k possui uma única solução inteira não

negativa.

Demonstração. Pelo lema 2 sempre temos soluções nas condições do

enunciado. Devemos portanto estabelecer a unicidade. Primeiro de-

monstraremos que a equação diofantina ax + by = ab − 1 possui uma
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única solução inteira positiva. Lembramos que a equação ax + by = ab

possui somente as soluções inteiras (b, 0) e (0, a) não negativas. Consi-

dere o segmento com vértices A1 = (ab−1
a , 0) e A2 = (0, ab−1

b ). O seu

comprimento é (1 − 1
ab)

√
a2 + b2 <

√
a2 + b2. As soluções inteiras da

equação ax+ by = ab− 1 são da forma xn = x0+ bn, yn = y0− an onde

(x0, y0) é uma solução particular a qual podemos supor pertencente ao

segundo quadrante. Logo a sequência pn = (xn, yn) ∈ Z × Z visita o

interior relativo do segmento com vértices A1 e A2 uma única vez. Veja

Fig. 1.3. Para os demais valores de k a argumentação é análoga, mas

não podemos sempre garantir que a solução seja positiva.
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Figura 1.3: Equação diofantina linear 7x+ 3y = k

�

Lema 4. Seja mdc(a, b) = 1. O número ab−a− b+1 = (a−1)(b−1) é

exatamente o dobro do número de pares ordenados inteiros (m,n) con-

tidos no interior do triângulo retângulo de vértices (0, 0), (0, a) e (b, 0).



Revista da Olimṕıada de Matemática do Estado de Goiás 54

Demonstração. Segue diretamente do teorema de Pick. Com efeito, o

teorema de Pick relaciona a área de uma poligonal fechada P tendo

vértices com ambas coordenadas inteiras com o número de pares orde-

nados inteiros contidos no interior de P e na sua fronteira. Precisamente,

A(P) = I+B/2−1, onde I é o número de pares (xi, yi) inteiros contidos

no interior de P e B é o número de pares ordenados inteiros contidos na

fronteira de P incluindo os vértices.

No caso do triângulo de vértices (0, 0), (0, a) e (b, 0) temos A(P) =
ab

2
e B = a+ 1 + b. Observamos que no interior relativo do segmento com

pontos extremais (0, a) e (b, 0) não temos pares ordenados inteiros pois

mdc(a, b) = 1. Logo

I =
ab

2
− a+ b+ 1

2
+ 1 =

ab− a− b+ 1

2
=

(a− 1)(b− 1)

2
.

�

Assim conclúımos a demonstração do Teorema 1 a partir dos lemas
anteriores. Pelo lema 2 temos que F (a, b) = ab−a−b é o maior elemento
de N \ S(a, b) = F(a, b). Logo o semigrupo S(a, b) é aritmético. Pelo
lema 4 temos que (a−1)(b−1) é par, portanto F (a, b) = (a−1)(b−1)−1
é ı́mpar.

1.2.1 Demonstração do Teorema 2

A seguir usaremos um argumento heuŕıstico para calcular o candi-
dato para o número r = r(S(a, b)).

Observamos que a mesma estratégia poderia ter sido usada na de-
monstração do Teorema 1.
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Motivado pelo Teorema 1 suponhamos uma fórmula da seguinte
forma polinomial simétrica nas variáveis (a, b):

r(S(a, b)) = x(a+ b)2 + yab+ z(a+ b) + w, (x, y, z, w) ∈ Q4.

Assim, fazendo 4 exemplos, obtemos o seguinte sistema linear:

r(2, 4) =36x+ 8y + 6z + w = 0,

r(4, 10) =196x+ 40y + 14z + w = 8,

r(6, 8) =196x+ 48y + 14z + w = 12,

r(4, 14) =324x+ 56y + 18z + w = 12.

O sistema acima possui a única solução (x, y, z, w) = (0, 12 ,−1, 2).

Logo a fórmula polinomial procurada, se existir, é

r(S(a, b)) = 1

2
ab− (a+ b) + 2 =

1

2
(a− 2)(b− 2).

Lema 5. Sejam a e b inteiros positivos tais que mdc(a, b) = 2. Então

r(S(a, b)) = 1

2
(a− 2)(b− 2).

Demonstração. Sejam a1 e b1 tais que mdc(a1, b1) = 1 e a = 2a1, b =

2b1. Temos que S(a, b) ⊂ S(a1, b1) e r(S(a, b)) = 2r(S(a1, b1)).

De fato, pela estrutura do semigrupo S(a1, b1) sabemos pelo Teo-

rema 1 que r(S(a1, b1)) é um número par e r(S(a, b)) ≤ 2r(S(a1, b1)).
Também temos que 2F (a1, b1) /∈ S(a, b), onde F (a1, b1) é o número de

Frobenius do semigrupo S(a1, b1). Logo 2F (a1, b1) + 1 /∈ S(a, b), por-
tanto r(S(a, b)) = 2r(S(a1, b1)). �
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Finalizamos a demonstração do Teorema 2 observando que de acordo
com o Lema 5 o número

r(S(a, b)) = 1

2
(a− 2)(b− 2) =

1

2
(2a1 − 2)(2b1 − 2) = 2(a1 − 1)(b1 − 1)

é par.

1.2.2 Demonstração do Teorema 3

Sejam a1 e b1 tais que mdc(a1, b1) = 1 e a = ka1, b = kb1.

Temos que

S(a, b) ⊂ S(a1, b1) e r(S(a, b)) = kr(S(a1, b1)).

De fato, pela estrutura do semigrupo S(a1, b1) sabemos pelo Teorema 1
que r(S(a1, b1)) é um número par e r(S(a, b)) ≤ kr(S(a1, b1)). Também
temos que kF (a1, b1) /∈ S(a, b). Logo kF (a1, b1) + r /∈ S(a, b) para todo
1 ≤ r < k e kF (a1, b1) + k = k(F (a1, b1) + 1) ∈ S(a, b). Portanto

r(S(a, b)) = kr(S(a1, b1)) =
1

k
(a− k)(b− k).

1.3 Estrutura dos semigrupos gerados por 2 elementos

Nesta seção iremos descrever a estrutura do semigrupo S(a, b) quan-
do mdc(a, b) = 1

Dado um semigrupo aritmético S, dizemos que um inteiro m ∈
{0, . . . , r(S)−1} é do tipo (+) sem ∈ S e é do tipo (−) sem ∈ F = N\S.

Por exemplo, se S = S(a, b) todos os elementos das progressões
aritméticas P (a) e P (b) contidos no conjunto {0, . . . , r(S(a, b))− 1} são
do tipo (+) e F (a, b) é do tipo (−).

Dois inteiros positivos m e n são chamados conjugados se

m+ n = r(S)− 1.

Portanto, se m e n = m̄ são conjugados e m é do tipo (+) então
n = m̄ é do tipo (−), caso contrário teŕıamos m+ m̄ = r(S)− 1 ∈ S.
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Assim podemos concluir as seguintes inequações sobre cardinalidade:

♯{x : x é do tipo (+)} ≤ r(S)
2

e ♯{x : x é do tipo (−)} ≥ r(S)
2

.

Lema 6. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a, b) = 1. Na região trian-

gular R = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, ax + by ≤ F (a, b)} temos exatamente

(a− 1)(b− 1)/2 pontos com ambas coordenadas inteiras.

Demonstração. Observamos que (−1, a − 1) e (b − 1,−1) são soluções

inteiras da equação diofantina ax+ by = ab− a− b = F (a, b).

Os pontos com coordenadas inteiras no interior do triângulo retân-

gulo com vértices (−1, a − 1), (b − 1,−1) e (−1,−1) possuem sempre

coordenadas não negativas. Logo, pelo teorema de Pick, a quantidade I

destes pontos é dado pela equação

ab

2
= I +

a+ b+ 1

2
− 1.

Logo temos I =
(a− 1)(b− 1)

2
. �

Proposição 1. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a, b) = 1. Então, x é

do tipo (+) se, e somente se, o seu conjugado x̄ é do tipo (−). Portanto

temos,

♯{x : x é do tipo (+)} = ♯{x : x é do tipo (−)} =
1

2
r(S(a, b)).

Demonstração. Para demonstrar a proposição observamos que de acordo

com o lema 6 na região triangular

R = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, ax+ by ≤ F (a, b)}
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temos exatamente (a−1)(b−1)/2 pontos com ambas coordenadas intei-

ras. Os pontos de (m,n) ∈ R∩(N∪{0}×N∪{0}) dão origem aos números

am+ bn ∈ S(a, b) que pertencem ao conjunto {0, a, b, . . . , F (a, b)}.

Portanto, no caso de dois geradores a e b com mdc(a, b) = 1 não

existe inteiro x tal que x e x̄ sejam ambos do tipo (−). Isto demonstra

a proposição. �

Corolário 1. Sejam a e b inteiros tais que a < b e mdc(a, b) = 1. Os

números F (a, b)− k, 1 ≤ k ≤ a− 1 são do tipo (+).

Demonstração. Os números do conjunto {1, 2, . . . , a − 1} são do tipo

(−). Logo pela proposição 1 os números F (a, b)− k, 1 ≤ k ≤ a− 1, são

do tipo (+). �

1.4 Rećıproca do Teorema de Sylvester

Formularemos a seguinte rećıproca do Teorema de Sylvester.

Dado um número par r determinar todos os pares
de inteiros positivos (a, b) tais que mdc(a, b) = 1 e
F (a, b)+1 = ab−(a+b)+1 = r, isto é, determinar
todos os semigrupos com dois geradores tendo o
número r − 1 como seu número de Frobenius.

Constrúımos a seguinte tabela para dar uma ideia do problema.
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r = F (a, b) + 1 (a, b) : mdc(a, b) = 1

2 (2,3)

4 (2,5)

6 (2,7), (3,4)

8 (2,9), (3,5)

10 (2,11)

12 (2,13), (3,7), (4,5)

14 (2,15), (3,8),

16 (2,17)

18 (2,19), (3,10), (4,7)

20 (2,21), (3,11), (5,6)

22 (2,23)

24 (2,25), (3,13), (4,9), (5,7)

. . . . . .

30 (2,32), (3,16), (4,11), (6,7)

. . . . . .

50 (2,51), (3,26), (6,11)

Tabela 1.1: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético

dado, formando progressão aritmética de razão 1.

Dado um número par r determinar todos os pares (a, b) tais que
0 < a < b, mdc(a, b) = 2 e r(a, b) = (a−2)(b−2)/2 = r, isto é, construir
todos semigrupos que terminam numa progressão aritmética de razão 2.

Lema 7. Considere um número primo p > 2.

i) Dado r = 2p, então sempre existe o semigrupo gerado por (2, 2p+ 1)

com número de Frobenius 2p− 1.

ii) Se r = 2p e 3 divide p + 1 então o único semigrupo com número de

Frobenius 2p− 1 é gerado por (2, 2p+ 1).

Demonstração. Segue diretamente das propriedades de fatoração de nú-

meros inteiros. �
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r = (a − 2)(b − 2)/2 (a, b) : mdc(a, b) = 2

0 (2,4)

2 ∅

4 (4,6)

6 ∅

10 ∅

12 (4,14), (6,8)

14 ∅

16 (6,10)

18 ∅

20 (4,22)

22 ∅

24 (4,26), (6,14), (8,10)

. . . . . .

50 ∅

. . . . . .

100 (4,102)

Tabela 1.2: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético

dado, formando uma progressão aritmética de razão 2.

Dado a equação diofantina linear

ax+ by = m, mdc(a, b) = 1 (1.1)

definimos d(m; a, b) como sendo o número de soluções inteiras não nega-
tivas (x, y) da equação (1.1).

Exemplo 4. Consideramos as equações diofantinas 3x+5y = m e 5x+

2y+3z = m. Temos que d(7; 3, 5) = 0, d(120; 3, 5) = 9, d(150; 3, 5) = 11.

d(50; 2, 3, 5) = 51, d(60; 2, 3, 5) = 71.

Proposição 2. Seja ϕ(z) = 1
(1−za)(1−zb)

. Então d(m; a, b) = 1
m!ϕ

(m)(0).

Em particular F (a, b) é o maior inteiro m tal que ϕ(m)(0) = 0.

Também d(m; a, b) ≈ m
ab , quando m → ∞.

Demonstração. Para |z| < 1 a progressão geométrica zk tem soma igual

∞
X

k=0

zk =
1

1− z
.
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Logo,

ϕ(z) = (
∞
X

k=0

zak).(
∞
X

ℓ=0

zbℓ) =
∞
X

k,ℓ=0

zak+bℓ =
∞
X

m=0

cmzm,

onde cm é o número de soluções não negativas da equação ak+ bℓ = m.

Na série convergente ϕ(z) =
P∞

m=0 z
m temos que cm = 1

m!ϕ
(m)(0).

Para o cálculo da estimativa assintótica observamos que a função

racional ϕ tem seus polos localizados na ráızes da unidade de za e zb. O

polo de maior ordem é o de ordem dois localizado em z = 1. Portanto

ϕ(z) = c
(1−z)2

+O( 1
1−z ).

Temos que

1

(1− z)2
=

d

dz

 ∞
X

n=0

zn

!

=
∞
X

n=0

(n+ 1)zn.

Também 1
c = lim

z=1

(1− z)2

(1− za)(1− zb)
= ab.

Portanto d(m; a, b) ≈ m+1
ab ≈ m

ab . �

Observação 2. Esta técnica de funções geradoras para estimar número

de soluções de equações diofantinas remonta a Euler e é uma ferra-

menta matemática poderosa e útil. Veja [4, cap. 4] para o tratamento

do problema em n variáveis a1x1 + · · · anxn = m e o cálculo estimado

de d(m; a1, a2, . . . an). No caso espećıfico da proposição 2 o cálculo de

1
m!ϕ

(m)(0) para valores grandes de m é em geral dif́ıcil.

1.5 Semigrupos com 3 geradores

Considere o semigrupo S = S(a, b, c) = {p = ma+nb+rc, (m,n, r) ∈
N3} tal que mdc(a, b, c) = 1 e seja F (a, b, c) o número de Frobenius de
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S, isto é, F (a, b, c) é o maior inteiro que não pertence a S. O regulador
aritmético de S é o número natural r(S) = F (a, b, c) + 1. Esta seção é
baseada em [3].

Proposição 3. O número de Frobenius F (a, b, c) é finito.

Demonstração. Exerćıcio longo. Veja [7]. �

Proposição 4. Seja mdc(a, b, c − 1) = d > 1. Então d divide r(S) =

F (a, b, c) + 1.

Demonstração. Por definição temos que F (a, b, c) + c ∈ S, c ≥ 1. Logo

F (a, b, c) + c = ka + ℓb + mc com k ≥ 0, ℓ ≥ 0 e m ≥ 0, portanto

F (a, b, c) = ka+ ℓb+(m− 1)c. Se m ≥ 1 temos que F (a, b, c) ∈ S o que

é uma contradição. Logo m = 0 e r(S) = F (a, b, c)+1 = ka+ℓb−(c−1).

Portanto d|(F (a, b, c) + 1). �

Corolário 2. Suponha a e b pares e mdc(a, b, c) = 1. Então F (a, b, c)+1

é par.

Um número n ∈ {0, 1, . . . , F (a, b, c)} é chamado do tipo (+) se n ∈ S
e do tipo (−) se não pertence a S. O conjugado de n é o número n tal
que n+ n = F (a, b, c).

Claramente, se n é do tipo (+) então n é do tipo (−), portanto

♯{n : n é do tipo (+)} ≤ 1 + F (a, b, c)

2

e

♯{n : n é do tipo(−)} ≥ 1 + F (a, b, c)

2
.

Um número n é chamado do tipo (−,−) se n e n forem ambos do
tipo (−).
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Lema 8. Temos as seguintes relações entre a quantidade de elementos.

♯{(+)} =
F (a, b, c) + 1− ♯{(−,−)}

2

e

♯{(−)} =
F (a, b, c) + 1 + ♯{(−,−)}

2

Em particular se F (a, b, c) for par temos que ♯{(−,−) > 0 e ♯{(+) ≤
F (a,b,c)

2 .

Demonstração. Observamos que o número total de pares (n, n) no con-

junto {0, 1, 2, . . . , F (a, b, c)} é igual a F (a, b, c) + 1. Portanto,

F (a, b, c) + 1 = ♯{(+,−)}+ ♯{(−,+)}+ ♯{(−,−)},

♯{(+)} = ♯{(+,−)} = ♯{(−,+)} e ♯{(−} = ♯{(+,−)}+ ♯{(−,−)}.

Consequentemente,

♯{(+)}+ ♯{(−)} = F (a, b, c) + 1, ♯{(−)}− ♯{(+)} = ♯{(−,−)}.

Logo temos,

♯{(+)} =
F (a, b, c) + 1− ♯{(−,−)}

2

e

♯{(−)} =
F (a, b, c) + 1 + ♯{(−,−)}

2
.

�
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Exemplo 5. No semigrupo S(21, 31, 45) temos que F (21, 31, 45) = 227

e 24 elementos são do tipo (−,−). Explicitamente o semigrupo é:

S(21, 31, 45) = { 0, 21, 31, 42, 45, 52, 62, 63, 66, 73, 76, 83, 84, 87, 90,

94, 97, 104, 105, 107, 108, 111, 114, 115, 118, 121, 124, 125, 126, 128,

129, 132, 135, 136, 138, 139, 142, 145, 146, 147, 149, 150, 152, 153, 155,

156, 157, 159, 160, 163, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 173, 174, 176, 177,

178, 180, 181, 183, 184, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 194, 195, 197,

198,199, 200, 201,202,204,205, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214,

215, 216, 217, 218, 219, 220, 221, 222, 223, 225, 226, 228, . . .}, onde
depois do 228 todos os naturais pertencem ao semigrupo.

O conjunto dos elementos do tipo (−,−) é { 3, 24, 34, 48, 55, 65,

69, 79, 86, 96, 100, 110, 117, 127, 131, 141, 148, 158, 162, 172, 179,

193, 203, 224 }, cuja cardinalidade é 24.

Usaremos também a representação {(−,−)} = {(3, 224), (24, 203),

(34, 193), (48, 179), (55, 172), (65, 162), (69, 158), (79, 148), (86, 141),

(96, 131), (100, 127), (110, 117)} para indicar os 12 pares (a, b) de ele-

mentos do tipo (−,−) tais que a+ b = 227.

O conjunto dos elementos (−,−) tem a seguinte representação geo-
métrica.

48 ��

��

79 ��

��

110 ��

��

141 ��

��

172 ��

��

203

��
3

31 ��

45 ��
③
③
③
③

21

��

34

��

��

��
✇
✇
✇

65 ��

��
✇
✇
✇

��

96 ��

��
✉
✉
✉
✉

��

127 ��

��
✉
✉
✉
✉

��

158

��
✉
✉
✉
✉

��
69 �� 100 �� 131 �� 162 �� 193 �� 224

24 ��

��
③
③
③

55 ��

��
✇
✇
✇

86 ��

��
✇
✇
✇

117 ��

��
✉
✉
✉
✉

148 ��

��
✉
✉
✉
✉

179

��
✉
✉
✉
✉

Neste paraleleṕıpedo temos três direções, cada um deles revela uma P.A.
(progressão aritmética) e a razão de cada uma delas é um dos geradores
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do semigrupo (→ é a P.A. de razão 31; ↓ é a P.A. de razão 21; ր é a
P.A. de razão 45).

Teorema 6 (Arnold, [3]). Seja x ∈ {0, 1, . . . , F (a, b, c)} e suponha que

p < x < r onde p e r são do tipo (−,−).

Se r − x ∈ {(+)} e x− p ∈ {(+)} então x é do tipo (−,−).

Demonstração. Sendo r = x + (r − x), se x for do tipo (+), como por

hipótese r − x ∈ {(+)}, então r também seria do tipo (+), o que não é

verdade pois estamos supondo r ∈ {(−,−)}, portando x ∈ {(−)}.

Por outro lado, como x+x = F (a, b, c) e p+p = F (a, b, c) temos que

x+x = p+ p e assim obtemos que p = x+(x− p). Como x− p ∈ {(+)}
e p ∈ {(−)}, temos obrigatoriamente que x é do tipo (−).

Assim, x e x são ambos do tipo (−), ou seja, x é do tipo (−,−). �

Conjectura 7 (Arnold, [3]). Seja M = max{(−,−)} e m = min{(−,−)}
para um semigrupo S(a, b, c), mdc(a, b, c) = 1. Então M −m ∈ {(+)} ⊂
S(a, b, c).

O seguinte semigrupo com 4 geradores mostra que a conjectura acima
é espećıfica para 3 geradores.

Exemplo 8. Considere o semigrupo S gerado por 4, 6, 13, 15.

Temos que {(−)} = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 11} e

S(4, 6, 13, 15) = {0, 4, 6, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, . . .}.

O seu número de Frobenius é 11 e {(−,−)} = {2, 9}.
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Aqui a diferença do maior elemento (−,−), M = 9 e do menor

elemento (−,−), m = 2 que é 7 e não pertence a S(4, 6, 13, 25), ou seja,

não é do tipo {(+)}.

Conforme mostrado nos exemplos, os semigrupos com 3 geradores,
nem sempre tem a propriedade: “n ∈ N então n ∈ S ou F (a, b, c)− n ∈
S.”

Os semigrupos que possuem a propriedade acima são chamados se-
migrupos simétricos.

1.6 Conclusão

O estudo de semigrupos tem várias aplicações em problemas de ge-
ometria algébrica, em particular na geometria e topologia das curvas
planas singulares. Veja [2].

A estrutura dos semigrupos gerados por 3 ou mais inteiros é tema
atual de pesquisa. Veja [3] e [4]. Para apresentações do Teorema de Pick
veja [5] e [10].
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[2] R. Apéry. Sur les branches superlinéaires des courbes algébriques. C. R.

Acad. Sci. Paris 222:1198-1200, (1946).

[3] V. Arnold, On additive semigroups starting parts, Funct. Anal. Other

Math., 2:81-86, (2008).
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74001-970 - Goiânia - Goiás - Brasil
ragarcia@mat.ufg.br


