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RESUMO

PURCINA, A. B. Anélise de Estabilidade em Sistemas Mecénicos N&o Lineares com Vistas a
Atenuacdo de VibracOes. 2016. 84 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem e Otimizacao) —
Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Goias —

Regional Cataldo, Cataldo — GO.

Nos Ultimos anos, é crescente o interesse pelo estudo dos fendmenos ndo lineares, isso porque
com a modernizacgdo das estruturas e 0 emprego de materiais inovadores e mais flexiveis, as
ndo linearidades tornaram-se mais evidentes. Nesse sentido, este trabalho tem por objetivo
estudar o comportamento de um sistema mecanico de 2 graus de liberdade com caracteristicas
ndo lineares, em ressonancia primaria. A estrutura consiste do sistema principal conectado a
um sistema secundario que atuard como um Absorvedor Dindmico de Vibragdo ndo linear que,
por sua vez, absorve parcial ou totalmente a energia vibratdria do sistema. As soluces
numéricas do problema séo obtidas utilizando o Método de Runge-Kutta de 4% ordem e as
solucdes analiticas aproximadas, sdo obtidas utilizando o Método das Multiplas Escalas, para
entdo verificar o quao préximas tais solugdes conseguem aproximar-se das solugcdes numéricas.
Através do Método de Perturbacdo mencionado, também, sdo determinadas as respostas para
as equacOes diferenciais ordinarias de primeira ordem, que descrevem a modulacdo das
amplitudes e fases. Sendo assim, a solucdo em regime permanente e sua estabilidade sao
estudadas utilizando a curva resposta de frequéncia. Além disso, o comportamento do sistema
principal e do absorvedor sdo investigados atraves de simulagcbes numéricas, tais como:
respostas no dominio do tempo, os planos de fase e 0s se¢des de Poincaré; as quais evidenciam

gue o sistema exibe movimentos periddicos, quase-periddicos e cadtico.

Palavras-chaves: Sistemas Mecanicos N&o Lineares, Solucdo Numérica, Método das
Mdltiplas Escalas, Estabilidade, Caos.






ABSTRACT

PURCINA, A. B. Stability Analysis of the Nonlinear Mechanical Systems aiming to mitigating
vibrations. 2016. 84 f. M. Sc. Dissertation (Mestrado em Modelagem e Otimizacédo) — Unidade
Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Goids — Regional
Cataléo, Cataldo — GO.

In the last years, there is a growing interest in the study of nonlinear phenomena that because
with the modernization of the structures and employment of innovative and more flexible
materials, the nonlinearities become more evident. In that sense, this work aims to study the
behavior of a mechanical system with two degrees of freedom with non-linear characteristics
in primary resonance. The structure consists of the main system connected to a secondary
system to act as a Nonlinear Dynamic Vibration Absorber, which partially or fully absorbs the
vibrational energy of the system. The numerical solutions of the problem are obtained using the
Runge-Kutta methods of 4th order and approximate analytical solutions are obtained using the
Multiple Scales Method, and then it turns out how close can be closer to the numerical solutions.
Through the mentioned disturbance method, too, it is determined the answers for the ordinary
differential equations of the first order, which describe the modulation amplitudes and phases.
Thus, the solution in steady state and the stability are studied using the frequency response.
Furthermore, the behavior of the main system and the absorber are investigated through
numerical simulations, such as responses in the time domain, phase planes and Poincaré map;

which show that the system displays periodic movements, quasi-periodic and chaotic.

Keywords: Mechanical Systems Nonlinear, Numerical Integration of Multiple Scales Method,
Stability.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Diminuir os niveis de vibracéo na resposta de um sistema é de grande importancia para
se ter um projeto eficiente e confidvel, uma vez que vibracdes sdo fendbmenos indesejaveis que
podem ocasionar danos, falhas e, por vezes, a destruicdo de maquinas e estruturas. Nesse
sentido, é crescente o interesse em ferramentas para a atenuacdo de vibracfes indesejadas em
varios tipos de sistemas, destacando-se os Absorvedores Dinamicos de Vibracdes (ADVS).

Um ADV classico consiste em uma massa acoplada por meio de uma mola e um
amortecedor a um dado sistema, concedendo a ele um novo grau de liberdade. Esse sistema é
entdo sintonizado para vibrar com amplitudes mais elevadas, absorvendo, assim, parcial ou
totalmente a energia vibratoria no ponto de acoplamento (COSTA, PURCINA e BORGES,
2011).

Os ADVs podem ter caracteristicas lineares ou ndo lineares. Contudo, nos ultimos anos,
é crescente o interesse em se estudar os ADVs com caracteristicas ndo lineares, devido a sua
maior robustez quando comparado com o absorvedor linear, fundamentada no fato do ADV
linear funcionar satisfatoriamente somente na sua frequéncia de sintonizacdo (PURCINA,
COSTA e BORGES, 2015).

Devido a utilizagdo de materiais cada vez mais flexiveis e inovadores, as néo
linearidades tornaram-se mais ativas e proporcionam uma maior variabilidade nos tipos de
solugdes dos sistemas. Por este motivo, tem-se grande necessidade em analisar e compreender
caracteristicas dos fenémenos ndo lineares, em destagque para 0 comportamento caotico
(BELUSSO, 2011). Entretanto, os métodos para analise dos sistemas néo lineares, ao contrarios
dos lineares, sdo bem menos conhecidos, algumas se acham somente parcialmente
desenvolvidas, e a analise das equagdes que modelam um dado problema de dificil aplicacéo
(PURCINA, COSTA e BORGES, 2015).

As ndo linearidades podem ser consideradas no modelo do sistema dinamico de muitas

maneiras. Sua origem pode ser devido a geometria do sistema ou do tipo de material, ou
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associada com a presenca de forgcas nao lineares ou com a configuragdo fisica do sistema.
Qualquer componente das equac¢des do movimento como, por exemplo, 0s termos inerciais, 0s
termos que descrevem forgas restauradoras elasticas e inelasticas, os termos dissipativos, 0s
termos que descrevem a excitacdo externa e até mesmo as condi¢fes de contorno do sistema
(PURCINA e BORGES, 2015).

A andlise de vibragGes em sistemas mecanicos permite conhecer e aperfeicoar o projeto,
em termos de qualidade, durabilidade e produtividade. Com esse objetivo Sayed, et al (2011),
estudaram um sistema vibratorio de dois graus de liberdade com ndo linearidades quadraticas e
cubicas submetido a forca de excitacdo externa. J& Zhu, et al (2004) estudaram o
comportamento dindmico néo linear de um sistema mecénico discreto com amortecimento ndo
linear e mola também n&o linear, onde pode-se fazer o estudo da estabilidade deste sistema.

A anélise de problemas descritos por sistemas dindmicos ndo lineares, possui duas
abordagens distintas: a quantitativa, que busca avaliar a evolugdo deste sistema no tempo, € a
qualitativa, que visa entender o comportamento global de um dado sistema (SAVI, 2004). Este
trabalho utiliza essas duas abordagens.

A teoria de perturbacdo é dada por métodos interativos que tem o intuito de obter
solucdes aproximadas envolvendo o pardmetro de perturbacdo (&), este por sua vez tem a
condicdo ser um numero pequeno (NAYFEH, 2004). Dentre os métodos de perturbacao
destaca-se 0 Método das multiplas escalas. A ideia basica este método consiste em realizar a
expansao da solucdo representando a resposta como sendo uma funcéo de multiplas variaveis
independentes ou mdltiplas escalas (SAVI, 2004).

Um dos critérios mais importantes e utilizados para definir o caos em sistemas dinamicos
sdo os expoentes de Lyapunov. Estes medem a taxa exponencial média de divergéncia ou
convergéncia das trajetorias do espaco de fase a partir de pontos iniciais préximos. Sendo assim,
o comportamento dindmico de um sistema pode ser previsto através dos sinais dos expoentes de
Lyapunov, de modo que um expoente de Lyapunov positivo indica a presenca de comportamento
caotico (PURCINA, COSTA e BORGES, 2015).

Contudo, o objetivo da presente dissertacdo € investigar o comportamento de sistemas
dindmicos ndo lineares. Para isso, alguns conceitos fundamentais referentes a abordagem
qualitativa, tais como: sistemas mecanicos, espaco de fase, secdo de Poincaré, expoentes de
Lyapunov e diagrama de bifurcacéo, séo analisados. Alem disso, para a analise quantitativa de
sistemas dindmicos ndo lineares destaca-se o Método de Perturbacdo denominado Método das

Muiltiplas Escalas.
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O presente trabalho esté dividido em 6 capitulos, sendo este o capitulo 1. Os demais

capitulo s&o organizados conforme descrito abaixo.

Capitulo 2: Neste capitulo sdo abordados os conceitos fundamentais referentes ao estudo
de sistemas dindmicos ndo lineares. O intuito principal é introduzir a base tedrica que
sustenta a compreensao dos resultados obtidos neste trabalho.

Capitulo 3: Apresenta as principais caracteristicas do Método das Multiplas Escalas,
descreve-se 0s passos seguidos até a obtencdo da solucdo analitica aproximada.
Considerando o caso de ressonancia primaria, encontra-se a resposta em frequéncia a qual
é utilizada para obter mais informacdes sobre o comportamento do sistema.

Capitulo 4: No capitulo 4 um sistema mecanico nao linear com absorvedor ndo linear é
modelado. Com o objetivo de analisar o comportamento deste sistema para o caso de
ressonancia primaria, aplica-se o Método das Multiplas Escalas e obtém-se as equacgdes que
descrevem as modulacdes de amplitude e fase do sistema. Obtém-se a resposta em
frequéncia e determina-se as regibes de estabilidade através da aplicacdo do critério de
Routh-Hurwitz.

Capitulo 5: Neste, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos através simulacfes
computacionais do sistema néo linear com absorvedor ndo linear descrito no capitulo 4.
Nesse sentido, o comportamento do sistema, tanto principal quanto do absorvedor, é
investigado a partir das respostas no dominio do tempo, dos planos de fase, das se¢do de
Poincaré e dos expoentes de Lyapunov para diferentes valores de amplitude de forca. Além
disso, sdo apresentados os diagramas de bifurcacéo do sistema nao linear, visando investigar
0 seu comportamento global.

Capitulo 6: Neste capitulo tem-se as conclusdes e perspectivas para trabalhos futuros.

Por fim, sdo listadas as referéncias bibliograficas e, ainda, sdo apresentados

equacionamentos referentes aos calculos da resposta obtida por meio do Método das Multiplas

Escalas (apéndice A), e abordada a defini¢do do Critério de Routh-Hurwitz (anexo A).



28

Capitulo 2

TEORIA DE SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

O objetivo deste capitulo € a introducdo de conceitos fundamentais para a realizacao de
uma andlise qualitativa de sistemas dinamicos ndo lineares, os quais fornecem uma
compreensdo global do comportamento do sistema dindmico. Nesse sentido, apresenta-se
topicos bésicos referentes a dindmica de sistemas ndo lineares tais como: retrato de fase, seco
de Poincare, expoente de Lyapunov e diagrama de bifurcacdo, os quais sdo exemplificados

utilizando o oscilador mecanico de Duffing.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema pode ser definido como um conjunto de elementos que interagem de forma
a existir relagdes de causa e efeitos nos fenébmenos que ocorrem com seus elementos. Existem
uma grande variedade de sistemas e, podem ser aplicados em diversas areas do conhecimento
como na Matemética, Engenharia, Fisica, Biologia, Quimica, Economia, entre outras
(MONTEIRO, 2006).

Neste trabalho, serdo tratados exclusivamente os sistemas dindmicos, sendo que um
sistema € dito dindmico quando uma ou mais grandezas que o caracterizam dependem do
tempo. Em outras palavras, sistemas dindmicos s@o representagdes matematicas que permitem
realizar uma descri¢do do comportamento de um determinado sistema ao longo do tempo e, na
maioria das vezes, sdo descritos por equacdes diferenciais ordinarias e resolvidos por inUmeros
métodos em diferentes software, 0s quais permitem uma caracterizagdo qualitativa e
quantitativa de suas solucbes (BELUSSO, 2011).

Os sistemas dindmicos podem ser descritos por equacles lineares, cujas variaveis
dependentes aparecem como termos de primeiro grau e, para resolver tal sistema, pode-se
aplicar o Principio da Superposicdo. Ja o sistema ndo linear apresenta, em suas equagoes,

alguma componente ou subsistema ndo linear, as quais podem ser proprias do sistema ou
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intencionalmente introduzidas com o intuito de controlar e/ou melhorar o comportamento dos
sistemas.

Um sistema dindmico continuo pode ser classificado observando a dependéncia ou ndo
do tempo, ou seja, autbnomo, quando ndo se depende explicitamente do tempo, ou nédo
autonomo, quando existe uma dependéncia explicita no tempo.

Um sistema dindmico ndo autdnomo pode ser convertido em um autdbnomo. Para tanto,
h& um acréscimo na dimensao do espaco, introduzindo-se uma variavel a mais associada ao

tempo, isto é:
dz
t=z, talque ——=1. 2.1
z, talque (2.1)

Existem vérios tipos de sistemas dindmicos como: econdmicos, bioldgicos, elétricos,
hidraulicos, térmicos, hibridos. Porém, neste trabalho, tem-se um interesse maior pelos sistemas

mecanicos, descritos a seguir.

2.1.1 Sistemas mecanicos

Um sistema mecanico é composto por massas, as quais armazenam energia cinética e
potencial gravitacional, molas, que armazenam energia potencial eléstica, e amortecedores, que
dissipam energia mecéanica do mesmo. Um exemplo de sistema mecanico simples, com um grau

de liberdade, é mostrado na Figura 2.1.

Figura 2. 1 — Sistema massa mola amortecedor.
}Efﬁfﬁ/%fﬁ/ﬁ/é
k g c
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Fonte: o autor.

A lei fundamental que governa os sistemas mecanicos é a segunda lei de Newton. Sendo

assim, a equagdo do movimento, do sistema apresentado na Figura 2.1, é dada por:
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mX+cX+kx=F, (2.2)

onde m é a massa, ¢ o coeficiente de amortecimento, k o coeficiente de rigidez, x o deslocamento
da massa m na dire¢cdo do movimento, X € a velocidade da massa m na dire¢cdo do movimento;
X a aceleracdo da massa m na dire¢cdo do movimento e F a forca externa aplicada na massa m.

Na eg. (2.2), um movimento oscilatério € livre e ndo-amortecido quandoc =0e F =0,
todavia, quando ¢ # 0 e F = 0, 0 movimento oscilatorio € livre e amortecido. Seguindo 0 mesmo
raciocinio, 0 movimento oscilatorio é forcado e ndo-amortecido quando ¢ = 0 e F' # 0 e forcado
e amortecido quando ¢ # 0 e F # 0 (SILVA, 2009). Define-se ainda como sendo o grau de
liberdade (g. d. l.) de um sistema mecénico o nimero de coordenadas independentes necessarias
para descrever completamente as posicdes de todas as partes de um sistema em qualquer
instante de tempo (RAO, 2008).

2.1.2 Sistemas dinamicos nao lineares

Durante varios anos, a analise de sistemas lineares foi considerada suficiente para a
compreensdo das caracteristicas vibratorias das estruturas, cujos métodos disponiveis se
encontram desenvolvidos e consolidados. No entanto, com a modernizacdo das estruturas e o
emprego de materiais inovadores e mais flexiveis, as ndo linearidades tornaram-se mais ativas,
provocando o surgimento de vibracBes com caracteristicas ndo lineares, cujos métodos de
analise sdo menos conhecidos e até mesmo de dificil aplicacdo (LIMA, 2008).

Sendo assim, os sistemas dindmicos ndo lineares descrevem de maneira mais efetiva 0s
fendmenos fisicos apresentando em suas equagdes uma ou mais componentes ndo lineares. Tais
ndo linearidades podem ser consideradas no modelo do sistema dindmico de muitas maneiras.
Sua origem pode ser devido a geometria do sistema ou do tipo de material, ou associada com a
presenca de forcas ndo lineares ou com a configuracéo fisica do sistema. Qualquer componente
das equacbes do movimento como, por exemplo, 0s termos inerciais, 0s termos que descrevem
forgas restauradoras elésticas e inelasticas, os termos dissipativos, 0s termos que descrevem a
excitacdo externa e até mesmo as condigdes de contorno do sistema, podem ser afetados por
algum tipo de ndo linearidade (BORGES, 2008).

O comportamento cadtico é uma das inimeras possibilidades que podem ocorrer na
resposta de sistemas dindmicos ndo lineares. Além desse, diferentes comportamentos podem

ser exibidos na dindmica de sistemas ndo lineares, tais como: Orbitas periddicas e quase-
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periddicas, ciclos limite e bifurcacBes (VIANA, 2011). Tais conceitos serdo abordados nas

secdes seguintes.

2.2 Caos

O estudo de fendmenos relacionados a teoria do caos tem-se intensificado nos ultimos
anos. De maneira geral, a palavra caos esta relacionada a desordem e confusdo. Segundo
Stewart (1991), a ciéncia moderna conceitua 0 caos como 0 comportamento estocastico de um
sistema deterministico. Dessa maneira, Savi (2004) explica que para varidveis de entrada
conhecidas do sistema aparece uma resposta aparentemente aleatéria. Contudo, ndo se pode
confundir caos com aleatoriedade, uma vez que fenémenos aleatorios correspondem a sistemas
ndo-deterministicos e fendbmenos caoticos sdo deterministicos.

O caos esté presente em muitos acontecimentos cotidianos, como: nas ondas do mar, no
sistema solar, na meteorologia, no escoamento de fluidos, crescimento populacional entre
outros. Um exemplo famoso relacionado ao comportamento caotico se deu com os estudos de
Lorenz. Ao trabalhar com os fundamentos matematicos do sistema de equacdes da meteorologia
a partir das equacOes de Navier-Stokes, ele verificou que as solugdes ndo eram regulares e
possuiam um comportamento totalmente imprevisivel. Este sistema é descrito, de forma

simplificada, por um sistema de equagdes diferenciais ordinarias:

x=o(y-x)
y=rX—-y-xz, (2.3)
Z2=xy-bz

onde g, r, b > 0 sdo parametros, x € proporcional & velocidade de circulagdo do fluido, y
caracteriza a diferenca de temperatura entre elementos de fluidos ascendentes e descendentes e
z é proporcional aos desvios da temperatura vertical desde o valor de equilibrio.

Lorenz, com o auxilio de computadores, calculou as solucdes aproximadas do sistema
de egs. (2.3) e identificou uma sensibilidade as condices iniciais, de modo que, a partir de
condic@es iniciais proximas, as solu¢Bes oscilavam irregularmente, porém nunca se repetiam
(VIVANCO, 2009).

A trajetoria das solucbes encontradas por Lorenz, denominada Atrator de Lorenz,

lembra as asas de uma borboleta, conforme pode ser visualizado na Figura 2.2.
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Figura 2. 2 — Atrator de Lorenz para os parametros de controle ¢ = 10, r =28 e b = 8/3.

Fonte: o autor.

Na Figura 2.2 a trajetoria comeca na origem e vai para o centro da espiral a esquerda,
realiza algumas voltas e retorna para a exterior da espiral da direita, realizando mais algumas
voltas e retornando mais uma vez para a espiral da esquerda, e assim indefinidamente de forma
randémica, porém se mantendo sempre numa regido limitada do espaco de fase.

O caos é um comportamento tipico de sistemas nao lineares, o qual associa-se a
imprevisibilidade e sensibilidade as condi¢des iniciais. Além disso, 0 caos € um comportamento
dindmico muito rico, com varias possibilidades de respostas, possuindo infinitas trajetorias

periddicas e ndo periodicas, além de uma possibilidade infinita de atratores (BELUSSO, 2011).
2.3 Oscilador Mecanico de Duffing

A fim de exemplificar os conceitos e fenbmenos envolvidos no estudo de sistemas
mecanicos ndo lineares, considera-se a equacdo diferencial de segunda ordem nao linear com

amortecimento linear, dada por:

X+ oX + 2 X+ Px® = I"cos(£2t), (2.4)

onde o e o coeficiente de amortecimento, , a frequéncia natural de oscilagéo, g o termo de

ndo linearidade, 7 a amplitude de forca, @ a frequéncia de excitacdo, t o tempo, x O
deslocamento no tempo e X e X as derivadas de x em relagdo ao tempo, ou seja, velocidade e

aceleracdo, respectivamente.
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A eq. (2.4) é denominada Equagdo de Duffing em homenagem aos estudos de Georg
Duffing, na década de 1930 e descreve a resposta de uma série de fendmenos fisicos importantes
como, por exemplo, um circuito elétrico e uma viga de Moon & Holmes (SAVI, 2004).

Fazendo x =y, aeq. (2.4) pode ser escrita como um sistema de equacgdes de primeira

ordem, da forma:

X=Yy
. 2 3 * (25)
Y = 02X — oy —Bx® + 1" cos(2t)
Além disso, o sistema de egs. (2.5), trata-se de um sistema nao autdbnomo o qual pode
ser transformado em um auténomo, introduzindo-se uma terceira variavel associada ao tempo.

Dessa maneira, obtém-se um sistema de equacdes tridimensional dado por:

X=y
y = o2x—ay —Bx* + 1" cos(2z). (2.6)
2=1

Os sistemas de eqgs. (2.5) e (2.6) sdo utilizados nas se¢Oes posteriores de modo a
exemplificar, em especial, os conceitos de: Retrato de fase, Secdo de Poincaré, Expoentes de

Lyapunov e diagrama de bifurcacéo.

2.4  Espaco de Fase

O espaco de fase ou espacgo de estados é definido como o espago n-dimensional de um
sistema dindmico formado pelas suas varidveis dependentes. Considerando o sistema
bidimensional, descrito pelo sistema de egs. (2.5), algumas defini¢des sdo feitas para um dado
espaco de fase, tais como (SAVI, 2004):

e Trajetoria: percurso da solugdo no espaco de fase, Figura 2.3 (a);

e Curva integral ou série temporal: A medida que o sistema evolui no tempo, 0S Sucessivos
pontos tragcam uma curva no espaco de fase solucdo evoluindo no tempo, Figura 2.3 (b);

o Orbita: lugar geométrico no espaco de fase, para uma dada condigo inicial, por onde a

solucdo passa na medida que o tempo t evolui, Figura 2.3 (c) e
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e Fluxo ou retrato de fase: representam o conjunto de érbitas, de solucdes possiveis, Figura
2.3 (d).

Figura 2. 3 — (a) Trajetoria, (b) Curva integral, (c) Orbita e (d) Retrato de fase, no espago de fase.
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Fonte: o autor.

As curvas da Figura 2.3 representam solucdes do oscilador de Duffing descrito pela eq.
(2.5) para as condic@es iniciais nulas, isto €, x(0) = 0 e y(0) = 0 e os parametros wo = -1,
a=03,p=1,T=02eQ=125

O plano de fase de um sistema dindmico contém muitas informagGes acerca de seu
comportamento. De maneira geral, quando o sistema exibe um comportamento periddico a
trajetéria formada se caracterizara por uma curva fechada, de modo que o sistema visita
repetidas vezes 0s mesmos pontos. No entanto, no caso de respostas cadticas e quase-periddicas,
tem-se como trajetdria, uma curva aberta, uma vez que devido a falta de periodicidade as
trajetdrias nunca se fecham (SANTOS, 2012). Estes comportamentos podem ser identificados
de modo mais preciso, como sera mostrado a seguir, por meio da determinac¢do do secdo de

Poincaré.
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2.5  Secdo de Poincaré

A secdo de Poincaré é um método qualitativo que possibilita uma melhor compreensao
da dinamica global do sistema através de uma identificagdo sintética do comportamento
apresentado no espaco de fase. E um procedimento em que se torna possivel reduzir um sistema
dindmico continuo no tempo a um sistema discreto, eliminando pelo menos uma varidvel do
problema (VIVANCO, 2009).

A ideia geral consiste em, dado um sistema n-dimensional, considera-se uma superficie
de dimensdo n - 1 transversal ao fluxo do sistema, de modo que as trajetorias irdo cruza-la
marcando pontos. O conjunto desses pontos de intersecdo constituem o mapa de Poincaré do
sistema e a superficie transversal escolhida é chamada de secdo de Poincaré. Sendo assim, as
secdes de Poincaré sdo Uteis na verificacdo ou ndo de periodicidade em um sistema (SANTOS,
2012).

Resumidamente, a secdo de Poincaré pode assumir trés diferentes formas (PIRES,
2013):

e numero finito n de pontos, indicando que a Orbita possui periodicidade n;

e diversos pontos sem recorréncia, que formam uma curva fechada, indicando uma orbita
quase-periddica;

e diversos pontos sem repeticdo, referente a um comportamento caético.

Visando evidenciar a utilidade da sec¢do de Poincaré na determinacao de comportamento
periddico ou cabtico apresenta-se, a seguir, 0s retratos de fase e as se¢des de Poincaré do
oscilador de Duffing, descrito pelo sistema de egs. (2.5), para diferentes amplitudes de forca I
(LYNCH, 2014).

Quando "= 0, o sistema de egs. (2.5) tornam-se:

b
) 3 (2.7)
y=w,Xx—ay— X

Considerando que o sistema de egs. (2.7) depende do pardmetro e que wo=pf=1¢€
fazendo x=y=0, obtém-se trés pontos fixos: P1(0,0), P2(1,0) e P3(-1,0). Para avaliar a

natureza da estabilidade dos pontos fixos, calcula-se os autovalores:
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_atVa® +4-12%°

Ay = > (2.8)

O comportamento do oscilador de Duffing, variando o parametro a, ¢ apresentado na

Figura 2.4 de modo a observar a natureza dos pontos fixos.

Figura 2. 4 — Natureza da Estabilidade dos Pontos Fixos do Oscilador de Duffing para (a) a = -1, (b) a =1 e (¢) a = 0.
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Fonte: o autor.

Se o parametro o for diferente de zero, ocorre uma mudanca na estrutura de oOrbitas do
sistema, de modo que, P1 € um ponto de sela e P2 e P3 sdo pontos do tipo espiral estavel para
a = -1, apresentado na Figura 2.4 (a), e focos instaveis para o = 1, Figura 2.4 (b). Em a =0,
tem-se um sistema Hamiltoniano, em que existe uma érbita homoclinica que une o ponto fixo
sela. Neste caso, P2 e P3 sdo pontos do tipo centro conforme observa-se na Figura 2.4 (c).

A sequir, as Figuras de 2.5 a 2.9 exibem os planos de fase e as se¢Oes de Poincaré do
oscilador de Duffing para os respectivos valores de amplitude de for¢a: '=0.2,I'= 0.3, =
0.37,I'=0.5 e I' = 0.8. Para a obtencdo deste, efetuou-se a integracdo numérica do sistema de

egs. (2.4) com os valores dos parametros wo=1,a = 0.3, f = 1, Q = 1.25 e as condigdes iniciais
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x(0) = 0 e y(0) = 1. Considerou-se ainda, os ciclos periddicos do ponto critico P2(1,0) e
desconsiderou-se a parte transiente inicial, isto porque nessa fase, geralmente, a resposta do

sistema € bastante irregular.

Figura 2. 5 — (a) Retrato de fase e (b) Se¢do de Poincaré do Oscilador de Duffing para I" = 0.2.
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Fonte: o autor.

Quando I" = 0.2 o oscilador de Duffing apresenta em seu retrato de fase um
comportamento periddico, bem comportado, que se repete ao longo do tempo, descrevendo uma
curva fechada (Figura 2.5 (a)). Neste caso, o sistema exibe uma Orbita de periodo 1 representada

na secdo de Poincaré por um unico ponto, Figura 2.3 (b).

Figura 2. 6 — (2) Retrato de fase e (b) Se¢do de Poincaré do Oscilador de Duffing para I" = 0.3.

2

dx/dt[m/s]
Q

dx/dt[m/s]
o

O
[$)]
,

05 1 15 = 1 0 1 2
x[m] X[m]

(@) (b)

Fonte: o autor.

Na Figura 2.6 (a) com um incremento no valor da amplitude de forca para 7" = 0.3
observa-se que o sistema exibe o dobro de periodo visto na Figura 2.5. Além disso, verifica-se

que um ciclo de dois periodos € representado por dois pontos na se¢do de Poincaré (Figura 2.6

(b)).
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Figura 2. 7 — (a) Retrato de fase e (b) Se¢do de Poincaré do Oscilador de Duffing para I" = 0.37.
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Fonte: o autor.

Quando 7" = 0.37 ha um ciclo centrado no ponto P1(0,0) e que contorna tanto P»(1,0) e
P3(-1,0), conforme mostra a Figura 2.7 (a). Neste caso o sistema apresenta uma Orbita de
periodo 5 representada na secdo de Poincaré por cinco pontos, conforme observa-se na Figura

2.7 (b).

Figura 2. 8 — (a) Retrato de fase e (b) Se¢do de Poincaré do Oscilador de Duffing para I" = 0.5.
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Fonte: o autor.

Quando I" = 0.5 uma trajetdria tracada no retrato de fase apresenta um emaranhado de
curvas gue nunca se fecham, indicando um possivel comportamento caético, conforme observa-
se a Figura 2.8 (a). Esse comportamento é evidenciado pela se¢do de Poincaré, mostrado na
Figura 2.8 (b), onde o sistema apresenta um comportamento ndo-periodico indicando o caos.
Além disso, a resposta apresenta um atrator estranho, de modo que 0s sucessivos valores de
suas variaveis ao longo do tempo, descrevem uma trajetoria que fica confinada em uma regido

do espaco.



39

Figura 2. 9 — (a) Retrato de fase e (b) Se¢do de Poincaré do Oscilador de Duffing para 7'=0.8.
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Fonte: o autor.

Para I" = 0.8 o sistema exibe novamente um comportamento periodico, porém centrado
no ponto P1(0,0), conforme observa-se no retrato de fase, Figura 2.9 (a). Sendo assim, o sistema
exibe uma Orbita de periodo 1 que é representada por um Unico ponto na secdo de Poincaré,
Figura 2.9 (b).

2.6 Expoente de Lyapunov

Uma ferramenta importante e Util na analise de sistemas dindmicos sdo 0s expoentes de
Lyapunov. Tais expoentes avaliam a sensibilidade as condicdes iniciais, verificando a
divergéncia ou convergéncia exponencial no tempo de trajetérias vizinhas (SANTOS, 2012).

Em outras palavras, os expoentes de Lyapunov definem a média da razdo exponencial
de divergéncia ou convergéncia de drbitas proximas no espaco de fase. Um expoente negativo
mostra que as Orbitas ndo divergem exponencialmente. JA& um expoente positivo indica que
existe separacao exponencial das orbitas proximas no espaco de fase, entretanto essa separacdo
é limitada de modo que em algum momento as orbitas dobraram para trds em direcéo ao centro
do espaco de fase, definindo o caos. Assim, o comportamento caotico é caracterizado pela
existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo. Para situagdes de existéncia de
mais de um expoente positivo, tem-se o chamado hipercaos (THOMSEN, 2003).

Os expoentes de Lyapunov a sensibilidade as condic¢Ges iniciais, verificando a
divergéncia exponencial no tempo de trajetorias vizinhas e podem ser definidos da seguinte
forma (VIVANCO, 2009):
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p, (t)

p;0)

.11 .
A= |£I(‘)I ?Iog2 ,j=1,..n. (2.10)

O numero de expoentes de Lyapunov esta relacionado com a dimensédo do sistema, de
modo que, um mapa unidimensional possui um Unico expoente, um sistema tridimensional
possui trés expoentes e um sistema n-dimensional apresenta n expoentes. Porém, para

estabelecer se um sistema dinamico tem comportamento cadtico, é suficiente conhecer apenas

o maior dos expoentes de Lyapunov. Desse modo, se A, >0 o processo é caético e as

trajetdrias vizinhas divergem. Caso ele seja negativo ou nulo pode-se dizer que o sistema
apresenta um comportamento regular (SAVI, 2004).

De maneira geral, é possivel determinar o tipo de atrator pelo sinal dos expoentes de
Lyapunov. Por exemplo, em um espaco de fase tridimensional: Se os expoentes sdo todos
negativos (-, -, -) tem-se ponto fixo; Se um dos expoentes € igual a zero (-, -, 0) tem-se ciclo
limite; Se os dois maiores expoentes sdo iguais a zero (0, 0, -) tem-se Orbitas quasi periddicas
confinadas na superficie de um toro; E se um dos expoentes for positivo (+, 0, -) tem-se atrator
estranho (VIVANCO, 2009).

A evolucdo dos expoentes de Lyapunov do oscilador de Duffing descrito pelo sistema
autdbnomo de eq. (2.6) para diferentes valores da amplitude de forca I, é apresentado na Figura
2.10.

Figura 2. 10 — Evolugéo dos Expoentes de Lyapunov do Oscilador de Duffing para (a) "= 0.2, (b) ’'=10.3, (c) I'=0.37,
(dr=05e(e)’'=0.38.
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Para os valores de amplitude de forca "= 0.2, I' = 0.3, ' = 0.37, e () I" = 0.8, Figura
2.10 (a), (b), (c) e (e) respectivamente, tem-se um expoente zero e dois negativos o0 que indica
que o sistema apresenta comportamento periddico e estavel. Quando I" = 0.5, Figura 2.10 (d),
tem-se um expoente positivo definindo que o sistema apresenta comportamento caédtico. Vale
mencionar que, para este caso, tem-se um atrator estranho, conforme p6de-se observar na Fig.
2.8.

2.7  Diagrama de Bifurcagéo

Os Diagramas de bifurcacdo séo bastantes utilizados para analisar 0 comportamento
global do sistema, uma vez que apresentam informacdes Uteis para identificar a influéncia de
um dado pardmetro na resposta de um sistema (SAVI, 2004).

Contudo, existem diferentes maneiras para se construir um diagrama de bifurcacéo.
Lynch (2014) descreve dois deles, denominados como primeiro e segundo métodos iterativos.
No primeiro método iterativo, um pardmetro é fixado e um ou mais pontos iniciais sdo iterados
para a frente. O parametro é entdo aumentado por um comprimento de passo adequado e o

processo é repetido. J& o segundo método iterativo consiste, basicamente, em variar um
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parametro e utilizar a solugéo da iteragéo anterior como condig&o inicial para a iteracdo seguinte
apresentando, assim, um mecanismo de feedback.

De modo a resumir todos 0s possiveis comportamentos de como o parametro de
amplitude de forca I" varia, na Figura 2.11 apresenta-se um diagrama de bifurcacdo para o
Oscilador de Duffing, descrito pela eq. (2.5), para a amplitude de for¢a no intervalo 0 < I" <
0.45. O eixo vertical denominado por r representa a distancia do ponto no mapa de Poincaré a

partir da origem r = \/x* +y* .

Figura 2. 11 — Diagrama de Bifurcagdo para o Oscilador de Duffing.

2»

1.5F

0 01 0.2 0.3 0.4

Fonte: o autor.

A Figura 2.11 mostra um possivel diagrama de bifurcacdo para o sistema de egs. (2.4),
obtido por meio do segundo método interativo, de modo que a amplitude de forca ' é
aumentado de zero para 0.45 e, em seguida, diminuido de 0.45 a zero. Nela observa-se que
existem regides onde o parametro I' esta associado a um numero finito de pontos, entre 0 < I
< 0.32, e regibes onde ele esta associado a uma nuvem de pontos, para 0.32 < "> 0.45, onde

ocorre um possivel o0 comportamento cadtico do sistema.
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Capitulo 3

TEORIA DAS PERTURBACOES: O METODO DAS
MULTIPLAS ESCALAS

Equacdes diferenciais que descrevem sistemas vibratdrios, geralmente, sdo ndo lineares
e nem sempre € possivel obter uma solucdo analitica. Entretanto, muitas vezes, pode-se obter
uma aproximacao analitica. Nesse caso, essas ndo linearidades sao tratadas como perturbacdes
em relacdo a um sistema linear, dai vem o nome Métodos de Perturbacdo (BORGES, 2000).
Existem varias técnicas de perturbacdo e a aplicacdo de cada uma delas € basicamente definida
por caracteristicas especificas do sistema dinamico em estudo. Nesse sentido, no presente
trabalho tem-se uma atencéo especial com uma das principais técnicas de perturbacdo utilizada
para resolver sistemas ndo lineares com a presenca de amortecimento, o0 Método das Mdltiplas
Escalas.

3.1 O Método das Multiplas Escalas

A ideia basica do Método das Mdltiplas Escalas (MME) consiste em realizar uma
expansdo da solucdo, representando a resposta como sendo uma funcao de mdltiplas variaveis
independentes (ou maltiplas escalas). Resumindo, trata-se de um procedimento analitico usado
para obter solu¢do no dominio do tempo.

A solucdo é representada pela seguinte expanséo:
X(t;8) =% (T, T, T, )+ (T, T Ty )+ 2% (T T, Ty )+ (3.1)

emque T =&"t,n=01... e £ <<1 & um fator de perturbago.

Vale destacar que, o numero de escalas de tempo necessarias para a expansao depende

da ordem de poténcia de € que se deseja trabalhar. Assim, por exemplo, ao se descartar 0s

2 ~ ;.
termos de ordem O(g ) apenas as escalas Ty e T, sd0 necessarias.
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Como a varidvel independente original (escala temporal t) € substituida por novas

variaveis (escalas) independentes T, T;,... as derivadas em relagdo a t devem ser expressas em
termos de derivadas parciais, relativamente a T, tal que:
dx dT, 0 dT, 0

g —t——+..=D, +¢eD, +...
dt dt T, dt T, 0TI 2

d’x _ a(D, +le)+88(DO +¢D,)

=D2+2eD,D, +..., ,
dt? oT, o, o T et (3.3)

onde D, = % ,n=01,... sdo operadores diferenciais.

n
Substituindo a expansdo dada na eg. (3.1) em uma equacdo diferencial de interesse, um
sistema de equacdes é obtido ordenando os termos em relacédo as poténcias de ¢ . Cada equacéo

deve ser resolvida sucessivamente, sendo que a solugédo obtida para a 12 equacao (considerando

. 0 . ~ . .
o0s termos até ordem &) deve ser considerada nas equacdes seguintes (para ordens superiores).

Com isso, propde-se uma solucdo na seguinte forma:
2
X=Xy +&X, +&°X, ++--. (3.4)

3.2 O Método das Multiplas Escalas Aplicado ao Oscilador de Duffing

Aplicando o Método das Multiplas Escalas (MME), de acordo com Thomsen (2003),
deseja-se encontrar uma solucdo de primeira ordem do oscilador mecénico de Duffing, descrito
pela eq. (2.4). Para isso, inicialmente, arranja-se esta equacdo assumindo ndo linearidades fracas

e pequeno amortecimento reescrevendo-a da seguinte forma:
)'('+0)§X=8[FCOS(Qt)—(xX—BX3] , (3.5)

onde £ <<1 indica uma pequena grandeza assumida.

Considerando dois termos de expansdo de X, a solugdo pode ser expressa como:
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X(t;g):XO(To ’T1)+5X1(To ’Tl)’ (3.6)

onde T, =t e T, =&, uma vez que, neste trabalho, a expansdo sera realizada até O(g), €

X;,J =01 sdo fungBes a serem determinadas.

As derivadas de primeira e segunda ordem de x em relacdo ao tempo devem ser

expressas em termos de derivadas parciais, relativamente a T, . Assim, tem-se que:

d

d_)t(: D, +¢D, . 3.7)
d’x -,
W = DO + 28D0 Dl , (38)

onde D, :i,n:O,l.
ot

Substitnuindo as egs. (3.7) e (3.8) na eq. (3.5) e ordenando cada termo em relacdo as
poténcias de ¢ e 81, tem-se, respectivamente, o seguinte conjunto de equacdes:
e Paraordem &:
(D2 + e Jx, =0. (3.9)
e Paraordeme':
(DO2 +a)02)x1 = I"c0s(¢2T, )— 2D, D, X, — aD,X, — A% . (3.10)

A solucdo geral da eq. (3.9) pode ser expressa na seguinte forma:

X, = Ae'®™ 4 cc, (3.11)
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onde A é uma funcéo desconhecida em T, a ser determinada e cc representa o conjugado dos

termos anteriores.
A solucdo particular das eq. (3.10), depois de eliminar os termos seculares, sdo dadas

por:

X, = Be'™" +Ue"“" + H e¥™" +cc, (3.12)

onde B, U, e H, sdo funcdes complexas em T,.

Contudo, a solucéo geral de x até a aproximacdo de primeira ordem é dada por:
X=X, +&X;. (3.13)

3.3  Avaliacdo da Resposta Obtida pelo Método das Multiplas Escalas

Com a solucdo analitica eq. (3.13) obtida através do MME, esta solucéo € mostrada na

Fig. 3.1, juntamente com a solugdo numérica obtida através do método de Runge-Kutta de
quarta ordem, com parametros: @, =1, =03, g=1, I"=0.2, 2=1.25. Nesta figura pode-

se observar que 0 MME obteve boa solugdo quando comparado com a solugdo numérica do

sistema.

Figura 3. 1 — Solucéo do Oscilador Mecénico de Duffing.

0.2 —MRK4
—MME
0.1 1
€ 0
<

0 5 10 15 20
t[s]

Fonte: o autor.

Dessa maneira, verifica-se que a solucdo geral obtida pelo método das mdaltiplas escalas,
até a aproximacao de primeira ordem, é suficientemente proxima da solu¢do numérica para o

oscilador mecanico de Duffing.
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3.4  Estudo de Estabilidade do Oscilador de Duffing

A estabilidade do oscilador mecanico de Duffing, com amortecimento e forcamento
externo, ¢ investigada para o caso de ressonancia primaria, isto ¢, para {2 = o,. Em vez de usar
a frequéncia de excitagdo €2 como parametro, introduz-se um parametro de sintonia o, tal

que:

Q=w,+¢0, (3.14)

que descreve quantitativamente a proximidade de @ para @, e 0 = O(l).

Substituindo a eq. (3.14) na eq. (3.10) e eliminando os termos seculares conduz a:
H H 2 F ioT;
210yD,A=—alw,A-3 A A+?e L (3.15)
Expressando a funcdo complexa A, na forma polar, como:
1 i
Azgae‘P, (3.16)

onde a e ¢ sdo reais. Substituindo a eq. (3.16) na eq. (3.15) e separando as partes real e

imaginaria, obtém-se o seguinte conjunto de equacdes:

2 ——qa+— sen(y) (3.17)
20, ’
ay = ca— P g3 +Lcos(\y), (3.18)
8w, 20,

onde, Y =G T, —@. Além disso, a e ¢ sio amplitudes e fase do sistema.
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Na busca das solucdes estacionarias, faz-se 8 =¢ =0 nas egs. (3.17) e (3.18). Dessa

maneira, os valores estacionarios tornam-se solucdes do sistema algébrico dado pelas equactes
(3.19) e (3.20):

1
—oaa+——TIsen(y)=0 (3.19)
20,
o ——S fa’ + ! I cos(y)=0 (3.20)
8w, 20, ’ '
ou ainda,
iI”Sen(l//) =oa, (3.19)
20,

! Fcos(z//):(—o-+82 ﬂazJa, (3.20)

0 0

Resolvendo as equagdes algébricas resultantes (egs. (3.19) e (3.20)), tem-se quea =0
ndo é uma solugdo. Dessa maneira, considerando a # 0, elevando ao quadrado os dois lados de

cada uma destas equacdes e somando-as, obtém-se:

2 2
a2a2+(oa—83 ,Ba3] L (3.21)
2

que representa a equacao da resposta em frequéncia do sistema.
A estabilidade das solugdes estacionarias, indicadas pelo tipo de linha na Figura 3.2, é

determinada através da avaliacdo de autovalores calculados a partir da matriz Jacobiana (J). Em
um ponto singular (5 ,1/7)a matriz Jacobiana das equac¢des de modulacdo, egs. (3.17) e (3.18) é

dada por:
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—a > cos(i7)
~ ~ [0
JEwy)= 3. 1 1 (3.22)
B a L Lop) - Leen)
4a, 2, @, a

onde os pontos singulares a e & sdo dados pelas solucdes de (3.21) .

Utilizando as egs. (3.19) e (3.20) com @ =¢ =0 para eliminar cos(i7 ) e sen(y ) obtém-

Se.

J@y)= (3.23)
é[a— 9 52J ~a
a 8w,
Sendo assim, os autovalores dados por:
P M%){%] (320
’ 8w, 8w,

Uma solucdo & € instavel, se pelo menos um autovalor tem uma parte real positiva, caso

contrario é estavel. Nesse sentido, para & ser instaveis, é necessario que:

(0—3—ﬂ52](0'—9—’852J+a2<0. (3.25)

8w,

3.5  Resposta em Frequéncia para o Sistema

A partir da eq. (3.21) obtém-se, utilizando o software MATLAB ®, a curva da resposta
em frequéncia, conforme mostra a Figura 3.2 (a). Nesta figura a curva composta por solucées

estaveis, trajetorias azuis, e instaveis, trajetdria vermelha e apresenta, o fendmeno do salto.
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Figura 3. 2 — (a) Amplitude do sistema em ressonancia primaria e (b) descricéo do fendmeno de salto.
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A Figura 3.2 (b), ilustra o fenémeno de salto apresentado na resposta do oscilador de

duffing. Neste caso, existe uma solugcdo para Q < 7.22 e Q > [.75 e trés solucdes para o

intervalo .22 < Q < 1.75. Nos locais de frequéncia Q =7.22 e Q = 1.75, existem apenas duas

solucgdes, nestes pontos a resposta periddica do oscilador Duffing forcado e amortecido perde

estabilidade, levando a um salto na resposta.
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Capitulo 4

APLICACAO DO METODO DAS MULTIPLAS ESCALAS E
ANALISE DE ESTABILIDADE DE UM SISTEMA
MECANICO NAO LINEAR

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento de um sistema mecanico nao linear
com absorvedor ndo linear. Nesse sentido, inicialmente, apresenta-se as equacdes do
movimento do sistema de dois graus de liberdade e, em seguida, obtém-se as solucdes analiticas
aproximadas de primeira ordem utilizando o Método das Mdltiplas Escalas e, entdo, verifica-
se qudo préximo esta aproxima-se da solucdo numérica, obtida através do Método de Runge-
Kutta de Quarta Ordem. O Método das Multiplas Escalas também é utilizado para obter
equacOes que descrevem as modulacGes de amplitude e fase do sistema. Considerando o caso
de ressonancia primaria, um parametro de sintonia é introduzido e uma solucéo livre de termos
seculares é obtida. Para a analise no estado estacionario, considera-se que as equacdes
diferenciais que descrevem as modulacGes de amplitude e fase do sistema sdo nulas. Por fim,
encontra-se a equacao resposta de frequéncia e determina-se as regifes de estabilidade através

da aplicagdo do critério de Routh-Hurwitz.
4.1 Equagdes do Movimento

Apresenta-se, a seguir, um sistema vibratério de dois graus de liberdade, com

amortecimento, cujo modelo é mostrado na Figura 4.1. Deseja-se, a partir do subsistema

formado por (mz,kz,klz,cz), atenuar os niveis de vibragdo da massa principal m,. A este
subsistema, da-se no nome de Absorvedor Dinamico de Vibracdo (ADV).

Nesse sistema, as coordenadas X; e X, representam os deslocamentos do sistema

principal e do absorvedor, respectivamente, X; e X; séo derivadas de X; ,J=12 e t o tempo.
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Figura 4. 1 — Modelo do Sistema de 2 g. d. I.
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Fonte: o autor

Aplicando a Segunda lei de Newton, escreve-se as equacdes do movimento para o

sistema, mostrado na Figura 4.1, da seguintes formas:
M, + kX, + Ko 4% — Ky (X, =X, ) =Ky (%, =X, ) +¢, (%, =X, )= f cos(¢2t), (4.1)
m, %, +K, (X, =X, )+ Ky (X, =%, )’ +C,(%, - % )=0. (4.2)

Destaca-se que este sistema é composto por molas (kl,kz) com caracteristicas ndo
lineares e amortecedores lineares, e que a massa principal M, é excitada por uma forca externa

do tipo F(t): fcos([)t). Alem disso, os valores dos parametros estdo listados na Tabela 4.1:

Tabela 4 1 — Valores dos parametros do sistema nao linear com absorvedor nao linear.

Simbolo Parametro Valores | Unidade
m, Massa do sistema principal 10 kg
m, Massa do absorvedor 0.8 kg
k, Rigidez linear do sistema principal 44 N/m

k, Rigidez ndo linear do sistema principal 8 N/m?3
K, Rigidez linear do absorvedor 2 N/m
K, Rigidez néo linear do absorvedor 0.5 N/m3
C, Coeficiente de amortecimento do sistema principal 0.1 Ns/m
C, Coeficiente de amortecimento do absorvedor 0.08 Ns/m

Fonte: Adaptado de Saberi, Nahvi (2014).
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A partir de manipulages algébricas, as egs. (4.1) e (4.2) sdo escritas como:

X, + @7X, + 80X +8&, X, —ea,X, —g0y(X, — X, )* +e&, (X, — X%, ) = &f cos(€2t), (4.3)

%, + 02 (%, — %)+ £B,(x, = x, )’ +&&(%, —%,)=0. (4.4)

onde @, e @, sdo frequéncias naturais; ¢,,i=123 e f,,i =123 sdo parametros lineares e ndo

lineares, & ,i=123 sdo coeficientes de amortecimento, f é a amplitude da forca, dados por:

o=t p2te g2t g2k 2 20 @5
ml mZ ml ml ml ml ml
_C - p.= K gt (4.6)
m, m,

e £ <<1 indica uma pequena grandeza assumida.

4.2 Meétodo das Multiplas Escalas Aplicado ao Sistema Mecéanico N&o Linear
Aplicando o Método das Multiplas Escalas (MME), de acordo com Nayfeh e Mook

(1979), deseja-se encontrar uma solucéo uniforme de primeira ordem do sistema mecénico néo

linear com absorvedor ndo linear descrito na secdo 4.1. Considerando dois termos de expanséao

de X, a solucdo pode ser expressa como:
Xl(t;g): XlO(TO ’T1)+‘9X11<T0 ’Tl)’ (4.7)
Xz(t;g): Xzo(To ’T1)+‘9X21(T0 ’Tl)’ (4.8)

onde T, =t e T, =&, uma vez que, neste trabalho, a expansdo sera realizada até O(s), e

X;, ] =12 séo funcBes a serem determinadas.
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As derivadas de primeira e segunda ordem de x em relacdo ao tempo devem ser

expressas em termos de derivadas parciais, relativamente a T,. Assim, tem-se que:

%:dii+ﬂi: DO +8D1, (49)
dt  dt o1, dt oT,

d’x _a(D, +sD1)+86(D0 +¢D,)
dt? aT, aT,

= D} +2¢D,D;, (4.10)

onde D, :i,n =01.
aT,

Substi:uindo as egs. (4.9) e (4.10) nas egs. (4.3) e (4.4) e ordenando cada termo em
relacdo as poténcias de g e 51, tem-se, respectivamente, o seguinte conjunto de equacoes:
e Paraordem &
(D2 + 2y, =0, (4.11)
(D02 +a@, )Xzo = 0, %, (4.12)

1
e Paraordem¢ :

(Do2 + a)lz )Xll = f COS(QTO )_ 2D, D%y — & DXy — aleo T, Xy (4.19)
+Q; (Xzo — X )3 - &0, (Xlo - Xzo)f

(Do2 + a’zz )le =2 Do D1X20 + a)zz Xip + 181 (Xzo ~ X0 )3 - é:s Do (Xzo - X10)- (4.14)
As solugdes gerais das egs. (4.11) e (4.12 podem ser expressas nas seguintes formas:

X, = Ae'™ +cC, (4.15)
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X, = BE'® + I7 Ae"™ +cc, (4.16)

2
. ~ ~ . .
——2—, AeB sfo funcBes desconhecidas em T, e, que podem ser determinadas
W, — @,

onde 7] =

a partir da eliminacao dos termos seculares e cc representa o conjugado dos termos anteriores.
As solucdes particulares das eqgs. (4.13) e (4.14), depois de eliminar os termos seculares, séo

dadas por:

X,y =Ce™" +U,'% + H g™ + e 1 H g% 1 H,glenoe
4.17
i(20 -, )Ty (e +20, )Tg (020, )Tg ( )
+H.e +Hge +H.e +cCC,

X, = D + U, 4 Hge'™® 4 Hoe¥ 0 1 H, g% 4 H, gl
_ _ _ (4.18)
+ leel(zwlfwz)TO + Hl3el(wl+2w2 )TO + Hl4e|(w172w2 )TO +CC ,

onde C,DU,,s=12 e H, k=1,..14 sao funcdes complexas em T,, apresentadas no Apéndice
A

Contudo, a solucdo geral de X, e X, até a aproximacao de primeira ordem é dada por:
Xy =Xy €Ky, (4.19)
Xy = Xpo T EXy. (4.20)

4.2.1 Avaliagdo da resposta obtida pelo Método das Multiplas Escalas

A busca por solucBes precisamente aproximadas de uma equacao diferencial ndo linear
¢ basicamente realizada de duas maneiras: metodos numéricos e metodos analiticos
aproximados. Nos métodos numéricos o sistema é resolvido por integragdo numérica das
equacdes de movimento. Ja a aproximacdo analitica é obtida quando algum parédmetro do
problema pode ser considerado pequeno, sendo que métodos para realizar estas aproximacoes,
sdo denominados Métodos de Perturbacdo (BORGES, 2000).
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A Figura 4.2, apresenta as solu¢fes numeéricas para o sistema, obtida pelo método de
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), e as solugfes analiticas, (egs. (4.19) e (4.20)) obtidas
atraves do MME, de modo a avaliar-se a eficiéncia do Método de Perturbacdo aplicado ao
sistema ndo linear em questdo. Os valores dos parametros utilizados estdo listados na Tabela

4.1 mostrada anteriormente.

Figura 4. 2 — (a) Sistema principal e (b) Absorvedor.

0.05
—MME —MME
—RK4 —RK4
E o E,
> >
-0.05, 10 20 30 30

t[s]
@) (b)

Fonte: o autor.

Observa-se que, tanto para o sistema principal, Figura 4.2 (a), quanto para o absorvedor,
Figura 4.2 (b) a solucdo geral de X, e X,(egs. (4.19) e (4.20) respectivamente), encontradas

através da aplicacdo do MME, pouco diferem das solugdes numeéricas obtidas pelo método de
RK4 para o sistema de egs. (4.3) e (4.4).

Dessa maneira, verifica-se que a solucdo geral obtida pelo método de perturbacdo com
a aproximacado de primeira ordem, é muito proxima da solucdo numérica para o sistema nédo
linear em questdo. Vale destacar que, a teoria de perturbacéo so é valida para pequenos valores
do parametro de perturbacéo e que para uma maior precisao da solucdo analitica, geralmente, é

necessario a consideracdo de termos de ordens superiores na expansdo (MARQUES, 2013).

4.3 Estudo da Estabilidade do Sistema Mecénico Nao Linear

A seguir, a estabilidade do sistema vibratorio de dois graus de liberdade (g.d.l.), com

amortecimento, é investigada para o , ou seja, em que a frequéncia da excitacdo externa 2, é
muito proxima da frequéncia natural 2= ®,. Em vez de usar a frequéncia de excitacdo 2

como parametro, introduz-se um parametro de sintonia o, tal que:
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Q=w+¢0, (4.21)

que descreve quantitativamente a proximidade de {2 para @, € 0= 0(1).

Substituindo a eq. (4.21) nas egs. (4.13) e (4.14) e eliminando os termos seculares

conduz as seguintes condicdes de solvibilidade:

2

2i0,D, A= [~ E i, + 0, + Eyen, (1~ 1)]A- 3o, + oy (1, ~1F ] A
4.22)
+6a,(7; —1)AB§+%e“’T1,

2 pa— J—
2iD,®,B = (ofm_z@z)[ﬁ%(rl —1F AAB + (&,im, +a, )B + 30.,B B]
1~ W (4.23)

~64,(I;-1Y AAB—¢&,iw,B—3/3,B°B..

Expressando as fungdes complexas A e B, na forma polar, como:

A= %aeig, (4.24)
1 5

onde a,b,0 e , sdo reais. Substituindo as eqs. (4.24) e (4.25) nas egs. (4.22) e (4.23) e

separando as partes real e imaginaria, obtém-se o seguinte conjunto de equacdes:
a =ca—d sen (n), (4.26)
' 3 2
an =c,a+c,a’ +c,ab’ —dcos (n), (4.27)

b =cb, (4.28)
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by =c,b+cb®+cza’h, (4.29)
onde,
f 1 1 3
d=——.,,= _[_ &+ gz(rl _1)]102 =——a,[,C;= _[al —0(3(1—1 _1)3]’ (4.30)
@, 2 20, 8w,
3 1 1 3 3
C, = _4_(01“3([1 _1)’05 = E(ﬁza)zzrz _53)106 :Eazrza’z v :_gaswzrz +@ﬂl’ (4.31)
3 2 3 2
Cs = __as(rl _1) ,1, +_ﬂ1(rl _1) ' (4.32)
4 4o,
e [,=—; L ~,11=0-0T,. Além disso, a e 6 sdo amplitudes e fase do sistema principal,
0, — W,

respectivamente, b e y sdo amplitudes e fase do absorvedor.

Na busca das solugdes estacionarias, faz-se @ =b =1 =y =0 em (4.26) — (4.29).
Dessa maneira, 0s valores estacionarios tornam-se solugdes do sistema algébrico dado pelas
equacOes de (4.33) a (4.36):

c,a—dsen(y)=0, (4.33)
(c,—o)a+c,a® —c,ab® —dcos(y7)=0, (4.34)
ch=0, (4.35)
c,b+cb’+cah=0. (4.36)

Resolvendo as equacOes algébricas resultantes, eqs. (4.33) — (4.36) produz trés

possibilidades para os pontos fixos, a saber:

e Caso(1):a#0,b=0;
e Caso(2):a=0,b=0;
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e Caso(3):a#0,b=0.
dos quais apenas o primeiro pode acontecer.
Assim, considerando b = 0 e elevando ao quadrado os dois lados de cada uma das eqgs.
(4.33) e (4.34) e somando-as, obtém-se:

[(c2 —cs+caa2)2] a®+cfa*=d?* , (4.37)

que representa a equacdo da resposta em frequéncia do sistema.

Vale mencionar que, os valores de a e n séo solucdes das eqs. (4.33) e (4.34), uma vez
que considera-se 0 caso (1), em que b = 0. A variacdo de a e n em relagdo a T1 € apresentada
na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Variagdo de a e 1 calculada numericamente.
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T

Fonte: o autor.

A Figura 4.3 mostra a variacdo de a e n em relacdo a T: calculada numericamente a
partir das egs. (4.33) e (4.34), parac =0, b =0, a(0) = 0.01 e #(0) = 0.01. Nela, observa-se
que, a principio, a e n apresentam oscilacdes mas, no estado estacionario tornam-se constantes.

A estabilidade do sistema sob ressonancia primaria sera estudada utilizando o Método

de Andronov e Vitt ( Nayfeh and Mook, 1979). Dessa forma, considera-se as seguintes relacoes:

da=d, +q,

n=1+1,, (4.38)
b=h, +b,
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onde @,,7, e ), sdo solugdes em estado estacionério das Eqgs. (4.33) — (4.36) e &,,7, e b, sdo

pequenas perturbacdes.

Substituindo o sistema de egs. (4.38) nas egs. (4.33) — (4.36) obtém-se a seguinte matriz:

a a,
m|=3|m | (4.39)
b | |b

C, - (Cz - O')ao - Csag 0 (4.40)
J= (CZ _O-) c, 0,

2

0 0 C;

Sendo assim, a equacdo caracteristica escrita como:

L+ A2 +cyd+cy, =0, (4.41)

onde
Cy =—2C, —C5,C,p =3a:C; +4a2C,C, —4a.C,0 +C. —2C,0+C; +2C,C, +0°, (4.42)
C,, =—3C.8,C. —4C.a2C,C, +4C,a.C,0 —C,C) +2C,C,0 —C.C; —C.07, (4.43)

Os zeros da equacao caracteristica é dada pela:
—(A-c, )(/12 —2J¢, +3a5¢2 +4aC,C, +C2 +C; —2C,0+ 02): 0, (4.44)

E os autovalores sdo:
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A =C + \/— (c3a§ +C, —0X3c3a§ +c2 —0'), (4.45)
dy=C,—+- (c3a§ +C, — 0X303a§ +C2 —0'), (4.46)
Ay =Cs. (4.47)

4.4 Bifurcacéo Sela-n6

A solucéo real da eq. (4.37) determina a amplitude da resposta do sistema principal em
ressonancia primaria. Nela, existem trés solucdes reais entre dois pontos de tangente vertical,
que sdo denominados pontos limites de bifurcacdo, conhecido na literatura como bifurcacao
sela-n6 (ELNAGGAR, KHALIL, 2014).

As localizagBes dos pontos de saltos séo obtidos através da diferenciacdo da equacéo de

do .
> =0. Dessa maneira, a
a

resposta de frequéncia eq. (4.37) com relagéo a a* e considerando

expressao resultante é dada por:
2 2 2 2 2 _
(csa +C, — a) +c; +2a‘c, (csa +C, — a)— 0, (4.48)

com solucgdes:

o, =C,+2ca’ +./cia* —c; . (4.49)

Na Equacéo (4.49), se Cgfa4 —Cf existe um intervalo o_ <o <o, , o qual apresentam

trés respostas para a amplitude do sistema.
4.5 Critério de Routh-Hurwitz
A regido de estabilidade da curva de resposta em frequéncia eq. (4.37), sera determinada

pelo critério de Routh-Rurwitz, descrito no Anexo A. Nesse sentido, considerando a eq. (4.41),

constroi-se a matriz H :
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C9 Cll O
H=[1 ¢, 0] (4.50)
0 C9 Cll

As condicbes necessarias e suficientes para que os coeficientes da eq. (4.41) e os

determinantes da matriz de Hurwitz, eq. (4.50), possuam parte real séo negativa s&o:
Cy >0, >0,6,, >0,¢,C,p—C;; >0 e ¢, €, —C% >0. (4.51)

Quando estas condi¢des sdo satisfeitas, 0s pontos fixos sdo estaveis, caso contrario, sdo

instaveis.
4.6 Resposta em frequéncia do sistema

A Equacgdo (4.37) é uma equacdo algébrica ndo linear resolvida numericamente
utilizando o software MATLAB ® e o resultado ¢ apresentado na Figura 4.4. Nesta figura, a
curva resposta em frequéncia é composta por linhas continuas e tracejadas, que representam as
solugdes estaveis e instaveis, respectivamente, determinadas de acordo com o Critério de

Routh-Hurwitz, conforme descrito na Subsegéo anterior.

Figura 4. 4 — (a) Amplitude do sistema principal em ressonancia priméria para f = 0.2N, (b) descricdo do fendmeno de salto.
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Fonte: o autor.
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Na Figura 4.4 (a), observa-se que a curva apresenta, uma das caracteristicas marcantes
de sistemas néo lineares, o fendmeno de salto (jump phenomenon). A resposta em frequéncia
do sistema principal possui amplitude de pico em amax=0.3568m que ocorre em ¢ = 0.0850
rad/s e a apresenta uma regido instavel no intervalo de 0.08399 < ¢ < 0.08669, conforme mostra
os autovalores listados na Tabela 4.2.

A Figura 4.4 (b) apresenta uma descricdo do fendbmeno de salto. Se a experiéncia
comecar no ponto 1 e a frequéncia é aumentada gradualmente, ocorrendo um salto do ponto 2
ao 3, acompanhadas por mudancas na amplitude e fase. Quando a frequéncia é ainda maior, a
amplitude segue da trecho 3 para o ponto 4. Por outro lado, diminuindo o valor da frequéncia,

a resposta segue a curva ao longo das passagens 5 — 6 — 7 — 8.

Tabela 4. 2 — Autovalores do sistema nao linear com absorvedor ndo linear com f = 0.02.

o A Ay Ay
0 -0.013762 + 0.05872i -0.013762 - 0.05872i -0.045238
0.08 -0.013762 + 0.014051i -0.013762 - 0.014051i -0.045238
0.08398 -0.013762 - 0.0073204i -0.013762 + 0.0073204i | -0.045238
-0.013762 + 0.007265i -0.013762 - 0.007265i
0.08399 -0.028148 0.00062373 -0.045238
-0.026818 -0.00070583
-0.013762 +0.01465i -0.013762 - 0.01465i
0.08669 -0.026881 -0.00064263 -0.045238
-0.028113 0.00058928
0.08671 -0.013762 + 0.01472i -0.013762 - 0.01472i -0.045238
0.09 -0.013762 + 0.023129i -0.013762 - 0.023129i -0.045238
0.1 -0.013762 + 0.03856i -0.013762 - 0.03856i -0.045238

Fonte: o autor.

A Tabela 4.2 apresentam os autovalores do sistema néo linear com absorvedor ndo linear

para f = 0.02, calculados através das Egs. (4.45) a (4.47). Observa-se que no intervalo de

0.08399 < ¢ < 0.08669 obtém-se trés autovalores, sendo que 4, e A, estdo relacionados com a

resposta estavel e 4, com a resposta instavel, uma vez que o sinal da parte real é positiva.
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Vale ressaltar que, a regido de estabilidade da curva também é determinada mediante a
aplicacdo do critério de Routh Hurwitz, conforme descrito na se¢do 4.5.
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Capitulo 5

SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos através simulagdes
computacionais do sistema nao linear com absorvedor ndo linear, para o caso de ressonancia
primaria. O intuito € analisar o comportamento do sistema para diferentes valores de amplitude
de forca. Sendo assim, serdo mostrados figuras onde se estuda: respostas no dominio do tempo,
planos de fase e secBes de Poincaré. As simulacdes foram realizadas no software Matlab®, e
considera-se as condicdes iniciais nulas. Com os resultados obtidos, sdo identificados os

comportamentos principais deste sistema dinamico.
5.1 Analise das Respostas no Dominio do Tempo para o Sistema

A solucdo numérica do sistema nédo linear em questdo, sera obtida pela integracdo das
egs. (4.3) e (4.4). Paraisso, inicialmente é necessario transforméa-las em um sistema de equacdes

primeira ordem, conforme apresentado a seguir:

Xl =Y
Y, = _wixl _8“1Xf —e&;Y, HeayX, + 80‘3()(2 - X1)3 _3‘22(3/1 - yz)"’ ef COS(Qt)
Xz =Y,

Y, =—(D§(X2 =X )—eBy (X, =X )3 —e&(Y,— V1)

(5.1)

A Figura 5.1 apresenta o comportamento do sistema principal ndo linear sem absorvedor
e com absorvedor, em ressonancia primaria, isto é, para {2 = @,. Nesse caso, considera-se as

condig0es iniciais nulas e os valores de parametros «, =0.8, & =0.01 e f =0.02.
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Figura 5. 1 — (a) Respostas no dominio do tempo do sistema ndo linear sem absorvedor e com absorvedor néo linear, (b)
plano de fase do sistema principal sem absorvedor e (c) sistema principal com absorvedor néo linear para f = 0.02.
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.1 (a), observa-se que a insercdo do absorvedor ndo linear proporciona uma
atenuacdo na amplitude da resposta do sistema em questdo. Porém, o plano de fase do sistema
principal sem absorvedor (Figura 5.1 (b)) apresenta-se mais bem comportado quando
comparado ao plano de fase do sistema principal com absorvedor ndo linear (Figura 5.2 (c)).

As respostas no dominio do tempo, os planos de fase e as se¢fes de Poincaré do sistema
principal e do absorvedor, originérias da variacdo do parametro de amplitude de forca f, sdo
apresentadas nas Figuras 5.2 — 5.7. Sendo considerados diferentes valores para a amplitude de
forca f, a fim de verificar a influéncia deste parametro no comportamento tanto do sistema

principal quando do absorvedor.
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Figura 5. 2 — Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e secbes de Poincaré () e (f) do sistema
principal ndo linear e do absorvedor nao linear, respectivamente, para f = 0.02.
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Vale mencionar que, neste estudo, considerou-se o caso de ressonancia primaria 2 = @,

e as condi¢Bes iniciais nulas, isto & X,(0)=0,x,(0)=0,y,(0)=0. As simulacdes foram

realizadas eliminando a parte transiente inicial, e os valores dos parametros do sistema (5.1),

estdo listados na Tabela 4.1.

Quando f = 0.02, observa-se que os graficos da evolugdo no dominio tempo, Figura 5.2

(@) e (b), sistema principal e absorvedor, respectivamente, exibem oscilagdes de baixa
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amplitude em torno do ponto zero as quais séo inicialmente irregulares e, apds um periodo de
tempo, se tornam regulares. As curvas fechadas presentes nos retratos de fases, Figura 5.2 (c) e
(d), sistema principal e absorvedor, respectivamente, mostram que ambos apresentam

comportamentos periddicos. Assim, como as sec¢Oes de Poincaré, Figura 5.2 (c) e (d), sistema

principal e absorvedor, respectivamente, que apresentam pontos agrupados no plano.

Figura 5. 3— Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e se¢es de Poincaré (e) e (f) do sistema
principal e do absorvedor, respectivamente, para f = 5.
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Fonte: o autor.
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Para f = 5, Figura 5.3 (a) e (b), nota-se um aumento consideravel nas amplitudes de
resposta tanto do sistema principal quanto do absorvedor. Na Figura 5.3 (c) e (d), os planos de
fase, também, apresentaram um aumento nas oscilagbes. Entretanto, ambos os sistemas
continuam apresentando comportamento consideravelmente estavel, conforme observa-se nas
secOes de Poincaré, Figura 5.3 (e) e (f).

Figura 5. 4 — Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e se¢des de Poincaré (e) e (f) do sistema
principal e do absorvedor, respectivamente, para f = 15.
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Em f = 15, observa-se que, a resposta no dominio do tempo do sistema principal e do
absorvedor, Figura 5.4 (a) e (b), respectivamente, apresentam oscilagdes irregulares e ndo ha
repeticdo do periodo. Na visualizacdo dos espacos de fase, Figura 5.4 (c) e (d), sistema principal
e absorvedor, respectivamente, verifica-se indicios de comportamento cadtico. Tal
comportamento é evidenciado através da analise das se¢des de Poincaré, do sistema principal e
do absorvedor, Figura 5.4 (d) e (e), respectivamente, uma vez que, elas apresentam um grande

numero de pontos, espalhados de uma maneira irregular no plano.

Figura 5. 5 — Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e se¢des de Poincaré (e) e (f) do sistema
principal e do absorvedor, respectivamente, para f = 25.
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Para f = 25, Figura 5.5, destaca-se que o comportamento do sistema principal e do

absorvedor apresenta-se mais estavel quando comparado com o resultado de f = 15 da Figura

5.4, porém ele ainda apresenta comportamento caodtico.

Figura 5. 6 — Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e secbes de Poincaré () e (f) do sistema
principal e do absorvedor, respectivamente, para f = 30.
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15

Em f = 30, apresentado na Figura 5.6, o sistema continua evidenciando um

comportamento caotico, porém apresenta um aumento nas oscilagdes irregulares. Nesse
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sentido, observa-se que a intersecdo das trajetorias dos sistemas, tanto principal quanto do

absorvedor, com o plano, Figura 5.6 (e) e (f), permanece exibindo um grande nimero pontos

espalhados no plano.

Figura 5. 7 — Respostas no dominio do tempo (a) e (b), planos de fase (c) e (d) e se¢des de Poincaré (e) e (f) do sistema
principal e do absorvedor, respectivamente, para f = 40.
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Para f =40 o comportamento continua evidente, conforme mostra a Figura 5.7. De modo

geral, destaca-se que tanto o sistema principal quanto o absorvedor apresentam grandes

oscilagdes, com aumento na amplitude de resposta.
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A seguir, 0 comportamento do sistema ndo linear com absorvedor ndo linear sera
analisado, para os diferentes valores do pardmetro de amplitude de forga I', utilizando-se o
critério do expoente de Lyapunov, o qual classifica a estabilidade de acordo com o sinal do

maior expoente.

5.2  Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov definem a média da razdo exponencial em que se diverge da
vizinhanca de uma dada trajetoria, sendo que o comportamento dindmico de um sistema pode
ser previsto através do sinal do maior expoente.

Nesse sentido, a fim de comprovar a presencga de comportamentos periddicos e cadticos
do sistema (5.1) em questdo, aplica-se a teoria dos expoentes de Lyapunov. No entanto, verifica-
se que este sistema trata de um sistema nao autbnomo, que depende explicitamente da variavel
temporal. A fim de eliminar tal variavel, introduz uma quinta variavel z = t e obtém-se um

sistema autdnomo, da seguinte forma:

X1 =Y

Vi = _(Dfxl _gale —€§1 Y HeayX, +E0 (Xz - X1)3 - &€&, (Y1 - Y2)+8f COS(QZ)

X; =Y, (5.2)
Y2 =—CO§(X2 =Xy ) =By (X =% )° —e&3(Yo— VY1)

=1

A partir do sistema de eqgs. (5.2), efetua-se o calculo dos expoentes de Lyapunov,
utilizando-se de um programa computacional implementado no software Matlab®. Os
resultados obtidos sdo apresentados na Figura 5.8 de (a) até (f) para os valores f = 0.02, (b) f =
5, (c) f=15, (d) f =25, (e) f =30 e (f) f = 40, respectivamente. Os valores dos parametros
utilizados nas simulacdes estdo listados na Tabela 4.1, apresentada na se¢éo 4.1, e as condic¢des
iniciais sdo consideradas nulas. VVale mencionar que, as duzentas primeiras iteragcbes foram

eliminadas, visando uma melhor interpretacéo destes expoentes.
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Figura 5. 8 — Evolucéo dos Expoentes de Lyapunov do sistema com absorvedor ndo linear para (a) f = 0.02, (b) f=5, (c) f=
15, (d) f =25, (e) f =30 e (f) f = 40.
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Fonte: o autor.

Paraf=0.02ef=5, Figuras 5.8 (a) e (b) respectivamente, 0 sistema tem comportamento
periddico, uma vez que o maior de seus expoentes € nulo, indicando que as trajetdrias ndo
divergeme, paraf=15, f=25, f=30ef=40, nasFig. (5.7) (c), (d), (e) e (), respectivamente,
confirma-se o comportamento caotico, evidenciado nas simulagdes anteriores, apresentando
estes expoentes de Lyapunov positivos. Nestes casos, ha uma separagédo das trajetorias quando
estas migram para determinada direcdo com o passar do tempo, caracterizando o caos.

A Tabela 5.1 ilustra a evolucdo dos expoentes de Lyapunov, em relagdo a varia¢do dos

valores da amplitude da forca f, mostrando apenas os sinais de cada expoente.
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Tabela 5. 1 — Sinais dos expoentes de Lyapunov para cada valores de amplitude de forga f do sistema.

Amplitude de forca f Sinal dos Expoentes de Lyapunov
0.02 — _ _ _

) — _ _ _

15 + + _ _

25 + _ _ _

30 + + _ _

40 + + - -

Fonte: o autor.

As respostas no dominio do tempo, os planos de fase e as se¢des de Poincaré evidenciam
a presenca de comportamento caético na dinamica do sistema, para alguns valores de amplitude
de forca, o qual € comprovado pela anélise dos sinais dos Expoentes de Lyapunov, conforme
apresentado na Tabela 5.1. Contudo, visando resumir todos os possiveis comportamentos de
como o parametro de amplitude de forga f varia, a seguir, apresenta-se os diagramas de
bifurcacdo do sistema principal e do absorvedor.

5.3  Diagrama de Bifurcacao
Visando ter uma ideia do comportamento global do sistema néo linear com absorvedor
néo linear, descrito pelo sistema de egs. (5.1), na Figura 5.8, apresentam-se os diagramas de

bifurcacdo, produzido usando o segundo método iterativo, descrito na se¢do 2.7.

Figura 5. 9 — Diagrama de bifurcagdo do (a) sistema principal e (b) absorvedor ndo-linear.

20 60
15
40
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20
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Fonte: o autor.
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As Figuras 5.8 (a) e (b), mostram os diagramas de bifurcagdo do sistema principal e do
absorvedor respectivamente, para a amplitude de forca no intervalo de 0 < f < 50. O eixo

vertical denominado por I, representa a distancia do ponto no mapa de Poincaré a partir da

origem r. =./x* +y> . No diagrama de bifurcagdo, o parametro f é aumentado de zero para 50
1 1 yl

e, em seguida, diminuido de f = 50 volta a zero.

No diagrama de bifurcacgéo referente ao sistema principal, Figura 5.8 (a), observa-se que
entre 0 < f < 10.5 aproximadamente, existem regides onde o parametro f esta associado a um
numero finito de pontos. Conforme f aumenta o sistema passa por um regime caético, mais
precisamente em 10.5 <f < 20 e, em 20 < f < 26 apresenta-se mais bem comportado. Quando
26 < f < 50 tem-se, novamente, um comportamento cadtico, que é aumentado para os valores
da amplitude da forca seguintes.

A Figura 5.8 (b), mostra que o absorvedor apresenta um comportamento bastante similar
ao sistema principal, sendo que entre 0 <f<9e 20 <f < 26 o parametro f esta associado a um
namero finito de pontos, onde a varidvel r oscila com periodicidade dois, e entre 9 <f<20 e
para 26 <f < 50 tém-se as regibes onde o parametro f apresenta nuvens de pontos, indicando

onde ocorre 0 comportamento caotico.
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Capitulo 6

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Com este trabalho procurou-se destacar o crescente interesse pelo estudo dos fenémenos
ndo lineares e ressaltar a importancia da andlise de vibracdes em sistemas mecanicos com
caracteristicas ndo lineares.

Inicialmente, apresentou-se, de maneira geral, os conceitos fundamentais para a analise
de sistemas dindmicos ndo lineares. Tais conceitos foram exemplificados utilizando-se do
oscilador mecanico de Duffing.

Posteriormente, realizou-se uma revisao acerca do Método Perturbacdo conhecido como
Método das Mdltiplas Escalas. Apds descrever a ideia basica, aplicou-se este método na
equacdo do oscilador de Duffing e avaliou-se a resposta aproximada obtida e estudou a
estabilidade do sistema com amortecimento e forcamento externo para o caso de ressonancia
primaria.

A partir deste ponto, pdde-se modelar um sistema mecanico néo linear com absorvedor
ndo linear e investigou-se o0 seu comportamento, também para o caso de ressonancia primaria.
Com a aplicacdo do Método das Multiplas Escalas verificou-se que as solucGes aproximadas
obtidas sdo bem proximas das solugdes numéricas, destacando a eficiéncia deste metodo de
perturbacdo. Para o caso de ressonancia primaria, a resposta em frequéncia do sistema com o
absorvedor, aplicando uma certa forca ao mesmo, é composta por uma curva continua com
solugdes estaveis e instaveis e a presenca do fendmeno de salto. A regido de estabilidade das
solugdes sdo determinadas pelo critério de Routh-Rurwitz, o qual mostrou-se eficiente na
andlise tanto para situacdes de estabilidade quanto de instabilidade. Identificou-se entdo no
intervalo, a regido na qual o critério ndo é satisfeito e, portanto, sdo regido denominada instavel.

Na sequéncia, apresentou-se os resultados numeéricos, de diferentes formas, atraves de
graficos que mostram a evolucdo das repostas no dominio tempo, na forma de planos de fase e
de secBes de Poincaré. As simulagdes foram realizadas com o auxilio do software MATLAB®.
As respostas no dominio do tempo, retratos de fase e se¢do de Poincaré do sistema principal e
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do absorvedor mostram trajetorias, inicialmente, irregulares que, com o passar do tempo,
tornam-se regulares, evidenciando um comportamento estavel para f = 0.02 e f = 5. A medida
que a amplitude de forca foi aumentada, observou-se que o sistema apresenta comportamento
cadtico. Neste caso, foi possivel observar nas respostas um emaranhado de curvas que nunca se
fecham e secdo de Poincaré com diversos pontos espalhados de forma irregular no plano. Além
disso, nota-se um aumento considerdvel nas amplitudes de resposta de ambos 0s sistemas.

Posteriormente, analisou-se a estabilidade do sistema ndo linear com absorvedor néo
linear para os diferentes valores do parametro de amplitude de forca, utilizando o critério do
maior expoente de Lyapunov. Os resultados obtidos comprovam a presenca de comportamento
caotico na dindmica do sistema, para alguns valores de amplitude de forga.

Por fim, investigou-se o comportamento global deste sistema através da apresentacéo
dos diagramas de bifurcacdo do sistema principal e do absorvedor. Observou-se que existem
regides onde o parametro f estd associado a um naimero finito de pontos e conforme faumenta
0 sistema passa por um regime cadtico.

Como sugestBes para trabalhos futuros, a experiéncia adquirida com esta pesquisa
permite apontar as seguintes possibilidades: analisar o comportamento do sistema para outros
casos de ressonancia em diversos tipos de sistemas, aplicar métodos de reducdo de modelos e
técnicas de otimizacdo de bio-inspiradas de modo a determinar pardmetros 6timos do
absorvedor ndo linear para controle de vibragdes e estudar técnicas para o controle do caos em

sistemas mecanicos.
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APENDICE A

CALCULOS DO METODO DAS MULTIPLAS ESCALAS

No Capitulo 4, secdo 4.2, vimos que as solucdes particulares das egs. (4.13) e (4.14),

depois de eliminar os termos seculares, sdo dadas por:

X,y =Ce™ + U7 + He¥ 4 H,e' ™ + H g™ 4 H g?are)n
_ _ _ (4.17)
n H5e'(2a’1—a’z)To n Hsel(a)l+2a’2)T0 n H7e'(a’1‘2a’z)To e

X,, = De® +U,e' %0 4 H el 4 H ¥l 4 H, oMb 4 elPerre)
| | | (4.18)
+H, e Y eller2el g eila20Th 4 oo

onde C,D,U,,s=12 e H, ,k=1,..14 s&o funcdes complexas em T,, dadas por:

C =1 [2io,D,A—EimA—3a,A°A +a,[,A+3a,(I, -1 A2A
w,
+6a,(I;, —1)ABB +&im, (I, - 1)A],
p-_1 [2iw,D,B+w?H, -6p,(I; -1 AAB-¢&,iw,B—3p,B°B,

2w,

f 1 1
V=i at) VT i) (w2u,), Hl=‘@[—alA3+%(ﬂ—1)3A3]'

1 o _
H, =m[6a3(F—1)2AAB+(§ZIa)2 +a,)B+30,B7B],
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_ 1
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ANEXO A

CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

O Critério de Routh-Hurwitz é utilizado para investigar a estabilidade de sistemas
dindmicos. Sabe-se que para um sistema ser considerado estavel é necessario que todos 0s
autovalores da matriz Jacobiana, associada a um determinado ponto de equilibrio, possua parte
real positiva. Nesse sentido, em 1974, Edward John Routh estabeleceu um primeiro critério
para que um polinémio tivesse raizes com parte real negativa. Para Routh, bastavam apenas
serem positivos os coeficientes do polinémio para que tal condicdo fosse satisfeita. Porém, em
1895, Adolf Hurwitz classificou esta condicdo como necessaria, mas ndo suficiente
estabelecendo um novo critério de modo que, além do polinémio ter todos 0s seus coeficientes
positivos, faz-se necessario que todos os determinantes da matriz de Hurwitz (H) também
sejam. Caso um dos coeficientes seja zero ou negativo, juntamente com pelo menos um
coeficiente positivo, entdo ha no minimo uma raiz com parte real positiva indicando que o ponto
de equilibrio do sistema ndo é estavel (BELUSSO, 2011).

Dado um polinémio:

P(¢)=¢"+a ™ +a, " +...+a,,C +a,,

a matriz H € construida através de seus coeficientes procedendo da seguinte forma:

a, a, 0
H - 1 61.2 0
0 0 a

Observa-se que, a matriz Hurwitz consiste da primeira linha formada pelos coeficientes
impares, a segunda linha pelos coeficientes pares, cujo termo ap deve ser sempre igual a1l e a

diagonal principal formada pelos coeficientes do polinémio.



