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RESUMO

QUEIROZ, L. R. S. Abordagem estocastica de mdquinas rotativas utilizando os métodos
Hipercubo Latino e Caos Polinomial. 2017. 119 f. Dissertagdo (Mestrado em Modelagem e
Otimizacdo) — Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade

Federal de Goias — Regional Catalao, Catalao — GO.

Sistemas mecanicos estdo sujeitos a incertezas que surgem a partir da imprecisdo dos dados
ou da natureza dinamica do problema. Diferentes métodos tém sido utilizados para lidar com
a propagac¢do de incertezas, entre eles o Hipercubo Latino e o Caos Polinomial. O hipercubo
latino permite obter a resposta do processo aleatdrio a partir da amostragem por alguma
distribuicdo de probabilidade, sobre pontos do dominio do processo. Por sua vez, a expansao
em caos polinomial permite separar as componentes estocasticas e deterministicas da resposta
do processo aleatorio a partir do uso de polindmios ortogonais condizentes com a distribui¢ao
de probabilidade das varidveis aleatorias que representam as incertezas. Neste trabalho,
utiliza-se o hipercubo latino e o caos polinomial para avaliar o efeito de incertezas em
sistemas dinamicos. Inicialmente foram considerados sistemas mecanicos mais simples, como
forma de valida¢dao da metodologia e, em seguida, fez-se um estudo do efeito de incertezas em

um rotor com mancais hidrodinamicos.

Palavras-chaves: Incertezas, Hipercubo Latino, Caos Polinomial, M4quinas Rotativas.






ABSTRACT

QUEIROZ, L. R. S. Stochastic analysis of rotating machines by using the Latin hypercube
and Polynomial Chaos methods. 2017. 119 f. Thesis (Master in Modelling and Optimization)
— Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Goids —

Regional Cataldo, Catalao — GO.

Mechanical systems may suffer with uncertainties that can appear from non-precise data and
due to the dynamic nature of the problem. Different methods have been used to deal with
uncertainty propagation, such as the Latin Hypercube sampling and Polynomial Chaos. The
Latin hypercube allows to obtain the solution of the random process, by sampling using some
probability distribution, over the process domain data. In its turn, the polynomial chaos
expansion allows to separate the stochastic components from the deterministic ones of the
random solution by using orthogonal polynomials in conformity with the probability
distribution of the random variables representing uncertainties. In this work, we apply the
Latin hypercube and the polynomial chaos in order to study the effects of uncertainties in
dynamical systems. In the beginning of the study, some simple mechanical systems were
considered for the purpose of validating the methodology and, then, we studied the effects of

uncertainties in a rotor supported by hydrodynamic bearings.

Keywords: Uncertainties, Latin Hypercube, Polynomial Chaos, Rotating Machines.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Sistemas mecanicos podem ser lineares ou mesmo ndo lineares. Além disso, grande
parte deles pode ser afetado por algum tipo de incerteza. Por esse motivo, nota-se que cada vez
mais pesquisadores se dedicam a estudar tais caracteristicas.

A resposta do sistema deve ser capaz de representar a sua realidade, mesmo em
condi¢des de incertezas e ndo linearidades. Nao linearidades em um sistema impdem que a
resposta ndo seja diretamente proporcional aos pardmetros de entrada, sendo uma caracteristica
presente em grande parte dos sistemas reais e que requer técnicas proprias a fim de ndo obter
respostas incoerentes com a realidade (THOMSEN, 2003).

As técnicas utilizadas para obter a resposta de sistemas ndo lineares costumam
considerar o emprego de métodos numéricos e a realizagdo de simulagdes computacionais,
enquanto que em sistemas muito simples € possivel obter uma resposta exata de forma
analitica. Nos sistemas mecanicos dindmicos, essa resposta pode corresponder ao seu
movimento (deslocamento, velocidade e aceleragcdo) no decorrer do tempo ocasionado a partir
da aplicagio de alguma forca externa e/ou pelas condi¢cdes iniciais impostas
(DIMARAGONAS, 1996).

Em se tratando de sistemas mecanicos ndo lineares, tem-se um consideravel
crescimento de pesquisas nesta area. Soares (2004) estudou sistemas ndo lineares acoplados
relacionados a interacdo solo-fluido-estrutura, em que propds uma combinagdo do método de
elementos de contorno com o método de elementos finitos para a anélise dindmica do sistema.
Moraes (2013) analisou um sistema vibro-impacto associado a perfuratrizes de solo para a
exploracdo de petroleo com e sem a condicdo de impacto. O autor analisou a resposta no
dominio do tempo, o retrato de fases, o diagrama de bifurcagdo, o mapa de Poincaré¢ e
espectros da frequéncia a fim de obter os pardmetros que proporcionam o estudo da
estabilidade e caoticidade do sistema.

Salahshoor, Ebrahimi e Maasoomi (2016) aplicaram o método de multiplas escalas

durante a andlise de um péndulo deslizante com folgas nas conexdes. Theotokoglou e
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Panayotounakos (2017) investigaram um sistema ndo amortecido que envolve o acoplamento
de dois osciladores ndo forcados com ndo linearidade cubica, para o qual aplicaram
transformacdes funcionais para obter equacdes diferenciais ordinarias ndo lineares de segunda
ordem. Zhou et al. (2017b) fizeram uma analise dindmica de um sistema ndo linear acoplado,
formado por um veiculo e uma ponte, com as equacdes do movimento sendo obtidas pelo
método de Lagrange. Os autores analisaram o impacto da rigidez ndo linear do suporte da
ponte, da razdo entre as massas, da amplitude de excitacdo e da relagdo de posi¢do no
comportamento dindmico do sistema.

Para a solu¢ao numérica de sistemas lineares e nao lineares, tem-se empregado diversos
métodos. O método de Newmark combinado com o método de Newton-Raphson tem se
mostrado interessante para resolver sistemas ndo lineares devido a sua rapidez e a boa
convergéncia em comparagdo a outros métodos, como o Runge-Kutta de quarta ordem que
requer tamanho de passos pequenos e ao menos quatro avaliagdes da fungdo por passo
(SAIENI, 2012).

Moorthy et al. (1993) aplicaram o método de Newmark com um critério de
convergéncia para minimizar o erro em cada passo para a resolu¢do de um sistema cadtico
composto por um oscilador de um grau de liberdade. Os resultados sdo comparados com o
método de Runge-Kutta de quarta ordem mostrando que o Newmark ¢ bem competitivo.
Chang (2004) aplicou o método de Newmark para resolver sistemas lineares elasticos, em que
o método se mostrou estavel, e sistemas ndo lineares, em que o método pode apresentar
instabilidade. Assim, o autor fez uma discussdo das caracteristicas necessarias para o método
obter solugdes precisas ao resolver sistemas nao lineares.

Em sistemas complexos cuja obten¢do das equacdes de movimento ndo ¢ trivial uma
estratégia bastante utilizada ¢ aplicar uma modelagem via método de elementos finitos
(LOTTI et al., 2006). Segundo Kattan (2008) e Inman (2013), este método ¢ utilizado para
facilitar a obtencdo da resposta aproximada de um sistema a partir da discretizagdo do mesmo
em partes menores chamadas de elementos. Cada elemento contém pontos que o limitam,
chamados de nés e que permitem conectar um elemento a outro, assim, formando a malha de
elementos finitos.

Krivilyov et al. (2015) analisaram o fluxo de turbuléncia e o transporte idnico de
massa em um reator cilindrico eletromecanico a partir da aplicagdo de uma versao hibrida do
método de elementos finitos com uma expansao de Fourier. Segundo os autores, o método
permite incluir as equacdes de transporte de massa e energia para predizer os campos de

temperatura e concentracdo. Maedo (2015) analisou fissuras em soélidos usando a versao
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generalizada do método de elementos finitos com a introducdo de elementos de interface, ao
passo que Naderi e Iyyver (2017) desenvolveram uma versdo tridimensional aumentada do
método de elementos finitos para investigar fissuras em so6lidos. Ren et al. (2017) aplicaram o
método de elementos finitos para a anélise de pequenas deflexdes em placas compostas finas.
Os sistemas mecanicos costumam ser formados por elementos de massa, rigidez e
amortecimento. Assim, a resposta do sistema estd relacionada com o armazenamento de
energia potencial e a liberagdo na forma de energia cinética, resultando no movimento
(também chamado de vibragdo) da massa (INMAN, 2013). A forma de vibrar de um sistema
tem relacdo direta com a sua seguranca durante o funcionamento, o que sobre certas
condi¢des pode causar a falha, perda de performance ou até mesmo a parada do sistema.

Um sistema bastante comum em varios ambientes industriais ¢ o de maquinas rotativas,
com aplicacdo na industria automotiva, aeroespacial, energia, petréleo, entre outras. Segundo
Muszynska (2005), uma maquina rotativa contém uma juncao de partes rotativas denominada
por rotor, que inclui um eixo e varios elementos presos a ele, como discos, rolamentos,
engrenagens, impulsores e engates, de forma que o eixo esta suspenso por mancais. Conforme
Koroishi (2013), a eficiéncia de um rotor estd ligada a sua velocidade de operagdo que, por
conseguinte, esta relacionada ao nivel de vibragao produzido.

Para a modelagem de uma maquina rotativa, muitas vezes, utiliza-se o método dos
elementos finitos (LALANNE; FERRARIS, 1998). Ujihara (2011) apresentou uma
metodologia baseada no método de elementos finitos para obter as equagdes do movimento de
um rotor flexivel suportado por mancais magnéticos que opera em altas velocidades. Segundo
Vance, Zeidan e Murphy (2010), os estudos sobre rotores buscam, em sua grande maioria,
predizer as velocidades criticas de operacdo, obter as frequéncias naturais para a vibragdo
torsional, calcular o balango para a corre¢do de massas e suprimir as instabilidades dindmicas.

Cavalini (2013) desenvolveu duas técnicas para identificar trincas em rotores, a
primeira relacionada a ndo linearidade imposta no eixo do rotor devido a trinca e, a segunda,
utilizando impedancia eletromecanica. O autor obteve as equacdes de movimento para um
rotor flexivel, com a presenca de forcas de desbalanceamento nos mancais de rolamento e
hidrodindmicos. Koroishi (2013) propds uma metodologia para controlar as amplitudes de
vibracdo de um rotor flexivel utilizando atuadores eletromagnéticos em um mancal de
rolamento.

Machado e Cavalca (2015) propuseram um modelo numérico para analisar o desgaste
na parede de mancais hidrodindmicos para uma analise no dominio da frequéncia. Costa

(2016) estudou as incertezas que podem surgir nos mancais € no didmetro do eixo de um rotor
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flexivel, além de realizar o projeto 6timo robusto do rotor usando um algoritmo genético e o
algoritmo de colonia de vagalumes para determinar o didmetro do eixo de forma que a
amplitude de vibragdo e uma fun¢ao de vulnerabilidade sejam minimizadas.

Cai e Xiao (2016) analisaram o fendmeno nao linear de instabilidade em um rotor com
mancais de rolamento causado pelo contato e atrito entre o rotor e a parte estaciondria da
maquina rotativa. Mendes, Machado e Cavalca (2017) desenvolveram um modelo para a
identificacdo de parametros associados ao desgaste de mancais hidrodinamicos cilindricos em
rotores, mais precisamente, eles analisaram a influéncia da profundidade do desgaste e da
posi¢do angular.

E de grande importancia estudar o impacto de incertezas na resposta do sistema, uma
vez que elas sdo tratadas como varidveis aleatorias e, assim, propagadas, dentro do modelo que
representa o sistema. O fato de ndo considerar o efeito de incertezas pode acarretar em
respostas diferentes daquelas esperadas na realidade que, por vez, ocasionaria uma possivel
tomada de decisdes equivocadas (MACHADO, 2012).

Ap0s propagar as incertezas no modelo, com o uso de varidveis aleatorias que seguem
alguma distribuicdo de probabilidade, como a distribui¢do normal, beta, gama, entre outras,
estima-se o impacto na resposta aleatdria. O impacto na resposta ¢ mensurado a partir de
estatisticas, isto ¢, do calculo dos momentos, como o de primeira ordem, que representa a
média, e o de segunda ordem, que representa a variancia.

Entre os métodos empregados para a quantificacdo de incertezas, tem-se os baseados
em amostragem, como a simula¢do de Monte Carlo e o Hipercubo Latino, que buscam gerar
amostras de valores aleatérios associados a um dado dominio. Apesar desses métodos, na
maioria das vezes, serem mais simples de se aplicar, eles possuem um custo computacional
elevado, pois ¢ necessario um grande niimero de amostras para se obter uma convergéncia
aceitavel na pratica. O Hipercubo Latino surge como uma opg¢ao bastante interessante frente ao
método de Monte Carlo padrao, pois utiliza um menor nlimero de amostras.

Olsson, Sandeberg e Dahlblom (2003) fizeram um estudo de vérias técnicas de
amostragem aplicadas em problemas de engenharia, em que se destaca a eficiéncia do
Hipercubo Latino. Robert e Casella (2011) apresentaram uma revisao do estado-da-arte sobre o
método de Monte Carlo, em particular, com o uso de cadeias de Markov. Didier, Sinou e
Faverjon (2013) aplicaram um método baseado no balango harménico multidimensional
estocastico para analisar a ndo linearidade em sistemas dindmicos com a presenca de incertezas
na parte linear e ndo linear do sistema, mostrando a superioridade do método proposto em

comparacdo com o Monte Carlo.
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Santos (2014) discutiu varios métodos de amostragem inteligentes, com destaque para a
comparacdo entre aqueles que podem ser incorporados no Monte Carlo para melhorar a sua
convergéncia. As comparacdes ocorreram para a resolu¢do de problemas relacionados a
confiabilidade de estruturas. Viana (2016) fez uma discussdo generalizada a respeito da
amostragem por Hipercubo Latino, mostrando que ¢ crescente o numero de artigos envolvendo
o uso deste método, além de levantar questdes como o motivo dele ser bastante utilizado, suas
deficiéncias e como ele vem sendo melhorado com o emprego de métodos de otimizagao.

Por outro lado, existem métodos que ndo sdo baseados em amostragem que, por sua
vez, tratam as incertezas por meio de aproximagdes. Uma abordagem consiste em descrever as
incertezas usando a expansdo de Karhunen-Lo¢ve em termos de varidveis aleatorias
ortogonais. Apesar desta expansdo reduzir a dimensionalidade do espago aleatorio, ela requer a
funcdo de covariancia associada as incertezas. Ritto, Sampaio e Buezas (2007) estudaram os
efeitos causados pelo desbalanceamento e folga nos mancais de um rotor em suspensdo. Os
autores usaram a expansdo de Karhunen-Loéve para representar a base desse problema nao
linear e, assim, realizar uma redugao eficiente do do modelo.

Lira (2012) empregou a expansdo de Karhunen-Loéve para descrever campos de
permeabilidade de pogos de producdo de o6leo e relatou o seu alto custo computacional, de
forma que foi preciso usar a técnica da matriz de nucleo para obter resultados satisfatorios.
Cho, Venturi e Karniadakis (2013) generalizaram a expansao de Karhunen-Loéve para simular
processos estocdsticos ndo estaciondrios e multi-correlacionados. Os autores conseguiram
desenvolver duas abordagens, sendo a primeira baseada na analise espectral do processo, ao
passo que a segunda trabalha sobre a estrutura de covariancia cruzada do processo. Os
resultados indicaram que ambas conseguem representar satisfatoriamente processos multi-
correlacionados e podem ser usadas para a reducdo da dimensao do espago de variaveis.

Outro método consiste na expansdo em Caos Polinomial, em que as incertezas sio
tratadas no ambito de processos estocasticos de segunda ordem no espaco de Hilbert, ou seja,
no espago linear L* (em que o momento de segunda ordem é finito) de forma que o produto
interno ¢ definido como sendo o valor esperado das varidveis aleatdrias. O Caos Polinomial
considera uma base de polindmios ortogonais cuja fun¢do peso deve estar de acordo com a
fungcdo densidade de probabilidade das varidveis aleatdrias consideradas para tratar as
incertezas.

O caos polinomial permite separar, na resposta do sistema, a parte estocastica, que fica
concentrada apenas na base de polindmios utilizada, da deterministica, que contém os

coeficientes da expansdo. Assim, a média ¢ obtida a partir do primeiro coeficiente da expansao,
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enquanto a variancia ¢ dada pela soma ponderada dos coeficientes dos outros termos da
expansdo ao quadrado (GUERINE et al, 2016). Por isso, torna-se necessario obter os
coeficientes da expansdo, seja usando a proje¢do de Galerkin, ou por uma aproximacao por
regressdo linear ou colocagdo de pontos. As integrais resultantes do uso da projecdo de
Galerkin podem ser resolvidas analiticamente, quando ¢ possivel, ou usando algum método
numérico, o que € mais comum, em que se emprega o método da quadratura ou até mesmo
simulagdo por amostragem.

Algumas desvantagens podem estar associadas ao emprego do caos polinomial, como o
rapido crescimento da dimensionalidade do problema, que ¢ dependente do numero de
varidveis aleatérias e da maxima ordem usada para a expansdo. Uma boa representacdo das
incertezas geralmente exige muitas varidveis aleatorias, enquanto sistemas ndo lineares
precisam de uma expansdo com muitos termos, ou seja, polindmios de alta ordem (LUCOR;
KARNIADAKIS, 2004).

Ghanem e Spanos (1991) apresentaram uma descricdo detalhada da expansdo de
Karhunen-Lo¢ve, focada no desenvolvimento do caos polinomial para a base de polindmios
ortogonais de Hermite, com aplicagdo em diferentes problemas de mecéanica. Xiu e
Karniadakis (2002a) generalizaram o caos polinomial para a familia de polindmios ortogonais
de Askey, de forma que as variaveis podem seguir outras distribui¢des de probabilidade. Uma
aplicacdo para a resolug¢do de equagdes diferenciais parciais elipticas com incertezas foi feita
por Xiu e Karniadakis (2002b), em que se aplicou a proje¢do de Galerkin para uma expansao
em caos polinomial. Wan e Karniadakis (2006) verificaram que a decomposi¢ao do espaco de
varidveis aleatorias em varios elementos menores permite diminuir o erro associado a variancia
do processo. A partir disso, os autores desenvolveram o caos polinomial generalizado multi-
elemento, em que a cada um dos elementos menores ¢ associado uma variavel aleatoria que,
por sua vez, ¢ expandida pelo caos polinomial generalizado.

Pimentel (2014) aplicou o caos polinomial com a proje¢do de Galerkin em problemas
de transferéncia de calor e massa. Um dos problemas resolvidos foi o de
magnetohidrodindmica com escoamento laminar e campo magnético constante. Os resultados
mostraram que a presenga de incertezas faz com que as medidas do sistema sejam perturbadas
e, assim, uma avaliagdo puramente deterministica pode ocasionar resultados insatisfatorios na
pratica. Em Li et at. (2016), a equacao de conveccdo-difusdo com difusividade aleatdria e
condigdes de contorno perioddicas ¢ transformada, com o uso do caos polinomial generalizado,

em um sistema de equagdes deterministicas acopladas. Os resultados mostraram que, com
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entradas aleatorias uniformes, o erro estatistico cresce rapidamente conforme a expansdo em
caos polinomial cresce.

No caso de sistemas em que se busca a resposta dinamica, Gerritsma et al. (2010)
propuseram uma forma de lidar com o caos polinomial para considerar a dependéncia do
tempo. Com isso, os autores conseguiram melhorar a convergéncia do método quando se busca
uma resposta para longos intervalos de tempo. Kewlani, Crawford e lagnemma (2012)
consideraram o caos polinomial no estudo da resposta dindmica do movimento de um veiculo
com parametros incertos ou com incertezas oriundas do terreno. Os autores compararam as
respostas via simulacdo por Monte Carlo e para o caos polinomial generalizado com e sem
multi-elementos. Jacquelin et al. (2016) estudaram um sistema dindmico com incertezas sendo
caracterizadas por variaveis aleatorias e fuzzy. Os autores desenvolveram um framework
usando caos polinomial que é capaz de lidar com ambos os tipos de varidveis. Neste
framework, as variaveis fuzzy podem ser expandidas usando o caos polinomial generalizado
com a base de polindmios de Legendre.

Aplicagdes envolvendo o caos polinomial para sistemas ndo lineares com incertezas
foram feitas, por exemplo, por Lucor e Karniadakis (2004), que estudaram osciladores nao
lineares sujeitos a excitagdes aleatdrias. Os autores consideraram osciladores de Duffing com a
forca externa sujeita a diferentes tipos de incertezas, em que uma comparagdo com o sistema
deterministico foi realizada. Didier, Faverjon e Sinou (2012) quantificaram os efeitos de
incertezas nos parametros fisicos e geométricos de um rotor com dois discos usando o método
de elementos finitos estocasticos com a expansdo em caos polinomial. A resposta aleatoria foi
representada por um envelope por meio de sua média e variancia, além de ser comparada com
o método de Monte Carlo.

Guerine et al. (2016) consideraram o caos polinomial com a base de Hermite para lidar
com o comportamento dindmico nao linear de um sistema de engrenagens com atrito. Os
autores assumiram que o coeficiente de atrito ¢ um parametro incerto, de forma que um
sistema de oito graus de liberdade precisou ser resolvido para obter as respostas aleatdrias.
Daréczy, Janiga e Thévenin (2016) buscaram pelo projeto de turbinas edlicas do tipo H-
Darrieus a partir da aplicacdo do caos polinomial considerando incertezas no angulo de
controle de vibra¢do e na velocidade angular. Nos experimentos numéricos foram analisados
os coeficientes de desempenho e a curva de torque quase-periddica, mostrando que os
coeficientes de torque possuem distribuigdes assimétricas. Keshavarzzadeha, Fernandeza e
Tortorellia (2017) desenvolveram uma abordagem que combina caos polinomial e andlise

sensitiva para a otimizacdo da topologia de estruturas na presencga de incertezas. Os autores
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desenvolveram métricas com a expansdao em caos polinomial capazes de estimar com precisao
as estatisticas da resposta, bem como a probabilidade de falhas e o nivel de sensibilidade do
sistema.

De forma a contribuir com o estudo de incertezas em sistemas mecanicos lineares e nao
lineares, este trabalho tem por objetivo utilizar os métodos estocésticos Hipercubo Latino e a
expansdo em caos polinomial com a base de polindmios de Hermite para o estudo de
incertezas em sistemas mecanicos. Desta forma, pretende-se inicialmente aplicar a
metodologia estudada em sistemas mecanicos de um e dois graus de liberdade, tanto no caso
linear, quanto para quando se tem caracteristicas ndo lineares, evidenciando as vantagens de
cada um dos métodos.

O foco principal do trabalho consiste em aplicar o método Hipercubo Latino e o caos
polinomial para estudar o efeito de incertezas em uma maquina rotativa com mancais
hidrodinamicos. Para a modelagem do rotor, utiliza-se o método de elementos finitos e as
equacdes de Lagrange.

Além deste capitulo introdutério, o presente trabalho contém outros capitulos, quais
sejam:

* O Capitulo 2 traz uma revisao envolvendo sistemas mecanicos lineares e ndo lineares,
bem como uma breve descricao do método de elementos finitos.

* O Capitulo 3 descreve os métodos para a andlise de sistemas com incertezas.
Inicialmente, discute-se os conceitos fundamentais do método Hipercubo Latino. Em
seguida, faz-se uma discussdo acerca da decomposi¢do de Karhunen-Loéve, que ¢
usada para representar campos aleatorios por meio de variaveis aleatorias ortogonais.
Por fim, discute-se a expansdo em caos polinomial, mostrando a versdo homogénea,
com base em polindmios de Hermite, e comentando brevemente sobre a versdo
generalizada, que considera qualquer polindmio da familia do Esquema de Askey.

* O Capitulo 4 mostra como aplicar o caos polinomial em sistemas mecéanicos para dois
casos, o primeiro para a resposta no dominio da frequéncia e a outro para resposta no
dominio do tempo. A tultima parte do capitulo esta relacionada ao projeto 6timo de um
sistema de dois graus de liberdade.

* O Capitulo 5 apresenta a modelagem e a obtencdo das equagdes de movimento de um
rotor flexivel hidrodindmico a partir da aplicagdo do método de elementos finitos e das

equacdes de Lagrange. Considera-se que alguns parametros do rotor estdo sujeitos a
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incertezas e, assim, testes numéricos sdo realizados visando quantificar o efeito das
incertezas na resposta aleatoria do rotor.

O Capitulo 6 traz as conclusdes e as atividades a serem desenvolvidas para a
continuacdo deste trabalho. Por fim, as referéncias citadas no decorrer do texto sdo

apresentadas.
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Capitulo 2

SISTEMAS MECANICOS LINEARES E
NAO LINEARES

Neste capitulo, faz-se uma introducdo acerca de conceitos bdasicos envolvendo
sistemas mecanicos com caracteristicas lineares e ndo lineares. Ao conhecer as caracteristicas
desses sistemas, torna-se possivel considerar aspectos relevantes para que as respostas obtidas

estejam de acordo com a realidade do projeto.
2.1 Caracteristicas de um Sistema

A Fig. 2.1 ilustra um sistema mecanico de um grau de liberdade (g.d.l.), livre de atrito
entre a massa e o solo, em que u(t),u(t) = %u(t) e u(t) = :—;u(t) representam,
respectivamente, o deslocamento, a velocidade e a aceleracdo da massa na dire¢do horizontal
e o seus parametros sao dados por massa (m) do corpo em kg, o coeficiente de amortecimento
viscoso (c¢) em Ns/m, o coeficiente de rigidez da mola (k) em N/m e a forga de excitagdo

externa (F) em N.

Figura 2.1. Sistema massa-mola-amortecedor com deslocamento na horizontal.
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Fonte: a autora.



32

O sistema da Fig. 2.1 pode representar varios sistemas mecanicos reais, a depender dos
parametros atribuidos. Ao considerar o digrama de corpo livre desse sistema, em condigdes de
equilibrio, com a aplicacdo da segunda Lei de Newton, obtém-se uma equagdo diferencial, Eq.
(2.1), que descreve o seu movimento em func¢do do tempo t. Observa-se que a for¢a de
amortecimento F, = cu ¢ proporcional a velocidade da massa e a forca elastica F;, = ku ¢

proporcional ao deslocamento da massa, ambas com dire¢do oposta ao movimento.
mii + cu+ ku = F. (2.1)

A esse sistema esta associado um Unico grau de liberdade, pois a posicdo da massa em
qualquer instante de tempo ¢ representada por uma Unica coordenada de deslocamento.
Havendo em um sistema mecanico a necessidade de outras coordenadas para representar o
deslocamento da massa (ou das massas), tem-se de forma direta um aumento no numero de
graus de liberdade.

A obtencao das equacdes de movimento de um sistema também pode ocorrer usando o
principio de conservacdo de energia, isto ¢, a soma da energia potencial total com a energia
cinética total das massas que compdem o sistema permanece constante em cada instante de

tempo.

No caso do sistema dado na Fig. 2.1, a energia cinética corresponde a T = Emu2 ea
energia potencial é U = 5 ku?. Nesse sistema ainda ha a presenca da forga de amortecimento,

C e 1.
que resulta na energia dissipativa P = Ecuz, e da forca externa, resultando na forca

generalizada Q = F. A partir disso, escrevem-se as equagdes de Lagrange em funcdo das g

coordenadas generalizadas u;, ou seja:

d(@T) oT o0U 0P

LN _ 9T 9T . =120 22
at\ow) "ow Yo Ton, - % 0 1 @2)

Como o sistema em questdo possui apenas uma coordenada generalizada, que esté
relacionada ao deslocamento u, tem-se ¢ = 1, u; = u e Q; = Q, tal que se deriva a equagao
de movimento do sistema a partir da aplicagdo da Eq. (2.2), com resultado na Eq. (2.1). A
aplicacdo das equagdes de Lagrange ¢ conveniente para sistemas com varios graus de
liberdade em que a obtengdo das forcas (e torques) ¢ dificil de ser alcancada usando
diagramas de corpo livre (INMAN, 2013).

A equagdo do movimento do sistema apresentado na Fig. 2.1 mostra que ele ¢ linear,

uma vez que a variavel dependente u, que representa o deslocamento, e, consequentemente, a
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velocidade u e a aceleragdo i estdo relacionadas de forma linear (com termos de primeiro
grau) e, entdo, o principio da superposi¢do pode ser aplicado. Por outro lado, quando ha a

presenca de termos que relacionam as varidveis dependentes, por exemplo, por meio de

ii

\/E,
se um sistema nao linear (BORGES, 2008).

produtos (u?, itu, —, etc.) e fungdes trigonométricas (sin(u), cos(it), tan~1(u?t), etc.), tem-

Embora os sistemas ndo lineares possam ser linearizados, tal linearizagdo pode
acarretar em solugdes que ndo condizem com a realidade do problema, uma vez que a nao
linearidade pode trazer fendmenos como multiplos pontos de equilibrio, atratores estranhos,
bifurcagdes, ressonancias, ciclos limites, entre outros (RAND, 2005; SOCOLAR, 2006). E
importante destacar que a ndo linearidade pode surgir no sistema de diferentes formas, por
exemplo, na sua geometria (GERGES, 2013), pelo tipo de material usado (RICHARDS;
SINGH, 2001), nas forcas externas e na inércia (KERSCHEN et al., 2006), no atrito entre
componentes do sistema (AL-BENDER et al., 2004), entre outras.

Ao considerar que o sistema da Fig. 2.1 possui uma mola com caracteristicas nao
lineares, com forga elastica F,, = ku — k,u?, sendo k o coeficiente de rigidez linear e k; o
respectivo coeficiente da parcela ndo linear. Neste caso, a forca de elasticidade consiste de
uma combina¢do de molas lineares e ndo lineares. Ao assumir k; > 0 e sendo o sinal que
acompanha a parcela ndo linear negativo, tem-se uma nao linearidade do tipo que abranda
(softening spring). Se, por outro lado, o sinal que acompanhasse fosse positivo, a nao
linearidade seria do tipo que enrijece (hardening spring) (BORGES, 2008). A equagdo de

movimento do sistema torna-se agora nao linear, a saber:

mii + ¢t + ku — kyu® = F. (2.3)

2.2 Obtencao das Respostas de Sistemas Mecéanicos

Embora a solu¢do da Eq. (2.1) possa ser obtida analiticamente, a Eq. (2.3) ndo pode
ser resolvida desta maneira devido a presenca do termo ndo linear k,u?. Neste caso, a
resposta em func¢do do tempo pode ser obtida de forma discreta usando um método numérico,
como o método de Newmark, de Runge-Kutta, de Adams-Bashfort, entre outros (BURDEN;
FAIRES, 2010; GAVIN, 2016).

A aplicagdo do método de Newmark combinado com o de Newton-Rapshon para

resolver o problema na Eq. (2.3) visa obter a resposta no dominio do tempo. Para tanto, sejam
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uy = u(ty) e uy = u(ty) as condi¢des iniciais do referido problema no tempo inicial t,. O

primeiro passo ¢ calcular a aceleracdo no tempo inicial:
u,o = m_l(—C‘l:LO - kuo + klu(z) + F) (2.4)

Em seguida, o tempo ¢ atualizado para t, ., = t, + h, assumindo que o tempo inicial
ocorre em n =0 e h ¢ o tamanho do passo de tempo. Assim, faz-se a predi¢do para o

deslocamento, a velocidade e a aceleracdo nesse novo tempo, ou seja:

Uppq = Up + 1- Y)hﬁn;

1 . (2.5)
Uy = Uy + hu, + (E_ B)h y.

Na Eq. (2.5), os parametros y ¢ § do método determinam a variagdo da aceleragdo
sobre o intervalo de tempo. A escolha de ambos os pardmetros deve ser cuidadosa, pois eles

influenciam na precisdo e estabilidade do método de Newmark. Segundo Moorthy et al.
2
(1993), aescolhadey > 0,5¢e 5 = % fornece um método incondicionalmente estavel. O

proximo passo consiste em calcular o vetor residual associado a predicao feita, isto ¢é:
Tpy1 = Mily, + cl, + ku, — ku2 —F. (2.6)

Em problemas ndo lineares, o vetor residual aparece devido ao desequilibrio de forgas,
de forma que tais forcas precisam ser dissipadas, isto €, deseja-se que o vetor residual se
aproxime de zero o quanto for necessario (CARILHO, 2008).

Uma forma fazer a convergéncia do vetor residual para zero ¢ aplicar o método de
Newton-Rapshon (detalhes deste método em Burden e Faires (2010)) para resolver a Eq. (2.7)
e obter o valor do incremento dos deslocamentos Au. Em seguida, faz-se a corre¢do dos
valores do deslocamento, velocidade e aceleragdo na Eq. (2.8) para, em seguida, calcular
novamente o vetor residual na Eq. (2.6) e verificar se o critério de convergéncia do Newton-
Rapshon foi atendido. Caso este critério ndo tenha sido atendido, repete-se a aplicacdo do
Newton-Rapshon. Por outro lado, caso haja a convergéncia, volta-se para o passo de
atualiza¢do do tempo, em seguida, faz-se a predicdo na Eq. (2.5) para esse novo tempo e,
novamente, realiza-se o teste de convergéncia do vetor residual. A Fig. 2.2 mostra o esquema

iterativo do método de Newmark com Newton-Rapshon.

Yo+ Lm. 2.7)

SUns1)Au = =Ty, em que: S(Upyq) =k + kg + Br~  Bh?
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Upy1 = Un4a + Au

Y
u =1 +—Au
n+1 n+1 ﬁh (2_8)
Up+1 = Upyq + WAu

Figura 2.2. Método de Newmark com convergéncia por Newton-Rapshon.
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Fonte: Fonseca (2013).

Outras técnicas podem também ser utilizadas para diminuir o erro durante a
convergéncia do vetor residual e, assim, acelerar a convergéncia do método de Newmark.
Erkus (2004) discutiu sobre outras alternativas ao método Newton-Rapshon, inclusive que sob
certas condigdes sdo mais precisos, sendo elas o método da Pseudo-Forca e método de
Correc¢do da Forga Desbalanceada.

Outra alternativa ao método de Newmark ¢ o método de Runge-Kutta de quarta ordem
para obter a resposta no dominio do tempo. Em Kumar e Unny (1977), o método de Runge-
Kutta foi aplicado para resolver equagdes diferenciais parciais ndo lineares e comparado,

quanto a eficiéncia, com o método de diferencas finitas. Desale e Dasre (2013) resolveram um
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sistema acoplado ndo linear envolvendo seis equagdes diferenciais relacionadas a equacao de
Boussinesq, que simula o movimento de ondas na 4agua.

Conforme Lantos e Méarton (2011), o método de Runge-Kutta de quarta ordem estima,
a partir do tempo atual t,, a solucdo no tempo seguinte, t,,; = t, + h, fazendo uma
avaliagdo da fun¢do em quatro pontos (o primeiro no tempo atual, o segundo e o terceiro no
meio do intervalo, e o ultimo no tempo final). A aproximacao no tempo t,,; consiste de uma
média ponderada envolvendo os valores obtidos nesses quatro pontos.

Para resolver a Eq. (2.3) usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, primeiro
se faz uma redugdo de ordem, de forma que u(t) = y(t) e i(t) = y(t), com as condi¢des
iniciais sendo u, = e y, = Uy. Assim, escreve-se o sistema de equagdes diferenciais
ordinérias discreto de primeira ordem em fung¢do do tempo ¢, paran = 1, 2, ..., isto é:

{f(tnlunl Yn) = u(tn) =Yn

. _ 2.9
g(tn'un' yn) = Y(tn) =m 1(_CYn - kun + k1u721 + F)- ( )

Apdés montar o sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem
conforme a Eq. (2.9), calcula-se o deslocamento u,, e a velocidade y,, pelo método de Runge-
Kutta de quarta ordem, resolvendo a Eq. (2.10) para cada tempo t,,, comn = 1, 2, ..., ou seja:

(V1 = f(tn—lrun—l' yn—l)r
a; = g(tn—lfun—ll yn—l):

v2=f<tn—1+}21un 1+v1 :yn 1+a1i21);
h h
az_g<n 1+2 n1+v1 2 Yn- 1+a12),
h h
<V3 :f<tn—1 +%' 1+U22'3’n 1t a; 2) 2.10)
)

a3=g<tn_1+2 Up— 1+V22:3’n 1+a22 )

vy = f(tyo1 + Kuy_y + v3h,y_y + azh),
as = g(ty—1 + huy_y +v3h,y,_4 + azh),

h
Uy = Up_q + A (v + 2v, + 2v3 + vy),

h
| Yp =Vt g(al + 2a, + 2a; + a,).

A Fig. 2.3 apresenta as respostas no dominio do tempo, tanto para o caso linear quanto
para o ndo linear, sendo que tais respostas foram obtidas utilizando o método de Runge-Kutta
de quarta ordem. Os valores adotados para os pardmetros foram extraidos de Inman (2013) e
correspondem a m = 100, c = 170, k = 2000, k, = 520, F = 1500 cos(4,1029t), u, =
0,01,1u,=01,0<t<10eh = 0,01.
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Figura 2.3. Resposta no dominio do tempo para o sistema linear e ndo linear.
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Fonte: a autora.

Na Fig. 2.3, pode-se observar que as respostas ndo lineares, tanto para o deslocamento
quanto para a velocidade, apresentam oscilagcdes ndo harmonicas que se diferem das respostas

para o caso linear, mostrando assim, a influéncia do termo nao linear no sistema.

2.3 Introdu¢ao ao Método dos Elementos Finitos

A aplicacdo do método de elementos finitos costuma transformar o sistema continuo
em discreto para que a obtengdo das equagdes de movimento seja simplificada. A Fig. 2.4
mostra um exemplo de barra longitudinal engastada-livre, de forma que se ilustra a aplicagao
do método de elementos finitos a fim de obter a equacdo de movimento dessa barra. Mais
detalhes sobre o método e suas aplicagdes podem ser obtidos, por exemplo, em Kattan (2008),

Inamn (2013) e Maedo (2015).

Figura 2.4. Barra longitudinal e sua discretizagdo em elementos finitos.
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Elemento
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= U(X,

, .-
E— . ~

Nos
(a) Barra longitudinal (b) Discretizag@o da barra longitudinal

Fonte: Inamn (2013).
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Na Fig. 2.4, observa-se que a barra tem deslocamento com relagdo a diregdo x e ao

. 9 <
tempo t dado por u(x,t), velocidade no tempo u.(x,t) = au(x, t) e aceleracdo no tempo

U (x,t) = :—;u(x, t), comprimento [, modulo de elasticidade E, area de secdo transversal A,
condi¢des de contorno u(0,t) =0 e u,(l,t) =0, condi¢des iniciais u(x,0) = uy(x) e
u:(x,0) = 1y(x), um elemento e dois nos. As fungdes u,(t) e u,(t) representam os
deslocamentos nodais e sdo relacionadas com a func¢do espacial u(x) observando os nos e as
condigdes de contorno.

Para escrever os deslocamentos nodais, usa-se um polindmio de primeiro grau, por
observar que existe apenas um grau de liberdade no sistema, assim resultando em u(x) =
c1X + ¢,. A definicdo de como gerar a malha de elementos finitos e qual tipo de polindmio
usar caracterizam os dois principais passos do método de elementos finitos e devem ser feitos
com cuidado a fim de gerar resultados condizentes com a realidade.

Assim, ao considerar as func¢des u;(t) e u,(t) nas suas respectivas posi¢des x =0 e

x = l, obtém-se as constantes c; e ¢, do polinomio interpolador considerado, ou seja:

{x: 0—)u1(t) :CZ,

- 2.11
x=1-u,(t) =cl+c, > ¢, =201® (2.11)

l

Com o valor das constantes, obtém-se a aproximacdo para o deslocamento, fazendo

u(x,t) = u(x), ou seja:

ux,t) = (M) +u(t) = (1 - —) w, () + ( )uz(t) (2.12)

l

O proximo passo consiste em obter as energias que estdo associadas com a
aproximag¢do de u(x,t) para, assim, derivar a equacdo de movimento usando o método de
Lagrange. No caso da barra da Fig. 2.4, obtém-se, respectivamente, a sua energia cinética T e

a de deformacao V (INMAN, 2013):

1) =2 L ap[Zute, )] dx =22 @f + gty +1i2) = 2.13)
pAz 2 11 [u,(t) . )
M ®) 2O Ak [ul (t)] w'Mit,
V() = ;fol EA [%u(x, t)]z dx = % (u? — 2uquy +ul) =
(2.14)

@ wol2[Y ][] ek
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em que M ¢ a matriz de massa e K ¢ a matriz de rigidez, ambas relacionadas ao Unico
elemento da malha.
Pelas condigdes de contorno, a barra na posi¢do x = 0 tem resposta no tempo nula e

claramente ndo havera equacao de movimento para esse no, assim resultando em:

Al .
T(t) — PTug’ (2.15)
V() = 22,

21

Por fim, substituem-se as energias na equagdo de Lagrange, Eq. (2.3), considerando a
quantidade de n6és como o niimero de coordenadas generalizadas, ou seja, u,(t) e u,(t), e

assumindo T =T(t), U =V (t), P =0, Q; = Q, = 0. Com isso, chega-se em:

d (9T aT AV

() -+ 2L =0-0=0, (2.16)
dt aul aul 6u1

d (0T aT v pAL .. EA
—(—)——4+—=0->"=—i, + —u,.

dt (auz) du,  Ouy s U T U

Observa-se que, na Eq. (2.16), tem-se apenas a equacdo de movimento para o segundo
nd devido as condi¢des de contorno. Assim, a equagdo resultante consiste no modelo de
elementos finitos para a barra. Quando hé varios nos e elementos na malha, torna-se comum
escrever a equacdo resultante na forma matricial, o que também facilita a implementagao e
resolugdo por algum método computacional.

No método de elementos finitos, a ndo linearidade também pode ser considerada
durante a obtencdo das equag¢des. Como mencionado, a ndo linearidade em um sistema
mecanico pode estar relacionada, por exemplo, a geometria (grandes deslocamentos, tensdes e
rotagdes), ao material (relacdo tensdo-deformacao ou for¢a-deslocamento sdo ndo lineares) e
ao contato entre os elementos. Assim, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez que
aparecem nas energias podem conter as fun¢des de deslocamentos nodais, o que faz surgir a
ndo linearidade no modelo de elementos finitos e, entdo, requerendo o emprego de métodos

numéricos como o Newmark combinado com Newton-Raphson (WRIGGERS, 2008).
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Capitulo 3

QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS

Neste capitulo sdo apresentados os métodos usados para tratar incertezas no contexto
de sistemas mecanicos com e sem ndo linearidade. Esses sistemas, uma vez sujeitos a
influéncia de efeitos aleatorios, sdo caracterizados como estocasticos e, assim, torna-se dificil
prever as suas respostas usando métodos puramente deterministicos.

As incertezas que surgem em sistemas mecanicos podem estar associadas, por
exemplo, a falta de clareza nos dados de entrada e/ou aos fendmenos fisicos e quimicos
dificeis de serem considerados de forma exata no modelo. Diante disso, torna-se fundamental
considerar as incertezas nos parametros do sistema, fazer a devida propaga¢do no modelo e,
assim, quantificar o efeito na resposta do sistema de forma a retratar a realidade do projeto e
evitar decisdes erroneas ou de baixa qualidade.

A inclusdo das incertezas ¢ feita sobre as variaveis do sistema como forma de eliminar
0s erros que uma resposta unicamente deterministica forneceria. As varidveis sdo, entdo,
chamadas de variaveis incertas ou aleatorias, sendo representadas por uma distribui¢do de
probabilidade que melhor caracteriza a aleatoriedade. Pode-se dizer que uma varidvel
aleatéria ¢ uma fun¢do que define um valor a cada evento do espago amostral (SHELDON,
2010).

Ao assumir variaveis aleatdrias continuas, os principais tipos de distribuicdo de
probabilidade que podem descrevé-las sdo a uniforme, gaussiana, triangular, beta, gama, entre
outras. No caso de variaveis aleatorias discretas, tem-se as distribui¢cdes binomial, geométrica,
de Bernoulli, de Poisson e outras (SHELDON, 2010).

Uma variavel aleatoria pode ser quantificada a partir de seus momentos. Os momentos
estdo relacionados com o valor esperado (isto ¢, a esperanga) de poténcias da varidvel
aleatoria, sendo dependentes do tipo de distribuicdo de probabilidade, em particular, da
fun¢do de densidade de probabilidade associada a distribui¢cdo. Neste sentido, o momento de
primeira ordem representa a esperanga da variavel aleatoria, que nada mais ¢ do que a sua

média ou valor esperado. A partir do momento de primeira ordem, obtém-se os momentos
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centrais, como o momento de segunda ordem que representa a variancia da varidvel aleatoria
(SHELDON, 2010).

Ao realizar a propagacdo de incertezas sobre o sistema, usam-se métodos para a
quantificag¢do destas e, assim, determinam o efeito da aleatoriedade sobre a resposta, em geral,
a partir da obtencao dos momentos de primeira e segunda ordem (RAMOS, 2014). O primeiro
método a ser discutido ¢ o Hipercubo Latino, que ¢ uma variante do método de Monte Carlo,
porém requer menos pontos por amostragem. Em seguida, apresenta-se a expansdo de
Karhunen-Lo¢ve, além da expansdo por Caos Polinomial que permite quantificar incertezas

em sistemas estocasticos de segunda ordem, que sdo os sistemas cuja variancia ¢ finita.

3.1 Amostragem por Hipercubo Latino

O método do Hipercubo Latino (HCL) foi discutido inicialmente em McKay et al.
(1979), como uma alternativa mais eficiente ao seu precursor, o método de Monte Carlo (MC)
proposto em Metropolis ¢ Ulam (1949), além de outros métodos de amostragem direta. O
HCL busca realizar a amostragem das variaveis aleatorias a partir de uma estratificagdo, que
consiste em dividir o dominio das varidveis em intervalos de igual probabilidade que sdao
chamados de estratos.

De acordo com Lima (2012), pode-se estruturar o MC nas seguintes etapas: (i) gerar
amostras para as variaveis aleatorias seguindo a distribuicdo de probabilidade escolhida; (ii)
realizar os célculos e simulagdes usando as amostras geradas; e, analisar as repostas geradas e
as suas estatisticas (isto é, os momentos).

Embora o MC ainda seja bastante usado, a sua convergéncia depende do nimero de
amostras geradas, o que implica em mais simulagdes do modelo (LIU, 2004). No caso de
modelos para sistemas complexos, que geralmente dependem de outros procedimentos
iterativos, o custo computacional crescerd em demasiado.

Assim, enquanto o MC exige um grande nimero de pontos da amostra para
representar com precisdo a resposta do sistema, uma vez que os pontos sdo gerados
aleatoriamente e de forma independente, o HCL gera pontos de forma aleatoria controlada.
Em outras palavras, no HCL faz-se a sele¢do aleatéria de um ponto da amostra por estrato
evitando que todos os pontos venham de uma mesma regido. Quando existe mais de uma
variavel, os pontos sdo gerados para cada uma e depois combinados aleatoriamente buscando

respeitar um ponto por estrato. Segundo Chrisman (2014), se o HCL requer p pontos da
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amostra para atingir uma dada precisdo, no MC ¢é preciso ao menos p? pontos para atingir a
mesma precisao.

A Fig. 3.1 exemplifica o caso em que no MC ocorre a concentragdo dos pontos em
uma determinada regido do espago amostral, enquanto no HCL hd uma cobertura mais
homogénea e controlada do espago, com um ponto por estrato, o que permite uma
convergéncia mais rapida (VIANA, 2016). A Fig. 3.1(b) ¢ um exemplo de constru¢do do
quadrado latino, que ¢ um plano de projecdo uniforme com uma amostra por estrato. No caso
multidimensional, tem-se a divisdo do espago em hipercubos com a constru¢do dos chamados
hipercubos latinos, similar ao feito para o quadrado latino (FORRESTER; SOBESTER;
KEANE, 2008).

Figura 3.1. Amostragem para duas variaveis aleatorias.
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Fonte: a autora.

Em linhas gerais, no método HCL, ao considerar que ha n variaveis aleatdrias
X1, X5, ..., X, (espaco n-dimensional) e seja requerido p pontos da amostra (resulta nos p
estratos) por variavel, gera-se uma primeira matriz, chamada de H, de ordem p X n, em que
cada coluna de H ¢ preenchida com uma permutagdo de {1, 2, ..., p}.

Uma segunda matriz, chamada de R, também de ordem p X n, ¢ criada contendo
numeros aleatorios no intervalo aberto (0, 1) gerados conforme a distribui¢do adotada para as
variaveis. E interessante que a geracio de R leve em consideracio uma funcio densidade de
probabilidade que esteja de acordo com a distribui¢do utilizada para representar a variavel

aleatoria.
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Com as matrizes H ¢ R, constroi-se a matriz L = %(H — R). A partir da matriz L,

pode-se gerar as amostras x;; da variavel aleatoria X; utilizando a fungdo Fx_jl, que ¢ a inversa

da funcdo de distribui¢do de probabilidade da varidvel amostrada (SANTOS, 2014), ou seja:
xlj = Fx_jl(Llj)ﬁ (31)

em que L;; € o elemento da i-¢sima linha € j-ésima coluna da matriz L. A Fig. 3.2 traz um

exemplo das matrizes H, R e L para p = 4 e n = 2 dada uma distribui¢do gaussiana, que ¢ a

normal com média 0 e variancia 1.

Figura 3.2. Aplicagdo do Hipercubo Latino para n = 2 variaveis e com p = 4 pontos.
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Fonte: a autora.

Apos gerar os p pontos para cada variavel aleatoria X;, para a simulagdo de uma

fun¢do deterministica f que depende das varidveis aleatorias Xi, X, ..., X,, seleciona-se
aleatoriamente um ponto da amostra, ainda ndo selecionado, para cada uma dessas varidveis,
o que resulta em um total de p combinac¢des. A funcdo f ¢ avaliada sobre cada uma dessas
combinagdes de forma a construir o envelope de solugdo, isto ¢, 0 maximo, o minimo € o
valor médio que a funcdo obtém dada as combinagdes.

Embora o HCL seja um método que traz boa uniformidade para representar uma
variavel, ele comecga a ter problemas quando o nimero de varidveis aleatoérias aumenta. O
principal problema ¢ manter a uniformidade de preenchimento do espago, isto ¢, realizar uma
amostragem homogénea do espaco a fim de garantir um ponto por hipercubo. Uma forma de

contornar esse problema ¢ maximizar a minima distancia e reduzir a correlagdo entre os
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pontos, porém ndo ¢ uma tarefa trivial de ser alcancada em termos de otimizacao (VIANA,
2016). A Fig. 3.3 ilustra os passos a serem seguidos para a aplicagdo do HCL.

Todavia, o HCL tem se mostrado superior ao MC nas simula¢des de sistemas
complexos por requerer um menor esforco computacional, pois gera menos amostras, e trazer
maior precisdo, pela uniformidade dos pontos gerados (PILGER; COSTA; KOPPE, 2005).
Koide, Ferreira e Luersen (2013) aplicaram o HCL para gerar amostras usadas por um meta-
modelo capaz de avaliar cargas de flambagem de compostos laminados sobre cargas de

compressao.

Figura 3.3. Esquema de aplicagdo do Hipercubo Latino para simulagdes.
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Fonte: a autora.

3.2 Decomposicao de Karhunen-Loéve

Conforme Guedri (2006) uma forma de quantificar incertezas em sistemas, além do
Hipercubo Latino e outros métodos de amostragem, ¢ por meio de métodos de analise
espectral, como a decomposi¢do (ou expansdo ou transforma¢do) de Karhunen-Loéve.
Segundo Lucor, Su e Karniadakis (2004), a decomposi¢ao de Karhunen-Lo¢ve ¢ propicia para

representar os parametros com incertezas.
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Ghanem e Spanos (1991) desenvolveram a decomposi¢cdo de Karhunen-Loéve para a
representacdo de um processo aleatorio R(y, w) usando um conjunto de variaveis aleatorias

gaussianas &;(w), ou seja:

Ry,w) = R®) + Z5%, &EW)Av(9), (3.2)

em que y representa um vetor espacial (ou temporal) sobre um dado dominio, w ¢ um evento
aleatorio de um dado espago de eventos, R(y) é o valor médio (ou valor esperado) de R(y, w)
e A; € o i-ésimo autovalor, ao passo que v;(y) € a i-ésima autofun¢do, ambos A; e v;(y) sao
ortonormais e obtidos da covariancia C(y;, y,) associada a R(y, w).

Por definicdo, a funcdo de covaridncia ¢ limitada, simétrica e positiva definida,
definida a partir da integral sobre o dominio do vetor posicdo (GHANEM; SPANOS, 1991), a

saber:

S COny)vi(@)dys = 4v;(y,). (3.3)

Segundo Ghanem e Spanos (1991) ¢ comum truncar a expansdo da Eq. (3.2) fazendo o
indice j na somatoria variar at¢é um N-€simo termo. Apesar da expansdo ser truncada, as
informagdes estocésticas do campo ainda continuam bem representadas, o que faz da
decomposicao de Karhunen-Loéve uma boa técnica para a reducdo do espago probabilistico e
consequente uso em métodos mais avancados de quantificacdo de incertezas, como o caos
polinomial. A decomposicdo truncada passa a ter problemas de convergéncia quando a
magnitude dos autovalores demora a diminuir, 0 que exige mais termos na decomposi¢ao
(CUNHA, 2010).

Uma aplica¢do importante da decomposi¢ao de Karhunen-Loeve ocorre no método de
Elementos Finitos Estocastico, pois uma vez que os parametros do sistema sdo incertos, eles
podem ser representados por campos aleatérios. E, com a inclusdo da decomposicdo de
Karhunen-Loé¢ve, pode-se diminuir o custo computacional do método de elementos finitos por
exigir menos varidveis para a representagdo das incertezas (GUEDRI; BOUHADDI; MAJED,
2006).

Costa (2016) empregou o método de elementos finitos estocastico com a
decomposicao de Karhunen-Loéve para simular uma viga de Euler-Bernoulli engastada-livre
com uma resposta no dominio da frequéncia. A autora considerou a largura e a espessura da
viga como pardmetros incertos para uma decomposicdo de Karhunen-Loéve com N = 10
termos. Os resultados mostraram a convergéncia do método, a partir da analise das

frequéncias naturais, conforme a resposta deterministica.
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Wang e Sett (2016) investigaram a equacdo de propagagdo de ondas sismicas em
solidos heterogéneos sob a presenga de incertezas na forga de atuagdo externa e no modulo de
elasticidade do sélido. Os autores aplicaram a expansao em caos polinomial e a decomposi¢ao
de Karhunen-Loéve para representar as incertezas. As equagdes de movimento foram obtidas
usando elementos finitos estocasticos, ao passo que as simula¢des no dominio do tempo
ocorreram com a aplicacdo do método de Newmark. Zhou et al. (2017a) desenvolveram uma
abordagem para a andlise de estruturas compostas com incertezas nas propriedades dos
materiais e angulo-ply. As respostas estruturais foram obtidas a partir da aplicagdo do método

de elementos finitos multi-escala estocastico e comparadas com o método de Monte Carlo.

3.3 Caos Polinomial

A expansdo em caos polinomial (do inglés Polynomial Chaos — PC) foi proposta
inicialmente para resolver equagdes diferenciais estocasticas. Atualmente, a expansdo em PC
tem também sido aplicada para resolver sistemas mecanicos, em especial, quando ha a
presenca de incertezas. A expansdo em PC permite criar uma relagdo robusta entre a resposta
do sistema e as variaveis aleatdrias, uma vez que pode determinar a média e o desvio-padrao
da resposta. A expansdo em PC permite separar, na resposta aleatoria do sistema, a parte
estocastica, que fica concentrada apenas na base de polindomios utilizada, da deterministica,
que contém os coeficientes da expansdo e permite determinar as estatisticas mencionadas.

A expansdo em PC foi definida com base em uma expansdo dos polindmios de
Hermite para processos estocasticos de segunda ordem (isto €, processos com variancia finita)
em termos de varidveis aleatdrias gaussianas ortonormais independentes considerando o
espago de Hilbert L2. Segundo Xiu et al. (2003), o PC com base em polindmios de Hermite é
também chamado de PC Homogéneo, dado o seu desenvolvimento na teoria do caos
homogéneo de Wiener.

Apesar do PC homogéneo ser utilizado também para lidar com processos envolvendo
outros tipos de polindmios ortogonais, a sua convergéncia nesses casos ¢ lenta. Por isso, uma
versdo generalizada do PC foi proposta envolvendo o uso de bases de polindmios ortogonais
do esquema de Askey, resultando na chamada expansdo em PC Generalizada ou PC de
Wiener-Askey (SCHOUTENS, 1999).

Na versdo do PC generalizado, as variaveis aleatdrias podem seguir a distribuicdo
uniforme (requer polindmios de Legendre), beta (polindbmio de Jacobi), exponencial

(polindmio de Laguerre), gama (polindmio de Laguerre generalizado), entre outras. Também



48

¢ possivel considerar varidveis discretas, com a distribuicdo de Poisson (polindmios de
Charlier), binominal (polinomio de Krawtchouk), hipergeométrica (polindmio de Hahn), etc
(XIU et al., 2003).

Partindo de Ghanem e Spanos (1991), faz-se adiante o desenvolvimento da expansao
em PC homogéneo, dado um processo estocastico em que se utiliza a base de polindmios de
Hermite. Para a resposta aleatéria do sistema representada por um processo estocéstico (ou
variavel aleatéria) de segunda ordem X(w), em que w representa um evento aleatdrio, a

expansdo em PC ¢ dada por:

X(w) = aoly + Xy ai, Ty (&, (W) +
PR an, T (8, 0D, &, (W) +
hh=1 z&:1 z:Z=1 Qi iyiy 3 (fil(W), &, (w), &, (W)) +
P Tl B2 N ag T (8, W), 6, (W), &, (W), §, (W) + -+,

(3.4)

em que os a;. representam os coeficientes da expansado; I[,(¢; ,¢&; ..., & ) representa o
Lj p\>l1’ 5L ln

polinémio do caos de ordem p e de dimensdo n = oo, que ¢ ortogonal em termos das variaveis
aleatorias gaussianas independentes dadas em & = (fi Sy e fin). Por conveniéncia, omite-
se o argumento w das variaveis em ¢&.

A Eq. (3.4) pode ser rescrita a partir de uma indexa¢do baseada em termo resultando

em:
X(w) = X550 8;9;(8), (3.5)

em que existe uma bijegdo entre os termos [}, com @;, assim como entre @; € 0s NOVOS
coeficientes @;.

Os polindémios em ® = {®,, P,, ...} formam uma base ortogonal completa em termo
das varidveis aleatorias independentes em ¢, de forma que produto interno coincide com o

valor esperado E no espaco de Hilbert (LUCOR; SU; KARNIADAKIS, 2004), isto ¢:

(,,8) = E[@,, 0] = [, &,(DD,(5)p@)dE. (3.6)

em que p(§) representa a fungdo peso e C ¢ o suporte (intervalo de ortogonalidade). Os
polindmios sdo ortogonais e, assim, o produto interno € nulo, tal que a integral resulta em zero
parar # s.

A fungdo peso assume a forma da funcdo de distribuicdo de probabilidade das

variaveis aleatdrias & sendo consideradas. No caso particular do PC homogéneo, em que o C
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representa o intervalo (—oo, ), a fungdo peso dos polindmios ortogonais de Hermite ¢ dada
por (XIU et al., 2003):

1 _ler
PR = —e 2%, (3.7)

que também representa a funcdo densidade de probabilidade de varidveis aleatdrias gaussianas
n-dimensionais, como € o caso de ¢.

Na expansdo em PC homogéneo, o polindmio do caos I,, de ordem p e dimenséo n, €
obtido calculando-se o polindmio de Hermite n-dimensional (GHANEM; SPANOS, 1991),
isto €:

G606 &) = (CD (e7F) (G2 e 7 ), (3.8)

0§10¢2..08n

que pode ser reescrito como um produto de n polindmios em uma Unica variavel,

considerando que ®, = 1, a saber (LIRA, 2012):

Fp(fp 2w &n) = P1(§D)D2(&2) - (&) = ‘pj(f)a (3.9

E importante destacar que, no caso da expansio em PC generalizado, as varidveis
aleatdrias em & ndo sdo necessariamente gaussianas. Neste caso, faz-se a escolha de uma base
de polindmios ortogonais (esquema de Askey) de acordo com a distribui¢do de probabilidade
das varidveis aleatdrias que representam as incertezas. Logo, o produto interno na Eq. (3.6)
deve considerar a fun¢do peso, na Eq. (3.7), definida de acordo com a base de polindmios
usada, e da mesma forma para o intervalo representado pelo suporte C.

Os coeficientes d@; na Eq. (3.5) sdo obtidos seguindo a Eq. (3.10), calculados a partir
da projecdo de Galerkin (CUNHA, 2010), que consiste na projecao da resposta com relagdo a
cada polinémio da base @ por meio do produto interno, além de considerar as propriedades de

ortogonalidade, isto ¢é:

(E202i(®) 2j(§) (@(§), @(§))
uma vez que somente para i = j o produto interno (372, ®;(§), ®;(§)) é ndo nulo. Observa-

se que o numerador depende da resolucdo de uma integral n-dimensional em §, enquanto o

denominador pode ser resolvido analiticamente. Na maioria dos casos, emprega-se o método

da quadratura Gaussiana (POLES; LOVISON, 2009).
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Do ponto de vista aplicado, a Eq. (3.5), que contém uma expansdo infinita, ¢
substituida por uma finita, a0 mesmo tempo que se usa um numero finito de varidveis

aleatdrias. Assim, a expansao finita em PC passa a ser:

Xw) =¥V, a;9;(%), (3.11)
em que N representa o nimero de termos da expansdo dado um polindmio de ordem méaxima
p e a dimensdo de § sendo n < oo. O valor de N ¢ obtido por:

N:(n+p)!_1

o (3.12)

Para a aplicagdo da expansdao em PC homogéneo conforme Ghanem e Spanos (1991),
grande parte dos problemas mecanicos que envolvem varidveis aleatdrias podem ser escritos

comao:
(L—IWw)X(w) = Fw), (3.13)

em que L é a componente deterministica ¢ II(w) é a componente aleatoria do sistema,
enquanto X (w) ¢ a resposta aleatdria relacionada com a excitagdo F(w).

Por sua vez, a componente aleatoria, que contém as incertezas, pode ser escrita como
(w) = a(W)R, em que R representa a parte deterministica. No caso do PC homogéneo, o
processo a(w) pode ser expresso na forma de uma expansdo de Karhunen-Loéve da seguinte

forma:

a(w) = aw) + ) &g, (3.14)

sendo @(w) o valor médio do processo a(w) e g; fungdes deterministicas associadas a
covariancia do processo, sendo geralmente o desvio-padrdo associado ao processo a(w).
Pode ser conveniente, em situacdes em que a fungdo de covaridncia do processo ¢
desconhecida, representar a(w) por uma expansdo em PC usando a Eq. (3.5).

A resposta aleatoria X(w) na Eq. (3.13) expressa por uma expansdo em PC n-
dimensional finita de N termos ¢ dada por:

N

XW) = ) 500,62 ), (3.15)

j=0
Os coeficientes x; na Eq. (3.15) sdo os mesmos d; na Eq. (3.5) € podem ser obtidos a

partir da substituicdo das Egs. (3.14) e (3.15) na Eq. (3.13), em seguida multiplicando a
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equacdo resultante por cada @; e tomando o produto interno considerando as propriedades de

ortogonalidade dos polindmios em ®. Em outras palavras, tem-se a projecdo da resposta
sobre o espago de variaveis aleatorias considerando a base de polindmios adotada. Assim,

chega-se em:
x QAL + X1y X x(6P;, &) R = F(®P,), parar =0,1,..,N, (3.16)

que resulta em sistema de N + 1 equagdes para obter os coeficientes x;. Os coeficientes
(§;®P;, ®,-) podem ser obtidos analiticamente pela Eq. (3.6), ou numericamente, por exemplo,
usando algum método de quadratura, enquanto R=); R; g;.

Apo0s a resolucdo do sistema na Eq. (3.16), as estatisticas da resposta aleatoria X (w)

do sistema, neste caso a sua média e variancia sdo expressas respectivamente por:

Hx = Xo, (3.17)
N (3.18)
of = ) @)
=1

Tabelas contendo os polindmios do caos até a quarta ordem (p = 4) e com até quatro
dimensdes (n = 4 variaveis aleatdrias), para a base com os polindmios de Hermite, podem ser
encontradas em Ghanem e Spanos (1991). A Fig. 3.4 ilustra um esquema para a aplicagdo da
expansdo em PC para a quantificacdo de incertezas em sistemas.

A versdo generalizada do PC foi estendida por Shi e Zhand (2007) para resolver
equagoes diferenciais ndo lineares sujeitas a atrasos aleatorios. Os autores constataram que o
erro nos resultados deriva principalmente do ruido dimensional finito inserido na modelagem.

O PC foi aplicado para simulagdes estocasticas dependente do tempo e para a
reconfiguragdo de sistemas de energia por Prempraneerach et al. (2010). Os coeficientes
foram calculados usando a projecdo de Galerkin e o método de Colocagdo, de forma que os
resultados sobre dois componentes eletromecanicos de um chip foram apresentados. Os
resultados mostraram que o PC ¢ muito eficiente em comparacdo com o Monte Carlo mesmo
usando pequenas dimensdes (isto €, quando hé poucas varidveis aleatdrias representando a

solu¢do do sistema).
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Figura 3.4. Esquema de aplicagdo da expansdo em caos polinomial para a quantificagdo de incertezas.

Definir quais parametros possuem incertezas.

Y

Fazer a expansédo de Karhunen—Loéve nos parametros
para propagar as incertezas nas variaveis aleatorias.

Y

Definir o nUmero de variaveis aleatorias (n) e a
ordem do maior polinémio do caos (p).

Y

Determinar a quantidade de polinémios ¢, a
partir do calculo de N, para r=0, 1, ..., N.

Y

Assumir a solugéo do sistema como uma expanséo de
Polinbmio do Caos da forma X (w)=x,¢,+x,¢,+...+ Xy O y-

\

Susbtituir na equacao do sistema: os parametros
escritos na forma de Karhunen—Loéve e a
solucéo dada pela expanséo de caos polinomial.

Multiplicar a equacao do sistema pelo polinémio do
caos Yr obtendo um sistema de N+1 equagoes.

v

Aplicar o produto interno em cada uma das N+1
equacgOes, termo a termo, para eliminar todos os ¢, e
obter um sistema de equacdes deterministicas.

Resolver o sistema de equagfes deterministicas
para determinar os coeficientes x,.

Y

Com os x,, determinar os momentos da solugéo
aleatodria do sistema, isto é, a sua média 4“=x, e 0
desvio Padrio o=yx2<¢ >+x2<h,’>+... 4 X4<y’>.

Fonte: a autora.

Segui, Faverjon e Jacquet-Richardet (2013) investigaram o efeito de incertezas
associadas as propriedades de ldminas na dinamica de sistemas de discos laminados
multiestdgios. Os autores consideraram a aplicacdo do PC para obter a resposta dinamica do

sistema e, assim, compararam com o método de Monte Carlo para diferentes analises modais
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e com forcas externas atuantes. Foi possivel notar por parte dos autores que a consideragdo de
incertezas pode acarretar em mudangas significativas no comportamento dindmico e nos
modos do sistema, todavia o PC conseguiu capta-las convenientemente.

Em Sinou e Jacquelin (2015), um rotor com incertezas na rigidez e acoplamento
simétrico de termos dependentes do tempo foi analisado em velocidades criticas a partir da
aplicagdo do método de balanco harmoénico estocastico e expansdo em PC. Os autores
propuseram um método recursivo para calcular os coeficientes do PC e, assim, estimar a

resposta estaciondria do rotor quando se usa expansdes do PC com polindmios de alta ordem.
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Capitulo 4

ESTUDO DE INCERTEZAS EM SISTEMAS
MECANICOS

Com o intuito de mostrar o desenvolvimento da expansdo em PC para o estudo das
incertezas, além de analisar a sua eficacia frente ao HCL, faz-se adiante a aplicacdo em
sistemas mecanicos do tipo massa-mola-amortecedor. Sistemas desse tipo sdo comuns durante
a descricdo e representacdo de mecanismos complexos da engenharia, bem como o estudo
proposto pode ser estendido para representar outros sistemas.

Na andlise, o primeiro caso considera a resposta no dominio da frequéncia para um
sistema linear, em que a massa e rigidez sdo parametros incertos. O segundo caso ja considera
um sistema ndo linear, com a ndo linearidade presente na mola, e as incertezas presentes nos
coeficientes de rigidez, em que se busca a resposta no dominio do tempo. A ultima parte do
capitulo esta relacionada ao projeto 6timo de um sistema massa-mola de dois graus de
liberdade em que as massas sdo parametros incertos. Assim, deseja-se determinar a rigidez
das molas para que a primeira frequéncia natural seja méxima e o desvio da resposta aleatoria
seja minimo, como forma de atenuar os niveis de vibragao do sistema.

Wang, Friswellb e Leic (2006) lidaram com o projeto de uma viga sob diferentes
condi¢des de contorno com o objetivo de determinar a posi¢do Otima do suporte e a sua
rigidez visando a maximizacdo das frequéncias de vibracdo da viga. Rajasekara, Anneta e
Choob (2008) trabalharam com a movimentacdo de plataformas marinhas offshores por
guindastes objetivando determinar a posi¢do dos suportes nos guindastes para que a
frequéncia de vibragdo seja maxima. Picelli et al. (2015) desenvolveram um algoritmo
evoluciondrio para otimizar a topologia de sistemas com estrutura acustica, em que se buscou

maximizar a primeira frequéncia natural do sistema.
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4.1 Resposta no Dominio da Frequéncia

Seja o sistema massa-mola-amortecedor ilustrado na Fig. 2.1. Assumindo a solucdo da
Eq. (2.1) na forma exponencial u(t) = Ue!®t e F = F,cos(wt), para uma analise modal,

chega-se na resposta (INMAN, 2013):
(—w?*m + wci + k)U = F,. 4.1

Ao assumir que a massa e a rigidez da mola sdo parametros com incertezas
representadas por varidveis aleatorias gaussianas independentes, aplica-se a expansdo em PC
homogéneo. A partir da Eq. (3.14), os parametros incertos podem ser descritos na forma de
uma decomposicdo de Karhunen-Lo¢ve finita, em que se assume uma unica variavel

independente por parametro, resultando respectivamente em:
! (4.2)

em que m e k representam as médias e correspondem aos respectivos valores nominais m e k;
g1 = 0, € g, = 0y sdo os respectivos valores do desvio-padrdo para a massa e a rigidez
assumindo a distribui¢do gaussiana; e, &; e &, sdo as respectivas varidveis aleatorias para a
massa e a rigidez.

Substituindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.1) e organizando conforme a Eq. (3.13), tem-se:
[(—w?*m + wci + k) + (—w?0,,&; + 6,8,)]U = F,. 4.3)

Para a resposta do sistema representada por uma expansao finita com n = 2 variaveis

aleatdrias e um caos polinomial de ordem maxima p = 2, logo com N = 5, tem-se:
5
U = quCPJ(fl, 52) = u0¢0 + u1(p1 + uzd)z + u3¢3 + u4¢4 + u5¢5, (4.4)
Jj=0

em que os polindmios de Hermite bidimensionais, obtidos pela Eq. (3.8), sdo definidos

juntamente com as suas propriedades na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Polindmios de Hermite bidimensionais.

Polinémio Valor Produto Interno (®;) Produto Interno (<I>j2)
@, 1 1 |
@, $1 0 1
@, $2 0 1
@, £ -1 0 2
®, §1$2 0 1
@ £ -1 0 2

Fonte: a autora.

A partir da Eq. (3.16), escrevem-se as N + 1 = 6 equagdes algébricas para obter os

coeficientes u; da Eq. (4.4). Em outras palavras:

( 2 5
U PRL+ ) ) w(Ea), Bo) R = Folebo),

n=1 j=0

2 5
W(@DL+ ) wy(Eay, P1) R = Fo(),

n=1j=0
2 5
U PHL+ ) ) w(Eay, B) R = Fo(y),
< s (45)
us(P2)L + Z Z (£, D), D3) R = Fo(y),
n=1j=0

2 5
UPDL+ ) D u(Eay, B)R = Fo(hy),

n=1j=0
2 s
US(PRL+ ) > wj(Ea®, Bs) R = Folabs).
\ n=1j=0
sendo os coeficientes L = —w?m + wci + k, R = —w?0y, + 0y, ¢ 0s (§,P;, P,) calculados

pela Eq. (3.6) considerando a fung¢do peso na Eq. (3.7), que resulta no seguinte sistema:

(uoL + (u; + u)R = F,

u L + (uy + 2uz + u,)R =0,
u,L + (uy +uy + 2us)R =0,
usL + 2u R = 0,
uyL + (uy +uy)R =0,

\usL + 2u,R = 0.

(4.6)
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Assim, obtém-se os coeficientes para, em seguida, obter os momentos, isto €:

[ F,(L% — 6R?)
Yo =1z —8R2)"
—F,R

Y=z g7
—F,R
Y2 =12 _gR?
X 2F,R? 4.7)
Us = L1z —8R2)
2F,R2
Y =112 — 8R?Y
—2F,R?
s T L(—1% + 8R?)’

Por fim, os momentos de primeira e segunda ordem, isto ¢, a média e a variancia da

resposta aleatoria sdo expressas respectivamente por:
Uy = Ug, (4.8)

o5 =u? +us + 2us +ul + 2ul. 4.9)

A avaliag¢do da resposta do sistema massa-mola-amortecedor ¢ feita adiante para uma
codificagio usando o software Matlab®. Para tanto, analisa-se a média (valor esperado) e o
desvio-padrao retornado pelo PC com relagdo ao HCL. No caso particular da média,
considera-se também a resposta deterministica do sistema, isto ¢, sem incertezas. Os valores

adotados para os parametros estdo listados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2. Pardmetros adotados para o sistema massa-mola-amortecedor.

Parametro Mgédia (ou Nominal) Desvio-Padrao
m [kg] 100 {2,3,8,10}
k [N/m] 2000 {34,57, 110, 151}
¢ [Ns/m] 170 -
Fy [N] 1500 -

Fonte: a autora.

Os valores do desvio-padrao foram gerados para um intervalo de variagdo entre 0,5% a
10% do respectivo valor nominal e tomando apenas a parte inteira do resultado. A primeira
analise (A1) considera o desvio-padrao da massa fixo em 2 kg, enquanto o desvio-padrdo da

rigidez ¢ variado seguindo os valores da Tabela 4.2. De forma similar, a segunda analise (A2)
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adota o desvio da rigidez fixo em 34 N/m, enquanto o desvio-padrdo da massa varia conforme
a Tabela 4.2.

As Figs. 4.1 e 4.2 trazem, respectivamente, os resultados apenas da parte real para as
analises Al e A2, em que a frequéncia w varia no intervalo de [3,6] rad/s, o qual inclui a
frequéncia de ressondncia. Os resultados sdo apresentados para o PC, com a média da resposta
na Eq. (4.8), sendo comparada com a resposta deterministica na Eq. (4.1) e a simulag@o por
Hipercubo Latino que convergiu com 1.000 amostras. No caso do desvio-padrdo retornado
pelo PC, conforme a Eq. (4.9), tem-se a comparagdo apenas com a solucdo do HCL.

Os resultados nas Figs. 4.1 e 4.2 mostram que a solucdo deterministica U comega a
divergir do valor médio das solugdes do PC e do HCL quando o desvio da rigidez aumenta e o
da massa tem um valor pequeno (veja, por exemplo, nas Figs. 4.1c e 4.1d). De forma similar,
quando o desvio da massa aumenta e o da rigidez permanece pequena, tem-se que as solugdes
comecam a divergir (observe as Fig. 4.2c e 4.2d). Note que em ambas as situacdes, o desvio-
padrdo da resposta aumenta consideravelmente, principalmente préximo da frequéncia de

ressonancia do sistema.

Figura 4.1. Resposta (média e desvio-padréo) do sistema massa-mola-amortecedor para Al.
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(c)o, =2e0, =110 (d) o, =2e0, =151

Fonte: a autora.

Nas Figs. 4.1 e 4.2 ainda ¢ possivel observar que a solugdo U ¢ proxima da solugdo do

PC e HCL apenas para pequenos valores do desvio-padrdo da massa e da rigidez (veja as Figs.
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4.1a, 4.1b, 4.2a e 4.2b). Observe que o desvio-padrao da resposta tem pouca dispersdo nestes
casos. Em termos da resposta dada pelo PC e HCL, ambos os métodos retornam respostas
bem similares para o valor médio (com pouca dispersdo) em todos casos. Por outro lado, para
o valor do desvio-padrdo, as respostas passam a ter diferencas visiveis para os casos de maior
variabilidade no desvio-padrao da rigidez (Figs. 4.1c e 4.1d) e da massa (Figs. 4.2¢c e 4.2d).
De forma geral, ao fixar o desvio-padrao da massa (rigidez) em seu valor mais baixo e
variar o desvio da rigidez (massa), tem-se que o desvio-padrdo obtido com o PC e o HCL
tende a aumentar, enquanto a solugdo deterministica comeca a divergir do valor esperado
dado pelo PC. Além disso, os métodos PC e HCL também comegam a divergir para variagdes
mais altas dos parametros incertos, mostrando que o sistema em estudo ¢ mais sensivel para

variagdes na massa.

Figura 4.2. Resposta (média e desvio-padréo) do sistema massa-mola-amortecedor para A2.
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Fonte: a autora.

4.2 Resposta no Dominio do Tempo

Considera-se agora a aplicagdo da expansdo em PC homogéneo para um sistema
dindmico ndo linear com o intuito de analisar a sua resposta no tempo. Para tanto, seja o

sistema massa-mola-amortecedor da Fig. 2.1 em que a mola apresenta caracteristicas nao
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lineares da forma F, = ku — k,u?, conforme discutido no Capitulo 2, cuja equacdo de
movimento ndo linear corresponde a Eq. (2.3).

Assume-se que os parametros associados a rigidez possuem incertezas e, assim, sao
representados por varidveis aleatdrias gaussianas independentes. Similar ao caso anterior, 0s
parametros incertos sdo expressos na forma de uma expansdo de Karhunen-Loéve finita

usando uma variavel aleatoria por parametro, o que resulta em:
=1
" (4.10)

em que k e k; representam as médias e sdo tomadas iguais aos respectivos valores nominais;

g1 = Ok € g, = Oy, representam os respectivos valores do desvio-padrdo; ¢ §; e &, sdo as

variaveis aleatorias para k e k;, respectivamente.
A resposta dinamica do sistema ndo linear ¢ representada por uma expansao em PC
homogéneo finita, em que se assume n = 2 variaveis aleatorias e um polindmio de ordem

maxima p = 2, o que resulta em N = 5. Em outras palavras, tem-se:

5

u(t,§) = w;j ()P (&4, ¢&3)
; Y 4.11)

= u0¢0 + ulq)l + u2(p2 + u3¢3 + u4CD4 + u5@5.

Substituindo as Eq. (4.11) na equag¢do de movimento do sistema nao linear, Eq. (2.3),

assim propagando as incertezas pelo sistema, chega-se em:

5

mZuCID +CZ ;@ + (k + & 0%) ZujCDj

j=0

i ) (4.12)

— (k1 + fzakl) Z w®; | = Fycos wt.

j=0

Segundo Lucor e Karniadakis (2004), faz-se a proje¢do da Eq. (4.12) sobre o espago
aleatorio considerando a base de polindmios ortogonais de Hermite em @®. Em outras

palavras, faz-se o produto interno com cada polindmio da base em cada termo da Eq. (4.12), a
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fim de obter um conjunto de N + 1 = 6 equag¢des ndo lineares para o0 movimento do sistema,

isto ¢, parar = 0,1, ..., 5:

e ok
@ mien <¢2>22“<fl )

i=1 j=

ujul(CDj(Dl, ¢T‘> +

(4.13)

Embora o conjunto de equacdes que vai ser obtido a partir da Eq. (4.13) seja acoplado,
ele ¢ deterministico, uma vez que a aleatoriedade do sistema foi deslocada para a base de
polindomios ®. Diante disto, as equacdes resultantes podem ser resolvidas por métodos de
integracdo numérica, como por exemplo o Runge-Kutta de quarta ordem (KEWLANI et al.,
2012).

Para a resolucdo pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, escreve-se a Eq.

(4.13), para cada r, em um conjunto de equagdes de primeira ordem em termos de Ul,r (t) =

i, € Uy, (t) = il,, a saber:

(Ul,r = Uz_r,
2 5
Uy, = _EUz,r - EULT - m{(d2) z 1}<€z , D) +
r i=1 ]:0
k » (4.14)
] ) |
" mi@?) z Z Uy,jUsi{®; @y, D) +
Jj=01=0
2 5 5
O-kl F
(@) £ ZZ Uy, jUsi(§:P; P, Py >+< <qbz>cos wt) (@,).
1j=

01=0

A média e a variancia da resposta (deslocamento da massa) no tempo t sdo expressas

respectivamente por:

ty (t) = ug = Uy, (4.15)
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o5(t) =u? +us + 2ub +uf + 2uf = U2, + U}, + 2UZ5 + UE, + 2UZs. (4.16)

Assim como no caso anterior, para a resposta no dominio da frequéncia, a avaliagao da
resposta dindmica no tempo do sistema massa-mola-amortecedor ndo linear ¢ feita adiante
para os coeficientes da rigidez linear e ndo linear considerados como parametros incertos. Os
valores adotados para os parametros estdo listados na Tabela 4.3.

Os valores do desvio-padrao foram gerados considerando uma variagdo entre 0,5% a
10% do respectivo valor médio (nominal), em que apenas a parte inteira do resultado ¢
considerada. A primeira analise (B1) considera o desvio-padrao k; = 7, enquanto o desvio-
padrdo de k varia de acordo com os dados da Tabela 4.3. De forma similar, a segunda anélise
(B2) adota k = 34, enquanto o desvio-padrao de k; varia conforme a Tabela 4.3.

Os resultados apenas da parte real para as andlises B1 e B2 sdo reportados nas Figs.
4.3 e 4.4, em que o tempo t varia no intervalo fechado de [0, 10] segundos. Os resultados sdao
apresentados para a expansdo em PC homogéneo, com o valor médio da resposta na Eq.
(4.15) sendo comparada com a resposta deterministica dada pela resolu¢do da Eq. (2.3) com o
método de Runge-Kutta de quarta ordem. As condi¢des iniciais para a resolu¢do foram

u(0) = u,(0) = 0,01 e 2(0) = ,(0) = 0,1, parar = 0,1, ..., 5.

Tabela 4.3. Pardmetros adotados para o sistema massa-mola-amortecedor ndo linear.

Parametro Mgédia (ou Nominal) Desvio-Padrao
m [kg] 100 -
k [N/m] 2000 {34,57, 110, 151}
key [N/m’] 520 {7,22, 40, 51}
¢ [Ns/m] 170 -
Fo [N] 1500 ;
w [rad/s) 4,1029 -

Fonte: a autora.

As solucdes no dominio do tempo apresentadas nas Figs. 4.3 e 4.4 mostram que a
solucao do PC converge do valor Deterministico apenas para pequenos valores de tempo, em
praticamente todos os casos para o valor médio. Todavia, os valores encontrados para o
desvio-padrao sdo diferentes, em particular com o desvio-padrdo da resposta aumentando a
medida que a variabilidade de cada rigidez aumenta (veja, por exemplo, as Figs. 4.3¢c, 4.3d,

4.4c e 4.4d).
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Figura 4.3. Resposta (média e desvio-padrdo) do sistema massa-mola-amortecedor nio linear para B1.
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Figura 4.4. Resposta (média e desvio-padrdo) do sistema massa-mola-amortecedor néo linear para B2.
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O desempenho do PC pode ser melhorado ao aumentar a ordem mdaxima assumida
para a expansdo, ao passo que pode ser conveniente adotar mais variaveis independentes para
representar as varidveis incertas. Todavia, os resultados apresentados estdo de acordo com a
literatura, uma vez que Gerritsma et al. (2010) discutiram que o PC tende a ter um
comportamento ndo regular para respostas sobre intervalos de tempo longos. Além disso, os
autores ainda enfatizaram que aumentar a ordem méxima significa adiar a ndo convergéncia
do PC, além de exigir mais tempo computacional para computar os coeficientes e montar as

equacoes.
4.3 Projeto Otimo de um Sistema Massa-Mola com Incertezas

O projeto consistente de sistemas mecanicos resulta em seguranca e confiabilidade
durante a sua operacdo e funcionamento. Em muitas situagdes, o projeto requer a
determinag¢do de pardmetros 6timos a fim de diminuir os custos envolvidos ou melhorar o
nivel de seguranca.

E comum que o sistema projetado esteja sujeito a diferentes niveis de vibragdo, o que
pode ocasionar falhas e, assim, impactar no seu nivel de seguranga. Uma saida ¢ considerar o
uso de Absorvedores Dindmicos de Vibragdes (ADVs), que sdo afixados na estrutura com o
intuito de absorver a sua energia vibratoria. Embora os ADVs tenham baixo custo, eles
precisam ser projetados para atuar em condigdes extremas (MENDEZ, 2014). Barros (2009)
trabalhou no projeto 6timo de um ADV multimodal envolvendo a associagdo de vigas com
discos circulares, em que foi feito um ensaio em uma carcaga de compressor hermético a fim
de validar a proposta.

O objetivo ¢ projetar um sistema massa-mola de dois graus de liberdade com
incertezas nas massas. Para o projeto, considera-se a resolu¢do de um problema de otimizagao
que busca determinar a rigidez das molas de forma a maximizar a primeira frequéncia natural,
enquanto minimiza o seu desvio-padrdo. A resolu¢do do problema de otimizacdo ¢ feita por
meio de um algoritmo genético bésico.

Algoritmos genéticos sdo técnicas que utilizam estratégias fundamentadas na teoria da
evolucdo Darwiniana, descrita por Darwin (1859), para resolver, em geral, problemas de
otimizagdo. Segundo o autor, os melhores individuos sobrevivem as geracdes e conseguem
produzir bons descendentes.

Com base nisso, Holland (1975) estabeleceu os principios basicos para a construgao de

um Algoritmo Genético (AG) com aplicagdo em problemas de otimizagdo. O AG utiliza uma
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populacdo de individuos, representada geralmente por cromossomos, em que cada
cromossomo contém uma solugdo do problema. Os melhores cromossomos, ou seja, com as
melhores solugdes, conforme a fun¢do de aptiddo, sdo escolhidos para a fase de reprodugdo e
seguem com alta probabilidade para a nova geragdo, da proxima iteragdo. Deste modo, com o
decorrer das geragoes (iteragdes do algoritmo), a tendéncia ¢ que a populagdo passe a ter cada
vez mais individuos com melhores valores de fun¢do objetivo.

Ao considerar que as massas do sistema de dois graus de liberdade sdo elementos com
caracteristicas incertas, tem-se que elas sdo tratadas como variaveis aleatorias e, assim, devem
ser propagadas pelo sistema com o intuito de analisar o impacto nas frequéncias de vibragao.
O impacto na frequéncia ¢ mensurado a partir de estatisticas que representam o seu valor
esperado (média) e a sua variancia, da qual se obtém o desvio-padrdo (GHANEM; SPANOS,
1991).

Seja um sistema massa-mola de dois graus de liberdade conforme apresenta a Fig. 4.5.
Assume-se que x;(t) e x,(t) representam o deslocamento na diregdo horizontal para as
massas m, € m,, respectivamente, em que ndo ha atrito entre a base horizontal fixa e as
massas. As molas que conectam a massa m; na base vertical fixa, € a massa m, na massa m,

possuem coeficiente de rigidez ke k,, respectivamente.

Figura 4.5. Sistema massa-mola de dois graus de liberdade.

X, (1) X,(t)
N
Nk, K,
WA M W m,
N
Y N /
X

Fonte: a autora.

Observando a Fig. 4.5, tem-se um sistema de dois graus de liberdade sem forga
externa cuja equagdo de movimento ¢ dada na Eq. (4.17). Vale mencionar que para que o
sistema formado pela massa m, e mola com rigidez k, atue como um ADV, deve-se escolher
valores adequados para m, e k, de forma que a amplitude do sistema primario seja proxima

de zero ou até mesmo nula.

5 Al -1
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Considera-se a solugdo da Eq. (4.17) na forma x; (t) = X;e'“? e x,(t) = X,e'“t, que
representa um movimento harmonico, tal que w ¢ uma constante a ser determinada (INMAN,
2013). Assim, chega-se em:

[kl + kz - mlwz _kz ] Xl

70
Xz] = [o]' X, #0eX, #0. (4.18)

2
_kz kz - mz(,l)

Para que a Eq. (4.18) tenha uma solucdo diferente de zero, a matriz de coeficientes

deve satisfazer:

det [kl + kz - mlwz _k2 ]

=0, 4.1
_kz k2 - mzwz ( 9)

que resulta no seguinte polindmio caracteristico, para w? = A, ou seja:
m1m2/12 - (m1k2 + mzkl + mzkz)/’l + k1k2 = O. (4.20)

A resolucdo da Eq. (4.20) permite obter as frequéncias em que as massas m; € m,
oscilam, chamadas de frequéncias naturais (INMAN, 2013). Ao assumir que as massas do
sistema estdo sujeitas a incertezas, sendo representadas em termos de varidveis aleatorias
gaussianas independentes, parte-se para a aplicacdo da expansao em PC homogéneo.

A partir da Eq. (3.14), os parametros incertos podem ser escritos na forma de uma
expansdo de Karhunen-Loé¢ve finita, em que se assume apenas uma variavel aleatoria por

massa, resultando respectivamente em:

1
Fiy = 1y + ) 690 =y + 10, (421)

i=1

2
iy = 1y + ) 6191 =1 + £20m,, (4.22)

i=2
sendo que M, e m, representam as médias e correspondem aos respectivos valores reais m; e
My; g1 = Om, € g2 = Oy, Tepresentam os respectivos desvio-padrdo para as massas; €, §; €

&, sdo as variaveis aleatorias independentes associadas as respectivas massas.

O préximo passo consiste em propagar as incertezas no sistema, assim substituir as

Egs. (4.21) e (4.22) na Eq. (4.20) resultando em:
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(my + &10m, ) (M2 + §200m, )42
= ((m + &1, )leo + (ma + Eo0m, )y (4.23)

+ (my + Ezamz)kz) A+ kyk, = 0.

Uma vez que ha incertezas no sistema da Fig. 4.5, a sua resposta passa a ser
representada por uma expansdao em PC finita. Assume-se n = 2 varidveis aleatérias e um

polindmio de ordem maxima p = 2, resultando em N = 5 e tal que:

5
A=) BB = 2@y + My + Ay, + XD + 4D, + s (4.24)

j=0

O préximo passo consiste em fazer a projecdo da Eq. (4.23), apds a substituicdo da
resposta dada na Eq. (4.24), sobre o espaco aleatério com a base de polindmios de Hermite.
Em outras palavras, o resultado da substituicao da Eq. (4.24) na Eq. (4.23) ¢ multiplicado por
cada polindmio da base @ e, em seguida, toma-se o produto interno. Segue que um conjunto
de N + 1 = 6 equagdes algébricas sdo obtidas representando um conjunto de polindmios

caracteristicos aleatdrios. Assim, paracadar = 0,1, ..., 5, tem-se:

2

5
@y, (m1 + €1Gm1)(m2 + fzgmz) leéj
=0

B ((m1 + &0, )k + (M + &0, ) Ky (4.25)

5
+ (3 + 0, )l2) D Ay + kley | = (@,,0).
7=0

O conjunto de equagdes que vai ser obtido a partir da Eq. (4.25) ¢ acoplado, porém
deterministico, uma vez que a aleatoriedade do sistema passa a ser deslocada para a base de
polindmios em ®. Assim, tais equacdes podem ser resolvidas (neste caso numericamente por
envolver termos ndo lineares) visando obter as estatisticas da resposta aleatéria. Em outras
palavras, o valor médio e a variancia das duas frequéncias obtidas a partir da Eq. (4.25) sao

expressas, respectivamente, por:

Hag = Aopz)’
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2 _ 32 2 2 2 2
Ty = /11[1] + ’12[1] + 2’13[1] + 14[1] + 215[1]

2 _ 52 2 2 2 2 (4.27)
Tz = 11[2] + ’12[2] + 2’13[2] + 14[2] + 215[2]

O objetivo € maximizar o valor médio da primeira frequéncia A1 na Eq. (4.26) e, ao
mesmo tempo, minimizar o seu desvio-padrao, obtido a partir da varidncia af[l] na Eq. (4.27).
Logo, busca-se determinar os valores de k; e k, para a aleatoriedade propagada nas

frequéncias naturais do sistema, sendo conhecidas as massas m, € m, e 0s seus respectivos

desvios oy, € 0,,,. Para tanto, considera-se o seguinte problema de otimizagdo multiobjetivo:

(4.28)

Maximizar f; = Mg
Minimizar f, = o,

(1]

Lobato (2008) apresenta métodos para lidar com problemas de otimizacao
multiobjetivo, de forma que neste trabalho aplica-se 0 método da Soma Ponderada resultando

na fung¢do da Eq. (4.29).

Minimizar F = —

Wh , A=W, w29)

f° f2
O fator de ponderagdo ¢ definido como 0 < W < 1, tal que cada valor de W fornece

uma solugdo para f; e f, e, assim, € possivel construir a curva de Pareto das solugdes. Como a

. ~ o ~ . . 1
localizagdo do ponto 6timo ndo depende apenas de W, considera-se um coeficiente ¢; = —

para i = 1,2, sendo f;° o valor ideal obtido da otimiza¢do individual da fung¢do objetivo f;
com as restrigdes impostas ao problema.

A resolucdo do problema de otimizagdo definido com o objetivo na Eq. (4.20) ¢ feita
por um Algoritmo Genético basico', denominado por AG, disponibilizado pelo Grupo de
Control Predictivo y Optimizacion, da Universidade Politécnica de Valéncia, para o software
Matlab®. Detalhes da implementagdo e funcionamento do AG podem ser obtidos diretamente
em Ferragud (1999).

Em linhas gerais, o AG realiza uma busca global pela melhor solu¢do do problema,
sendo capaz de evitar Otimos locais. Basicamente, para uma dada populacdo gerada
inicialmente de modo aleatério, escolhem-se os individuos com melhor valor de funcdo de

aptiddo para aplicar os operadores genéticos de cruzamento e mutacdo. A partir disso, uma

! http://cpoh.upv.es/en/research/software/item/249-basic-ga.html
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nova populacdo, que combina os melhores individuos da populacdo atual com os individuos
descendentes, ¢ criada. Esses passos sdo repetidos até que se alcance algum critério de parada.

A operagdo de cruzamento consiste em gerar individuos descendentes a partir da
combinagdo dos melhores individuos da populagdo atual selecionados com alta probabilidade.
A probabilidade ¢ calculada de acordo com o valor que cada individuo recebe da fungdo de
aptiddo. Deste modo, realiza-se a combinagdo entre as partes genéticas de dois individuos
aptos, o que geralmente resulta em individuos descendentes de boa qualidade. O numero de
individuos que passam pelo cruzamento ¢ determinado por meio da probabilidade de
cruzamento. Por sua vez, o operador de mutacdo consiste em realizar a mudanga de um (ou
mais) valor contido no cromossomo. A escolha da posicdo onde mudar o valor ¢ feita de
forma aleatoria, tal que a mudanga ocorre a partir de uma probabilidade de mutacdo, que deve
ter valor pequeno a fim de que ndo haja pioras significativas na solucdo.

A partir de um estudo de sensibilidade dos pardmetros do AG, chegou-se nos seguintes
valores: N =50 (tamanho da populagdo), Ny, = 100 (numero de geragdes), P, = 0,7
(probabilidade de cruzamento) e P,, = 0,05 (probabilidade de mutagdo). Os valores adotados
para os parametros correspondem a m; = 100 e m, = 30, ao passo que se busca determinar a
rigidez das molas, que variam da seguinte forma: 1500 < k; < 2500 ¢ 300 < k, < 800.

Dois cenarios foram analisados, para o desvio-padrdo das massas variando no
intervalo fechado [5%, 10%] do respectivo valor nominal, ou seja, avaliam-se os cenarios
Cy ={om, =5; o, =3} e C; = {0y, = 10; 0y, = 1,5}, que representam os dois extremos
permitidos para o desvio-padrao das massas.

A resolucdo do problema de otimizacdo pelo AG resulta, para o cenario C;, na Tabela
4.4, com os resultados para distintos valores de W, e na Fig. 4.6, com a curva de Pareto. De
forma similar, a Tabela 4.5 e a Fig. 4.7 trazem os resultados para os diferentes W e a curva de
Pareto, respectivamente, para o Cenario C,. Vale ressaltar que em C;, os valores ideais de
cada fungdo objetivo foram f;° = 14,95 e f; = 0,08, enquanto que para C, o resultado foi de
L =1493¢ f = 0,02.

Os resultados obtidos na Tabela 4.4 mostram que a medida que o valor de W se
aproxima de 1, consegue-se aumentar satisfatoriamente o valor da primeira frequéncia natural,
0 que requer que as variaveis de projeto tenham valores iguais ao seus limitantes superiores,
porém o desvio-padrdo associado a aleatoriedade da resposta aumenta consideravelmente. O

processo inverso ocorre quando W se aproxima de 0, o que também pode ser visto na Fig. 4.6.
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Tabela 4.4. Solugdes da curva de Pareto considerando o cenario Cj.

/24 k; k> fi ¥E) N° Avalia¢des
0,00 1500,00 300,00 7,26 0,08 5050
0,05 1500,00 300,00 7,26 0,08 5050
0,10 1500,00 300,00 7,26 0,08 5050
0,15 1500,00 385,82 8,25 0,08 5050
0,20 1500,00 404,61 8,42 0,08 5050
0,25 1500,00 420,62 8,55 0,08 5050
0,30 1500,00 435,77 8,67 0,08 5050
0,35 1500,00 450,88 8,78 0,08 5050
0,40 1500,00 466,49 8,88 0,08 5050
0,45 1500,00 483,07 8,99 0,08 5050
0,50 1500,00 501,16 9,10 0,08 5050
0,55 1500,00 521,37 9,21 0,08 5050
0,60 1500,00 544,59 9,33 0,09 5050
0,65 1500,00 572,12 9,45 0,09 5050
0,70 1500,00 606,05 9,59 0,09 5050
0,75 1500,00 650,02 9,75 0,09 5050
0,80 1736,26 785,34 11,39 0,12 5050
0,85 2129,72 800,00 13,37 0,17 5050
0,90 2500,00 800,00 14,95 0,23 5050
0,95 2500,00 800,00 14,95 0,23 5050
1,00 2500,00 800,00 14,95 0,23 5050

Fonte: a autora.

Figura 4.6. Curva de Pareto do cenario C; para a primeira frequéncia natural do sistema com incertezas.
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Fonte: a autora.

Para W =0 na Tabela 4.4 ¢ possivel comparar o valor esperado da primeira

frequéncia natural, obtida com o emprego do PC homogéneo, com o valor deterministico,
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obtido a partir da resolucdo da Eq. (4.20), obtendo, respectivamente, Ha,, = 7,26 £ 0,08 ¢

Ay = 7,22. Este resultado condiz com o tamanho da expansdo assumida para o PC, uma vez
que expansdes com mais termos conseguiriam melhor representar as incertezas do sistema.

Os resultados para o cendrio C, estdo na Tabela 4.5, com a curva de Pareto na Fig. 4.7.
Observa-se que hd uma diferenga com relacdo aos resultados do cendrio C;, em especial no
que diz respeito ao numero de pontos distintos na curva de Pareto. Nota-se que agora houve
pouca variagdo em f,.

Ao analisar o cenario C,, percebe-se que o aumento no desvio-padrdo associado a
massa m, traz menor impacto na curva de Pareto ao comparar com cendrio C;, em que o
desvio-padrao de m; assume seu limitante inferior. A Tabela 4.5 mostra claramente que, para
W < 0,8, ndo houve variagdo com relacdo aos objetivos, ao contrario da Tabela 4.4, em que

isto ocorreu somente para W < 0,1e W > 0,9.

Tabela 4.5. Solugdes da curva de Pareto considerando o cenario Cj.

w k; k> fi 1> N° Avaliagdes
0,00 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,05 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,10 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,15 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,20 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,25 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,30 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,35 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,40 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,45 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,50 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,55 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,60 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,65 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,70 1500,00 300,00 7,23 0,03 2550
0,75 1500,00 300,00 7,23 0,03 5050
0,80 1500,00 313,72 7,42 0,03 5050
0,85 2002,69 425,62 9,99 0,05 5050
0,90 2500,00 566,25 12,90 0,08 5050
0,95 2500,00 689,68 14,12 0,11 5050
1,00 2500,00 800,00 14,93 0,14 5050

Fonte: a autora.
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Figura 4.7. Curva de Pareto do cenario C, para a primeira frequéncia natural do sistema com incertezas.
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Fonte: a autora.

E importante mencionar que os cenarios analisados consideram que o desvio-padrio
das massas, o, , da massa my, € 0,,,, da massa m,, podem variar at¢ 10% do respectivo
valor nominal. Acredita-se que a solugdo do PC deve divergir da solu¢do deterministica
quando se aumenta o valor do desvio-padrdo desses pardmetros incertos, a0 mesmo tempo
que o desempenho do PC pode ser melhorado ao aumentar a ordem méxima assumida para a
expansdo ou considerando mais varidveis aleatorias independentes para os parametros

incertos.
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Capitulo 5

CONSIDERACAO DE INCERTEZAS EM
UM ROTOR SUPORTADO POR MANCAIS
HIDRODINAMICOS

Com o objetivo de lidar com as incertezas em sistemas mecanicos, este trabalho
também considera a aplicacdo do método HCL e a expansdo em PC homogénea em maquinas
rotativas, em particular, em um rotor flexivel suportado por mancais hidrodindmicos. Os
rotores aparecem em diversos equipamentos reais, possuindo aplica¢cdes nos mais variados
ramos da engenharia, uma vez que qualquer maquina possuindo um eixo fixo girando em
torno de si proprio passa a ser caracterizada como um rotor.

Estudos envolvendo a quantificagcdo de incertezas na dindmica de rotores foram feitos
por diferentes autores. Rémond, Farvejon e Sinou (2011), assim como Didier, Farvejon e
Sinou (2012), consideram a aplicagdo do PC para um estudo envolvendo incertezas em rotores
flexiveis. Koroishi et al. (2012) usaram a decomposi¢do de Karhunen-Loéve para uma
modelagem via elementos finitos estocasticos de um rotor flexivel com incertezas em
parametros do eixo e dos mancais.

Em Didier, Farvejon e Sinou (2013) foram consideradas incertezas no modulo de
Young, na matriz de rigidez elementar associada aos mancais, no diametro e densidade dos
discos, e na for¢a de desbalanceamento de um rotor estocéstico, sendo a quantificagdo das
incertezas realizadas via PC homogéneo. Cavalini et al. (2014) também investigaram o caso
estudado aqui, porém fazendo uso da analise fuzzy e do HCL para quantificar os efeitos das
incertezas na dinamica do rotor. Os resultados obtidos pelos autores mostraram que a analise
fuzzy consegue predizer com maior precisdo os envelopes de solugdo.

Os rotores costumam ser constituidos de trés elementos basicos que sdo o eixo, os
discos e os mancais, embora outros elementos podem ser acoplados ao eixo (MUSZYNSKA,
2005), visando uma melhor representacdo do sistema real. O tipo de eixo esta relacionado

com a velocidade de operagdo, podendo o rotor operar em baixas e altas rotagdes conforme a
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necessidade do sistema. Os mancais sdo os elementos de suporte que restringem o movimento
do eixo, além de serem os meios de transmissao das vibragdes ocasionadas pelo rotor para a
estrutura da maquina (FERREIRA, 2009).

Hucthings (1992) comentou sobre os diferentes tipos de mancais, como os planos, que
possuem um filme de 6leo entre as superficies, e os mancais de deslizamento e rolamento.
Existem também os mancais magnéticos, em que ndo ha contato mecanico entre as
superficies, e os hidrodinamicos, que consideram um filme de 6leo lubrificante que impede o
contato direto do eixo com o mancal (ndo ha contato entre as partes metalicas) e operam
conforme a teoria de lubrificacdo hidrodinamica (FERREIRA, 2009).

O rotor considerado para efeito de estudo assume que o eixo ¢ de metal flexivel, sendo
representado por elementos de vigas de Timoshenko (modelo de elementos finitos), que ha
dois discos rigidos de metal e dois mancais hidrodindmicos cilindricos préximo as
extremidades. Considera-se ainda a presenca de uma forca de desbalanceamento, sendo
definida por uma massa atuando proxima do centro geométrico do eixo, e a forga de
sustentacdo do eixo pelos mancais. Por outro lado, os efeitos do acoplamento entre o sistema
rotativo e o motor elétrico sdo desconsiderados durante a modelagem e também na posterior
analise experimental.

A modelagem do rotor considera a aplicagdo do método de elementos finitos, para
obter as matrizes elementares, ¢ as equacdes de Lagrange, para obter a equacdo de movimento
geral do rotor, seguindo a metodologia de Lalanne e Ferraris (1998). A Fig. 5.1 ilustra o rotor
sob estudo considerando a discretizagdo, por meio do método de elementos finitos, em 17 nos

e 16 elementos de viga, sendo que a quatro nos estdo acoplados os discos € mancais.

Figura 5.1. Ilustragdo do rotor, com seus elementos de eixo, discos ¢ mancais, considerado neste estudo.
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Fonte: adaptado de Cavalini et al. (2015).

A partir da discretizagdo do eixo do rotor em elementos de viga, a cada um desses
elementos esta associado dois nds. A cada nd esta associado quatro graus de liberdade, sendo

dois relacionados a dire¢cdo do eixo x (deslocamento e rota¢dao) e outros dois relacionados a
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direcdo do eixo z (também de deslocamento e rotacdo), ao passo que o eixo y ¢ neutro. A Fig.

5.2 exemplifica um elemento finito de viga com os respectivos nos e graus de liberdade.

Figura 5.2. Tlustragdo do elemento de viga e seus graus de liberdade.

Z A

Fonte: adaptado de Cavalini (2013).

5.1 Equaciao de Movimento

A equagdo diferencial geral, conforme Cavalini (2013), que descreve a dinamica de

um rotor flexivel que usa mancais hidrodindmicos como suporte ¢ dada na Eq. (5.1)
Mg+ [D+QDylq+ [K + QK |qg =W + F, + Fy, (5.1

em que M, D, Dy, K, K, W, F,, ¢ Fj, sdo, respectivamente, as matrizes globais de massa,
amortecimento proporcional do sistema, efeito giroscopio, rigidez, enrijecimento dos mancais,
forca peso das partes girantes, forca de desbalanceamento e for¢a hidrodindmica. O
amortecimento proporcional ¢ calculado por D = AM + BK, para A e f sendo constantes. A
velocidade e a rotagdo angular sdo representadas, respectivamente, por Q e Q. O
deslocamento, a velocidade e a aceleracdo do sistema estdo representados nos vetores q, q €
g, respectivamente. Além disso, ndo linearidades surgem no termo F; devido ao modelo
adotado para os mancais.

A obtencdo da Eq. (5.1) exige a aplicagdo dos seguintes passos, conforme Lalanne e
Ferraris (1998), quais sejam: obter a energia cinética T e a de deformagdo U das partes que
compdem o rotor e o trabalho virtual das forgas externas; aplicar o método de elementos
finitos; e, aplicar as equagdes de Lagrange assumindo as coordenadas generalizadas

independentes e as forgas generalizadas atuantes no sistema. Assim, esses passos sao
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combinados e, entdo, permitem obter as matrizes constituintes da equagdo geral de

movimento.
5.1.1 Energia Cinética

O eixo do rotor ¢ modelado por elementos finitos que representam uma viga de
Timoshenko de secdo transversal circular e didmetro constante, seguindo a ilustracdo na Fig.
5.2. O emprego da viga de Timoshenko para representar os elementos de eixo traz mais
precisdo para a descri¢do da dinamica do sistema quando a relagdo entre as dimensdes do eixo
(comprimento e didmetro) sdo pequenas. Além disso, os efeitos de flexdo na viga de
Timoshenko conseguem representar deslocamentos e rotagdes, bem como o efeito de
deformagdo por esforgo cortante. Mais detalhes sobre o uso da viga de Thimoshenko para
modelar o eixo do rotor podem ser encontrados em Ujihara (2011).

Como um elemento de viga e possui oito graus de liberdade, veja Fig. 5.2, quatro em
cada n6, o vetor q, de deslocamento nodais de e ¢ composto pelos vetores dos respectivos

deslocamento nas dire¢des x e z, a saber:

[us (&) @1(8) ux () @O 17
- q. = [u 0 u 0 T, 5.2
{[Wl(t) Hl(t) Wz(t) 92(t) ]T qe [ 1 W1 U1 @1 2 W3 2 (pZ] ( )
Conforme Ujihara (2011), a expressdo para a obtencdo da energia cinética T, para um
elemento de viga e de comprimento L estd na Eq. (5.3). A equag¢do considera, nesta ordem, os
seguintes termos: para a flexdo; para o efeito secundério da inércia rotacional, devido a viga
de Timhosenko; para a energia relacionada a velocidade angular () do elemento em torno da

direcdo y; e, para o efeito giroscopico.

pS [ . L :
T = | GENTN, G, + GLNIN,G)dy
0

) LR e

T gy "dy Yody dy

pl (“( ., dNIdNy . dNJdN,
qw | ay (5.3)

41,02 ZIQfL o NidN; d
py py 0 qu dy dqu y'

em que p representa a massa por unidade de volume; S ¢é a area da secdo transversal do
elemento e; I ¢ 0 momento de inércia em relacdo as dire¢des x ou z, umavezque [ = I, = [,

ao passo que momento de inércia em relagdo a diregdo y é dado por I,,; Ny = [c; c; c3¢4] €
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N, = [c5 ¢ ¢; cg] contém os coeficientes de polindmios de Hermite de terceira ordem, os
quais sdo tomados como as fung¢des interpoladoras para descrever os deslocamentos nodais,
respectivamente, nos planos xy e zy do elemento e. Assim, as fungdes interpoladoras

fornecem como resultado:

3y? 2y° 2y* y? 3y* 2y y*oy@
NO=1-—F3+—75 —y+—F—-77 773 T 7|

L L L L L L L L 54)

3y? 2y° 2y* y®  3y* 2y® y: y? '
NW=1-—+—75 y-——F+7% —7-——73 ~—T+7|

L L L L L L L L

O préximo passo consiste em substituir os vetores N; e N, da Eq. (5.4) na expressdo
da energia cinética para o elemento de viga e, Eq. (5.3), e, assim, realizar as multiplicagdes
que envolvem tais vetores, o que resulta em matrizes quadradas de ordem 4. Em seguida,
resolvem-se as integrais correspondentes e aplica-se a equacdo de Lagrange para obter a

equacao de movimento relacionada ao elemento e:

d (9T, T, . . .
dt\oa.) 9 =M.q.+ QDcsq. + QK5 qe, (5.5

qe qe
sendo a matriz M, formada pela soma da matriz relacionada a inércia de translacdo devido a
energia cinética com a matriz relacionada a inércia I, D,s ¢ a matriz relacionada ao efeito
giroscopico e K.g € a matriz associada ao enrijecimento em movimento transiente. Todas
essas matrizes sdo quadradas, além disso sdo de oitava ordem devido a flexibilidade assumida

para o elemento de viga.

As matrizes da Eq. (5.5) sdo escritas, respectivamente, como:

192 0 0 —25L 18 0 0 10L 1
192 25L 0 0 18 —-10L ©
e 82 0 0 10L —-4L* 0
p 82 —10L 0 0 —4I2
"_30<14+L2) 192 0 0 25L | (5-6)
192 —-25L 0
82 0
LSIM. 8L2%
0 -36 —-3L 0 0 36 -3L 0
0 0 —-3L —-36 0 0 —3L
, 0 —412 3L 0 0 L2
ply 0 0 -=3L -1%> 0
DeS_lSL 0 —-36 3L 0 [ S
0 0 3L
0 —I2
L_SIM. 0 -
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0 —36 —3L 0 0 36 —3L 0]
0 0 0 0 0 O 0 0
) 0 0 0 0 0 O 0 0
ply|0o 3L 412 0 0 —-3L —I1%? 0
Ke“_15L 0 36 3L 0 0 —36 3L Of (5-8)
0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
L0 3L —-12 0 0 —3L 4L*> 0-

Com relagdo ao disco, tem-se que a cada elemento de disco d estd associado quatro
graus de liberdade, que sdo os dois deslocamentos e as duas rotagdes (CAVALINI, 2013). Isto

resulta no vetor de deslocamento nodal do centro do disco:

qq = [u@® w®) 6@) o@®1". (5.9)

Por sua vez, a energia cinética de um elemento de disco d ¢é expressa na Eq. (5.10) e
consta, nesta ordem, de um termo devido ao movimento de translagdo, um devido ao
movimento de rotacdo em torno dos eixos x e z, um devido a rotagdo em torno do eixo y e um
termo que representa o efeito giroscopico. Para tanto, assume-se que ha apenas o efeito da
energia cinética e que o disco d ¢ rigido e simétrico, tem massa m,, matriz de inércia I; nas

diregdes x € z, matriz de inércia Iy, na diregdo y e rotagdo constante, bem como possui

angulos de rotacdo ¢ e 8 muito pequenos nas respectivas diregdes x € Zz.
1 ) ) 1 . ) 1 i
T, = Emd(uz +w?) + Eld(ez + @) + Eldy(ﬂz + 2Q¢0). (5.10)

Para obter a equagdo de movimento do elemento de disco d com respeito ao vetor de
deslocamento nodal q,, aplica-se a equacdo Lagrange na energia cinética T, resultando em:
d <6Td) aT,

at\3g,) " aq,  MadatDaa + OK e qa, (5.11)

em que a matriz M, estd relacionada a massa, D; ao efeito giroscopico e K;g ao
enrijecimento devido ao regime transiente.
As matrizes que aparecem na Eq. (5.11) sdo quadradas e de ordem 4, sendo descritas,

respectivamente, por:

mg; O 0 O
[0 mgy 0 0

M, = 0 o0 I, 0 (5.12)
0 0 0 Iy
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o 0o 0 o0 (5.13)
o o 0 o0

Dd - 0 0 0 _Idy )
0 0 lay 0
o o 0 o (5.14)
o o 0 o

KdSt = O 0 0 0 .
0 0 sy O

A forma adotada para acoplar os discos ao eixo considera que hd um aumento na
rigidez do mesmo, além de ocorrer a soma das matrizes nas Egs. (5.12) a (5.14) as respectivas
matrizes do correspondente n6 do elemento de viga onde o disco vai ser acoplado
(LALANNE; FERRARIS, 1998).

Ao considerar o sistema representado na Fig. 5.1, montam-se as matrizes globais M,
D, ¢ K, a partir das respectivas matrizes elementares associadas aos elementos de viga e nas
Egs. (5.6) a (5.8) e, quando do acoplamento, inclui-se também as respectivas matrizes dos
elementos de disco d nas Egs. (5.12) a (5.14). Por outro lado, a matriz global W ¢ obtida
multiplicando M pela aceleragdo da gravidade (9,81 m/s°). Além disso, pela Fig. 5.1 é
possivel perceber que os discos estdo acoplados nos nés de numero 8 e 11 (contando da

esquerda para a direita).

5.1.2 Energia de Deformacao

Uma vez que os elementos de discos sdo considerados rigidos e os mancais agem
como elementos de suporte, parte-se para a obtencdo da energia de deformacao do eixo, mais
especificamente, dos elementos de viga. Mais detalhes sobre a obtencao das equagdes podem
ser obtidos em Ujihara (2011).

O calculo da energia de deformacdo parte da relacdo entre tensdo e deformacao para
um ponto qualquer da secdo transversal do eixo. Uma vez que o eixo ¢ simétrico, a expressao
da energia potencial para um elemento de viga e, de comprimento L, em flexdo pura ¢ dada

por:

Ue

_E L<.Td2N’{d2N1. . d?NT d?N, . ) y (5.15)

2 6 qu dyz WQu'i'qw dy2 dy2 qw

em que E ¢ o moédulo de Young; I ¢ o momento de inércia; e, N; e N; sdo descritos na Eq.

(5.4).
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Ap6s fazer a substituicdo dos vetores N; e N, na expressao da energia de deformacao
para o elemento de viga e, Eq. (5.15), e realizar as devidas multiplicagdes, resolvem-se as
integrais correspondentes. Em seguida, aplica-se a equagdo de Lagrange, conforme Eq. (5.5),
para obter a matriz de rigidez K, na Eq. (5.16), seguindo a disposi¢@o das variaveis no vetor

de coordenadas q,.

(12 0 0 —-6L —12 0 0 —6L
12 6L 0 0 —12 6L 0
(4+9)2 0 0 —6L(2-0)L2 0
__ 128 (4+9,)1% 6L 0 0o (=o)L (5.16)
31 +9,) 12 0 0 6L | '
12 —6L 0
(4+09,)L2 0
[SIM. (4 +9,)L2]
2E1 ;. oA . : . .
em que 9, = Ii_GS ¢ a influéncia do efeito de cisalhamento, para: G ¢ o moddulo de

y

cisalhamento do elemento; S € a area da segdo transversal; €, k,, € o coeficiente de forma da
secdo transversal na direcdo y, que depende do coeficiente de Poisson v, dado por:

6(1 + v)?

_ _ (5.17)
Y 74 12v + 402

A matriz de rigidez global K ¢ obtida ao considerar as matrizes K, para todos os

elementos de viga e.

5.1.3 Forca de Desbalanceamento

Segundo Lalanne e Ferraris (1998), uma forca de desbalanceamento F,,,, aplicada em
uma posicao n do eixo, surge devido ao efeito de uma massa m, sobre o eixo do rotor.
Considera-se que essa massa ¢ pequena comparada a massa do sistema, estad a uma distancia
d, do centro geométrico do eixo e em um plano perpendicular a dire¢do y. Além disso,
considera-se que a for¢a F,, possui componentes apenas nas direcdes x € z associadas aos
respectivos deslocamentos transversais u e w.

Conforme Cavalini (2013), pode-se escrever a energia cinética da massa m, como

sendo:

T, = m,d, Q[ sen(Qt) —w cos(Qt)]. (5.18)
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As componentes da for¢a de desbalanceamento sdo obtidas ao aplicar a equagdo de
Lagrange sobre a Eq. (5.18) considerando cada um dos deslocamentos como coordenadas

generalizadas.

{Fnux = —m,d,Qsen(Qt) — m,d, Q2 cos(Qt), (5.19)

Fruy = —m,d,, Q cos(Qt) + m,d, 02 sen(Qt) .

Ao assumir que a posi¢do n do eixo estd associada o um dos nds de algum elemento de

viga que representa o eixo, chega-se, respectivamente, nas componentes de F,,, ao longo das
direcdes x e z como expresso na Eq. (5.19). Assim, a montagem da matriz global F,
considera as forgas F,,,, conforme os nés em que elas atuam. Assume-se no rotor da Fig. 5.1

que ha forcas F,,,, atuando em cada disco, consequentemente, nos nds de ntimero § e 11.
5.1.4 Forca Hidrodinamica nos Mancais

Os mancais sdo considerados como elementos de suporte e os adotados no presente
estudo sdo do tipo hidrodindmicos cilindricos sob a hipdtese de que a razdo entre o
comprimento ¢ o didmetro do mancal ¢ menor do que 0,5. A modelagem matematica das
forcas de sustentacdo exercidas pelos mancais adota o0 modelo ndo linear proposto em Capone
(1986), o qual considera a resolucdo da equagdo de Reynolds em (5.20) para condi¢des de

escoamento isotérmico e laminar.

(&) 2 (2070 % o, (5:20)

L,) 9y oy 20

com a distribui¢do de pressdo py(8,y) ao longo do mancal; as coordenadas adimensionais X,

— — . . . ~ — — zZ - x
y e Z do centro do eixo do rotor nas respectivas dire¢des x, y € z, sendo X ==, Z = oX=—
w

x
C

.z . ) N ) e
z7=-2a folga radial C; a velocidade w de rotagdo do eixo; a coordenada cilindrica 8; o

(¢]

comprimento L, do mancal; o raio R do eixo do rotor; a espessura adimensional h;, do filme
de 6leo, com hj, = ¥ cos@ — Zsen 6.
A partir da Eq. (5.20), Cavalini et al. (2015) consideraram simplifica¢des a fim de obter

a forma analitica do campo de pressdo, que ¢:

2 = _ 9= (5 =
1 (%) l(x 2z)senO — (Z + 2x) cos 0 457 - 1). (521)

5 (0.5 = & -
Pr(6,Y) 3 R
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Para determinar a forca de sustentacdo exercida por um mancal F,,;, considera-se a

integracao da Eq. (5.21) sobre a 4rea do mancal (nas variaveis 0 e y), isto é:

1
6uwR® (2 (*T cos @
__ 5 (0 7 y 5.2
Fonn L f_ . fa ) Pr(6,5) [Sen 9] dody, (5.22)

em que u € a viscosidade do 6leo e o angulo a;, corresponde a:

L(Z+2x\ m . (Z+2x\ mw .
ap = tan — - | — =sign| = - | — =sign (Z + 2x). (5.23)
X —2z 2 X—2Z 2

O resultado analitico da Eq. (5.22) fornece a seguinte resposta para F,,, a saber:

. ol
_RLy’ [(Z+22)% + (% — 22)*]2 [3%V}, — Gy senay, — 25, cosay]  (5.24)
o 4C? 1—x2— 272 3zV, + G cos ay, — 25, sen ay,

th:

em que:

_ 2+ (Zcosay + X senay)Gy

= e , (5.25)
s = xcosay + z senay (5.26)
h - 1 )
1—(Xcosay + Z senay)?
2 s _,(Zcosa, + % senay (5.27)
Gp = (> + tan I .
(1—-x%2—-22)2 (1—-x2-272)2

Segundo Castro e Cavalca (2009), para escrever a resposta analitica na Eq. (5.24) ¢
preciso considerar a fun¢do G, na Eq. (5.27). Segue que a montagem da matriz global Fj,
considera as forgas F,,, e os nds dos elementos de viga em que elas atuam. Dado o rotor na
Fig. 5.1, considera-se que as forcas F,,; estdo agindo nos nds de nimero 4 e 14 (da esquerda

para a direita), que ¢ onde os mancais suportam o €ixo.

5.2 Incertezas no Rotor

Esta secdo apresenta o estudo de incertezas no rotor flexivel suportado por mancais
hidrodinamicos, cuja equagdo de movimento ¢ dada na Eq. (5.1). A andlise considera as
incertezas associadas a parametros dos mancais hidrodinamicos. Assume-se que a viscosidade
do 6leo p ¢ um parametro incerto, uma vez que as condi¢des de operagdo influenciam na

temperatura do dleo e, consequentemente, nas suas caracteristicas de lubrificagdo. Além disso,
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considera-se que a distancia que separa o eixo da parte interna do mancal, expressa como folga
radial, ¢ um pardmetro com incertezas. Essa distdncia pode eventualmente variar devido ao
desgaste relacionado a forma de operar o rotor ou até mesmo por tolerancias relacionadas a
usinagem das pecas. A andlise ¢ feita pela aplicacdo da expansdo em PC homogéneo e do HCL
para trés cenarios diferentes.

Para a aplicagdo do PC homogéneo, as incertezas na viscosidade do 6leo sdo expressas
usando a Eq. (3.14) e considerando a variavel aleatoria gaussiana &;, o valor médio & que

corresponde ao valor real de u e o desvio-padrdo g; = g, associado ao valor médio. Assim:

1
E=f+ ) &gi=n+60, (5.28)
n=1

No caso da folga existente entre o eixo e o mancal, dois cenarios independentes foram
estudados. O primeiro considera as incertezas ocorrendo no raio R do eixo do rotor, todavia
somente na posicdo onde os mancais interagem com o €ixo. J4 o outro cenario considera o
proprio parametro C, que ¢ a folga radial e aparece como argumento de fungdes
trigonométricas e de sinal nas Egs. (5.25) a (5.27), trazendo maior dificuldade numérica por
exigir a resolugdo das integrais que surgem no PC dada a projecdo do espago de varidveis
sobre a base de polinomios (veja a Eq. (3.10)).

Aplicando o mesmo raciocinio usado para a viscosidade do o6leo, quantificam-se as
incertezas no raio R e na folga C considerando uma variavel aleatoria &,, que ¢ independente
de &;, os respectivos valores médios R e C, que correspondem ao valor real adotado para R e

C, respectivamente, e o desvio-padrdo g, = ox = o.. Logo:

2

R:R'*‘zfigi =R +§,0p,
n? (5.29)

C~=C_+Z€igi = C +§,0¢.
n=2

A propagacdo das incertezas no sistema rotativo considera a solugdo geral do sistema
na Eq. (5.1) representada por uma expansdo em PC homogéneo finita para n = 2 variaveis

aleatorias e um polindmio de ordem méaxima p = 2, o que resultaem N = 5. Assim:

5
q(t,$) = Z q;()P;j(§1,&2) = qoPo + 1P + 4P, + q3P3 + 4Py + q5Ps.

j=0

(5.30)
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Como o rotor na Fig. 5.1 ¢ discretizado em elementos finitos e, assim, constituido por
nos, tem-se que a solugdo geral q(t, §) ¢ formada pela solugdo envolvendo todos os graus de

liberdade do modelo. Assim, para cada n6 i, que possui quatro graus de liberdade, tem-se:

PRNGLAGES

=0
5
Z w; ;(O)P;(81,&2) UioPo + U1 Py + Ui 2Py + Ui 3Py + U 4Py + U 5Ps
7=0 | WioPo + Wi 1Py + Wi, P + Wi 3P3 + Wy Py + Wi s Ps
010Po +0;1P1 +0,,P, + 0,393 +0;,P, + 0, 5Ps

5 (5.31)
Z ei,j(t)‘pj(‘fl: §2) PioPo + Pi1P1+ Qi2P; + 9 3P3 + Qi 4Py + @ 5Ps
j=0

5
Z @ ()P (&1, &)
_j=0 _

Ao substituir o parametro incerto, Eqgs. (5.28) e (5.29), e a solugdo com as incertezas

propagadas, Eq. (5.30), na equag@o de movimento do sistema, Eq. (5.1), escreve-se:

5 5
MZ 4,9+ [D+ QD] ijqu + [K + QK]

Jj=0 Jj=0 j=0

Nl

em que F), considera a substitui¢io, dada a Eq. (5.28), de u pelo fi e, dada a Eq. (5.29), de R
pelo R ou de C pelo €, mas ndo ambos simultaneamente.

Ao realizar a projecdo da Eq. (5.32) sobre o espago aleatorio considerando a base de
polindmios ortogonais de Hermite, obtém-se um conjunto de N + 1 =6 equagdes de
movimento para o sistema rotativo. Em outras palavras, tem-se o seguinte sistema:
M{o(®F) + [D + QDg|qo(®F) + [K + QK |qo(PF) = W(dDg) + Fo (Do) + (Fp, Do),
M (D7) + [D + QD¢ (D7) + [K + QK |q1(DF) = W(D,) + Fo (D) + (Fp, D1),
MGy(®3) + [D + QDg|q,(@3) + [K + QK |q2(PF) = W(®;) + Fu(®P2) + (Fp, @),
M{3(®3) + [D + QDg]q3(@3) + [K + QK |q3(@F) = W(®3) + Fiu(ds) + (Fy, D3),
My(®F) + [D + QDg|qu(®Z) + [K + QK |qa(PF) = W(Ps) + Fu(@s) + (Fp, @),
Ms(®3) + [D + QDg|qs(®d) + [K + QK |qs(PF) = W(®s) + Fu(®s) + (Fp, @s).

(5.33)

O sistema (5.33) pode ser resolvido por algum método numérico a fim de obter as
estatisticas da resposta, em particular, obter a média e a variancia expressas na Eq. (5.34). Por
envolver um sistema muito sensivel aos termos ndo lineares que surgem na forca de
sustentacdo dos mancais, aplica-se 0 método de Newmark com convergéncia por Newton-

Raphson, como ilustrado na Fig. 2.2 e com mais detalhes em Cavalini et al. (2015).
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{:uq(t) ={qo (5.34)

0Z(t) = (P1)q? + (P3)q5 + (P3)q5 + (PF)q5 + (PZ)q?.

Avaliam-se as estatisticas da resposta aleatéria dadas na Eq. (5.34) para uma
codificagdo usando o Matlab®. A analise considera a comparagio da resposta deterministica
com os envelopes obtidos pelo PC homogéneo e o HCL, para os parametros incertos variando
no intervalo [—20%, 20%]. A construgdo dos envelopes considerou 500 amostras, uma vez
que os métodos convergiram satisfatoriamente com esta quantidade.

As amostras foram geradas dentro do intervalo de variacdo assumido para os
parametros incertos, que sdo a viscosidade do 6leo, o raio do eixo no mancal e a folga radial.
No caso particular do raio do eixo no mancal, como se busca mensurar a folga, a variagdo ¢
calculada com base no valor da folga radial. Os valores adotados para os parametros do

sistema rotativo estdo na Tabela 5.1.

Tabela 5.1. Pardmetros para o sistema rotativo da Fig. 5.1.

Parametro Média (ou Nominal) Intervalo para amostras
Comprimento do eixo [m] 0,780 -
Diametro do eixo [m] 0,025 -
Diametro do disco [m] 0,100 -
Espessura do disco [m] 0,002 -
Comprimento do mancal [m] 0,001 -
Modulo de Young [Pa] 2,067 x 10" -
Densidade do material [kg/m’] 7800 -
Cocficiente de Poisson 0,3 -
Constante 4 0 -
Constante 8 2x 10" -

Desbalanceamento [kg.m]

100 x 10 em 0°

Velocidade de rotagdo [RPM] 1500 -

Folga radial [m] 50x 107 {0,00005 £+ 0,00001}
Viscosidade do 6leo [Pa.s] 0,04 {0,04 + 0,008}
Raio do eixo no mancal [m] 0,0125 {0,0125 £ 0,00001}

Fonte: a autora.

A Tabela 5.2 apresenta os comprimentos de cada elemento de viga, dado um eixo de

comprimento 0,780 m, bem como a coordenada de cada n6 ao longo da diregdo y. Destaca-se
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que o eixo do rotor possui 0 mesmo didmetro em todos os elementos de viga e estd com seu

primeiro n6 posicionado na origem do sistema de coordenadas, como ilustrado na Fig. 5.1.

Tabela 5.2. Comprimento dos elementos de viga e posi¢do dos noés do rotor.

Elemento Comprimento [m] Nos Posig¢do em y [m]
1 0,045 1 0,000
2 0,045 2 0,045
3 0,005 3 0,090
4 0,005 4 0,095
5 0,0725 5 0,100
6 0,0725 6 0,1725
7 0,0725 7 0,245
8 0,0725 8 0,3175
9 0,0725 9 0,390
10 0,0725 10 0,4625
11 0,0725 11 0,535
12 0,0725 12 0,6075
13 0,005 13 0,680
14 0,005 14 0,685
15 0,045 15 0,690
16 0,045 16 0,735

17 0,780

Fonte: a autora.

A equagdo de movimento do rotor foi resolvida para o tempo t variando no intervalo
de [0, 10] segundos. As condi¢des iniciais correspondem a deslocamento e velocidade nulas
no instante de tempo t = 0, para todos os graus de liberdade. Assumem-se os seguintes
parametros para o método de Newmark: y = 0,5, f = 0,25 e tamanho de passo h = 0,001,
que pode ser decrementado, na iteracdo corrente, por um fator de 1,0025 caso o método de
Newton-Rapshon tenha dificuldade de convergéncia. Assume-se que o método de Newton-
Rapshon converge quando a norma do vetor residual é inferior a 107,

Os resultados nas Figs. 5.3 a 5.6 estdo relacionados ao cenario em que ha incertezas na
viscosidade do 6leo u ¢ no raio R do eixo sobre os mancais. Esses resultados mostram os
deslocamentos transversais, em fun¢do do tempo, dos noés em que estdo acoplados os mancais
e os discos, bem como as oOrbitas no plano xz realizadas por esses nos. Em todas as figuras, a
ilustracdo da esquerda mostra a comparacdo entre a solucdo deterministica e as médias do PC

e HCL, enquanto que a ilustracdo da direita mostra os envelopes do PC e do HCL.
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Figura 5.5. Deslocamentos transversais e 6rbita do no associado ao disco #2.
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Fonte: a autora.
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Figura 5.6. Deslocamentos transversais e orbita do n6 associado ao mancal #2.
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Fonte: a autora.

Observa-se nesse primeiro cendrio que a solucdo média do PC coincide com a solucao

deterministica, enquanto a solu¢cdo média do HCL ¢ levemente diferente da solugdo

deterministica. Os envelopes de solu¢do do HCL apresentam variagdo com relacdo a solugao

deterministica, enquanto que os do PC ndo tem qualquer varia¢do. Essa variagdo ¢ clara ao

observar faixas de valores retornadas pelo HCL para os deslocamentos nos mancais. Em

geral:
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* Para os deslocamentos relacionados ao mancal #1, Figs. 5.3b e 5.3d, nota-se que as
faixas minimas e maximas dos envelopes calculados pelo HCL tém uma maior
diferenga nas regides proximas aos picos e vales. Essa diferenca ¢ perceptivel quando
observando os envelopes para a orbita (Fig. 5.3f).

* Com relagdo ao disco #1, os envelopes obtidos com o HCL possuem uma distancia
maior entre as faixas maximas e minimas, embora ndo seja perceptivel nas Figs. 5.4b e
5.4d, enquanto que na solugdo do PC essa diferenga ndo existe. Nota-se que o
distanciamento nas faixas retornadas pelo HCL ocorre em toda a orbita (Fig. 5.4f).

* Os deslocamentos no disco #2 sdo levemente menores do que no disco #1. Observa-se
também que a orbita do disco #2, Fig. 5.4f, tem uma amplitude menor do que a do
disco #1 (elas estdo na mesma escala de valores). Além disso, as faixas minimas e
maximas associadas aos envelopes do HCL nas Figs. 5.5b e 5.5d mostram um
distanciamento da solug¢do deterministica, embora ndo perceptivel nessas figuras,
enquanto que o PC mantém faixas coincidindo com a solug@o deterministica.

* Os deslocamentos no mancal #2 seguem o mesmo padrdo ao comparar com o mancal
#1. Nota-se que o distanciamento entre as faixas dos envelopes ocorre em toda a orbita
retornada pelo HCL (Fig. 5.6f) e também nos deslocamentos transversais (Figs. 5.6b e
5.6d). Além disso, a orbita do mancal #2 possui amplitude ligeiramente maior
comparada a orbita do mancal #1.

E importante destacar que, embora as faixas dos envelopes calculados pelo HCL sejam
melhor diferenciadas nos mancais, a escala de valores relacionada aos deslocamentos nesses
elementos ¢ menor comparada aos deslocamentos dos discos. Isso ¢ coerente, pois em cada
disco ha a presenca de uma massa de desbalanceamento. Além disso, os deslocamentos nos
mancais nao sdo livres, uma vez que o eixo do rotor tem seu movimento limitado pela folga
radial.

A Tabela 5.3 apresenta o valor do desvio-padrdo obtido a partir dos envelopes
calculados pelo PC e HCL, nas Figs. 5.3 a 5.6, para os deslocamentos transversais. Observa-
se que no caso dos envelopes calculados pelo PC ndo houve variagdo nas faixas, enquanto que
para aqueles obtidos com o HCL a variacdo foi relativamente pequena, dai resulta que as
solugdes médias do HCL possuem pequena dispersdo, mesmo para um intervalo relativamente
grande, de +20%, de variabilidade dos parametros incertos.

O fato de ndo ter ocorrido variacdo nas solucdes retornadas pelo PC ¢ devido ao

sistema de equagdes (5.33) ndo ser acoplado. Com isso, o coeficiente usado para obter a
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solugdo média, q,, pode ser calculado diretamente pela resolu¢do da primeira equacdo do

sistema (5.33), a qual também ndo sofre influéncia dos desvios g, € og.

Tabela 5.3. Desvio-padrio obtido com o PC e HCL considerando os deslocamentos nas Figs. 5.3 a 5.6.

Elemento Figura Método Desvio-Padrao
PC 0,0
5.3(b) .
HCL 1,37 x 10°
Mancal #1
PC 0,0
5.3(d) .
HCL 1,31 x 10
PC 0,0
5.4(b) s
HCL 3,47 x 10°
Disco #1
PC 0,0
5.4(d) s
HCL 3,38 x 10
PC 0,0
5.5(b) s
HCL 2,72 x 10
Disco #2
PC 0,0
5.5(d) s
HCL 2,65 x 10
PC 0,0
5.6(b) .
HCL 1,36 x 10
Mancal #2
PC 0,0
5.6(d) .
HCL 1,29 x 10

Fonte: a autora.

Um segundo cendrio foi investigado para as incertezas na viscosidade do 6leo u e no
raio do eixo R. Considera-se que o rotor sofre uma diminui¢do na sua velocidade de rotagao
quando em operacdo (condicdao de run-down). Com isso, a velocidade de rotacdo do eixo ¢
reduzida, de forma linear, de 1800 para 0 RPM no intervalo de [0, 10] segundos. As Figs. 5.7
a 5.10 apresentam, de forma similar ao cendrio anterior, os deslocamentos transversais em
funcdo do tempo e as orbitas no plano xz realizadas pelos nds que servem de acoplamento
para os mancais e discos, para a velocidade no intervalo de 100 a 1500 RPMs.

Nas Figs. 5.7 a 5.10 hd também uma janela com o zoom sobre os deslocamentos
transversais na faixa de rotagdo proxima dos 1000 RPMs, em particular no intervalo [990,

1010] RPMs, como forma de melhor visualizar as diferencas entre os métodos.
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Figura 5.7. Deslocamentos transversais e orbita associados ao mancal #1 na condiggo de run-down.
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Figura 5.8. Deslocamentos transversais e orbita associados ao disco #1 na condigdo de run-down.
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Figura 5.9. Deslocamentos transversais e orbita associados ao disco #2 na condigdo de run-down.
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Figura 5.10. Deslocamentos transversais e orbita associados ao mancal #2 na condigdo de run-down.
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No segundo cendrio, que envolve a condi¢do de run-down, observa-se

comportamentos similares com relagdo ao primeiro cendrio, a0 comparar as solugdes e 0s

envelopes do PC e do HCL com a solugdo deterministica. No geral, o PC ndo apresenta

variabilidade com relacdo a solugdo deterministica, enquanto que o HCL tem resultados com

pouca variabilidade em termos de envelopes e média. A diferenca nas faixas de valores para
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os envelopes do HCL ¢ visualmente percebida nos mancais, embora a escala seja menor
comparada aos deslocamentos efetuados pelos discos. Em resumo:

* Os envelopes calculados pelo HCL para a orbita do mancal #1, Figs. 5.7b e 5.7d,
mostram uma diferenca mais acentuada entre as faixas minimas e maximas a medida
que a velocidade do eixo aumenta. Nota-se ainda que a amplitude da orbita tende a
diminuir conforme ocorre a diminuicao da velocidade de rotacao (Fig. 5.71).

* Os deslocamentos no disco #1 mostram que a Orbita gerada diminui de amplitude
conforme had diminuicdo na velocidade de rotacdo (Fig. 5.8f). Nesse caso, os
envelopes obtidos com o HCL possuem maior variacdo entre as faixas ao comparar
com 0s mancais.

* O disco #2 possui deslocamentos proéximos ao do disco #1 conforme apresenta as Figs.
5.9a e 5.9c, porém a diferenca entre as faixas ¢ ligeiramente maior para o disco #l
(Figs. 5.9b e 5.9d). As orbitas do disco #2 possuem menor variabilidade na amplitude
dos deslocamentos a medida que a velocidade de rotagdo do eixo vai diminuindo, ao
comparar com 0s mancais, enquanto que os envelopes dados pelo HCL possuem
diferenga entre suas faixas minimas e maximas.

* O comportamento dos deslocamentos no mancal #2 (Figs. 5.10a e 5.10c) ¢ bem
similar ao do mancal #1, com diferenca para a amplitude dos deslocamentos, que ¢
ligeiramente maior no mancal #1. A amplitude das orbitas tende a diminuir conforme
a velocidade vai diminuindo e, além disso, os envelopes obtidos com o HCL, como
mostra as Figs. 5.10b e 5.10d, tem diferengca menor entre as faixas minimas ¢ maximas
ao comparar com o mancal #1.

Os valores do desvio-padrdo calculados sobre as solugdes do PC e HCL, considerando
os deslocamentos transversais, estdo presentes na Tabela 5.4. Observa-se mais uma vez que
com o HCL se obteve um valor de desvio-padrdo relativamente pequeno em cada caso.
Assim, nota-se que ha pouca dispersdo da solucdo média retornada com o HCL, enquanto o
PC ndo apresenta qualquer variabilidade.

Como comentado anteriormente, os resultados obtidos utilizando o PC nio
apresentaram variagdo com relagdo a solugdo deterministica, pois o coeficiente usado para
obter a solucdo média ¢ calculado diretamente da resolucdo da primeira equacgdo do sistema

(5.33), a qual ndo considera a influéncia dos desvios para os pardmetros incertos.
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Tabela 5.4. Desvio-padrdo obtido com o PC e HCL considerando os deslocamentos nas Figs. 5.7 a 5.10.

Elemento Figura Método Desvio-Padrao
PC 0,0
5.7(b) ;
HCL 4,81 x 107
Mancal #1
PC 0,0
5.7(d) ;
HCL 3,67 x 10
PC 0,0
5.8(b) .
HCL 1,35 x 10
Disco #1
PC 0,0
5.8(d) .
HCL 1,91 x 10
PC 0,0
5.9(b) 6
HCL 1,11 x 10°
Disco #2
PC 0,0
5.9(d) 6
HCL 1,60 x 10
PC 0,0
5.10(b) ;
HCL 4,21 x 107
Mancal #2
PC 0,0
5.10(d) ;
HCL 3,59 x 10

Fonte: a autora.

Um terceiro cendrio buscou avaliar o impacto das incertezas na viscosidade do 6leo u
e na folga radial C para o rotor na condig¢@o de run-down. Assim, o rotor tem sua velocidade
de rotacdo reduzida linearmente de 1800 para 0 RPM no intervalo de [0, 10] segundos. Os
deslocamentos transversais e as Orbitas para os mancais e discos sdo apresentados nas Figs.
5.11 a 5.14 considerando a velocidade no intervalo de 100 a 1500 RPMs. Nessas figuras ha
uma janela com o zoom sobre os deslocamentos transversais com a velocidade de rotagdo no
intervalo [990, 1010] RPMs.

Esse terceiro cendrio mostra que a solugdo do HCL estd mais proxima da solucio
obtida com o PC. Desta vez, os resultados obtidos com o PC indicam uma variagdo nos
deslocamentos transversais com relagao a solu¢do deterministica, pois a folga radial C aparece
em termos trigonométricos e de sinais, dificultando a resolug¢do das integrais para obter o
coeficiente qy. Além disso, foi preciso diminuir consideravelmente o nimero de amostras e
aumentar satisfatoriamente o valor da tolerancia requerida pelo Newton-Rapshon de forma
que o PC conseguisse retornar uma solugdo em menor tempo, uma vez que o método ficou
executando por mais de um més, sem ter retornado qualquer solugdo, para a tolerancia

original de 10,
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Essa variacao nos resultados do PC possivelmente ocorreu devido aos erros numéricos

introduzidos durante a resolugdo das integrais, pela regra de Simpson composta, para obter o

coeficiente g, e por ter aumentado a tolerancia associada ao Newton-Rapshon. As Figs. 5.11 a

5.14 apresentam os deslocamentos transversais nos elementos do rotor.

Figura 5.11. Deslocamentos e 6rbita do mancal #1 para o terceiro cenario.
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Figura 5.12. Deslocamentos e drbita do disco #1 para o terceiro cenario.
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Figura 5.13. Deslocamentos e orbita do disco #2 para o terceiro cenario.

103

4 x10% 15104
4 L ] +
o,wﬂ - WW*
Ak T Ak !
E E
(3 o
é 2 LR
a . B +
3l 3t
Deterministico
-4 Deterministico 4 : Mla::gllf
4 ) loo 7000 To10 + Max-PC
990 1000 1010 Min - PC
100 44‘]0 7(;0 10;)0 100 44‘]0 7!;0 10‘00 13‘00
Velocidade (RPM) Velocidade (RPM)
(a) Deslocamento na direcdo do eixo x. (b) Envelopes para o deslocamento em x.
4 x10* T 4 x10* Y10
™ . Deterministico
o & L a + Max - HCL
a2 . + Média - PC 32 + * Min-HCL
o 33 or- 03 Max - PG
- . . P Min- PC
AL 3s - . . A a4k 25 .‘
£ . 3 N
g-z L g_z L
g . o0 o000 Tot0 § g ;m 000 To10 i
3k . ?.t'. 3t o b kot "43:1-
+. on 3 b +*
s, T T ot R WO—— s ) 7P A
4 ¢ 4F J i)
100 44‘)0 70'0 10‘00 13‘00 -5100 4‘!0 7&0 10‘00 13‘00
Velocidade (RPM) Velocidade (RPM)
(c) Deslocamento na diregdo do eixo z. (d) Envelopes para o deslocamento em z.
<107 x10
1 1
0 0
A 4
E £
3 g7
€ T
o 3
>3 > .3
4 -4
-5 -5
1 1
Deterministico
+ Max - HCL
Deterministico 1300 -1 ¢ Min-HCL 1300
x107* © Média - HCL 107 + Max-PC 1000
# Média - PC * Min-PC
3 700 -3 700
Horizontal (m) ™ Horizontal (m) :
5 100 Velocidade (RPM) 5100 Velocidade (RPM)
(e) Orbita. (f) Envelopes para a orbita.

Fonte: a autora.
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Figura 5.14. Deslocamentos e 6rbita do mancal #2 para o terceiro cenario.
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Sobre o terceiro cendrio, vale ainda comentar que:
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Os envelopes obtidos pelo PC e HCL, para a 6rbita do mancal #1, Figs. 5.11b e 5.11d,
basicamente coincidem entre si, enquanto que a solu¢do média obtida por eles tem
uma ligeira variabilidade com relacdo a solugdo deterministica (Figs. 5.11a e 5.11c).
Os deslocamentos no disco #1 obtidos com o PC e HCL mostram que a 6rbita gerada
diminui de amplitude conforme ocorre uma diminui¢do na velocidade de rotagcdo do
eixo (Figs. 5.12e e 5.12f).

As solugdes do PC e HCL para o disco #2, Figs. 5.13a e 5.13c, mostram que os
deslocamentos transversais possuem amplitudes similares as do disco #1, sendo maior
a amplitude para o deslocamento do disco #2 com relagdo ao eixo z. Os envelopes
possuem suas faixas maximas e minimas se aproximando a medida que a velocidade
do eixo diminui (Figs. 5.13b e 5.13d).

Os deslocamentos no mancal #2, Figs. 5.14a e 5.14c, obtidos com o PC e HCL, sdo
similares aos do mancal #1, embora a amplitude seja ligeiramente maior para o mancal
#1. Nas Fig. 5.15f ¢ possivel perceber que as faixas maximas reportadas pelo PC e

HCL estdo praticamente se coincidindo e, igualmente, para as faixas minimas.
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Capitulo 6

CONCLUSOES

Com o objetivo de lidar com as incertezas em sistemas mecanicos, este trabalho
considerou a aplicagdo do método hipercubo latino e a expansdo em caos polinomial
homogéneo, inicialmente em sistemas mecanicos discretos de um e dois graus de liberdade
for¢ados em que a massa e/ou a rigidez da mola sdo parametros incertos. Em particular, foram
analisadas uma aplicacdo para a resposta no dominio da frequéncia e outra no dominio do
tempo, além de uma andlise preliminar, onde se buscou o projeto 6timo envolvendo a
maximizac¢do da frequéncia natural. Além disso, um estudo foi feito sobre um rotor flexivel
com incertezas nos parametros dos mancais.

A expansdo em caos polinomial permite propagar as incertezas para a solugdo do
sistema, de forma que a aleatoriedade ¢ transferida para a base de polindmios ortogonais
empregada, que neste caso foram os polindmios de Hermite, enquanto a parte deterministica
contém os coeficientes que descrevem as estatisticas da resposta aleatéria (média e variancia).
No caso do Hipercubo Latino, torna-se possivel realizar a amostragem da resposta utilizando
uma quantidade razoavel de pontos, uma vez que os experimentos mostraram que a resposta
ficou proxima da retornada com o caos polinomial.

Com base nas simulagdes numéricas realizados para os sistemas mecanicos do tipo
massa-mola, pode-se concluir que o caos polinomial fornece resultados condizentes com
variabilidade assumida para os parametros incertos. Nota-se que o valor esperado da resposta
aleatoria tende a diferir da resposta deterministica a medida que o desvio aumenta para um
dos parametros, enquanto permanece baixa para o outro. O resultado ¢ ainda mais perceptivel
quando o desvio-padrdo da resposta ¢ observado, mostrando que a massa ¢ mais sensivel do
que a rigidez, dado o sistema com resposta no dominio da frequéncia. Da mesma forma, a
rigidez ndo linear ¢ mais sensivel do que a linear para o sistema com resposta no dominio do

tempo.
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Ao considerar a aplicacdo de otimizagdo no sistema massa-mola, fez-se a aplica¢do da
expansdo em caos polinomial homogéneo para obter as estatisticas das solugdes aleatorias
associadas a primeira frequéncia natural do sistema. O projeto assume que as massas estao
sujeitas a incertezas e, assim, possuem um desvio-padrdo maximo conhecido (gerando dois
cendrios de teste), enquanto se busca determinar os valores da rigidez associados a cada mola
e que permite maximizar a primeira frequéncia a0 mesmo tempo que minimizar o seu desvio-
padrao.

A partir da aplicagdo do método de otimizacdo, um algoritmo genético, os parametros
encontrados para cada cendrio de teste permitiram projetar um sistema massa-mola com alto
valor para a primeira frequéncia natural. Todavia, a frequéncia tem o seu valor reduzido a
medida que se deseja diminuir o desvio-padrdo da resposta aleatdria. Os resultados
mostraram, para ambos os cendrios, que o ganho com o aumento da frequéncia traz prejuizos
em relagcdo ao aumento do seu desvio-padrao. Além disso, a vantagem da construgdo da curva
de Pareto ¢ que o projetista pode selecionar o conjunto de valores que melhor representam a
realidade do projeto, mesmo na presenca de incertezas.

O foco principal do trabalho consistiu na considera¢do de incertezas em um rotor de
eixo flexivel, com dois discos acoplados e¢ o eixo sendo suportado por dois mancais
hidrodinamicos cilindricos. A modelagem do rotor seguiu a aplicagdo do método de
elementos finitos para obter a equacdo de movimento geral do sistema rotativo. Para efeitos
de andlise foram consideradas a viscosidade do 6leo e o raio do eixo nos mancais como
parametros incertos. As respostas obtidas contemplam o deslocamento dos discos e mancais,
bem como as suas Orbitas.

Os experimentos computacionais realizados sobre o rotor em condi¢do de velocidade
constante e em run-down mostraram que as solu¢des médias do caos polinomial e a
deterministica sdo praticamente iguais, exceto para um ultimo cenario em que foi preciso
modificar as tolerancias de convergéncia para o caos polinomial. Por outro lado, a solugao do
hipercubo latino apresentou razodvel diferenca quando comparada com a deterministica. Os
envelopes de solugdo gerados com o hipercubo latino mostraram que uma maior variabilidade
dos deslocamentos transversais pode ocorrer nos nés de acoplamento dos discos, os quais
sofrem a influéncia de uma massa de desbalanceamento, enquanto os mancais restringem um
pouco mais o movimento do eixo. Pela analise dos envelopes e dos desvio-padrdes, percebe-
se a superioridade do caos polinomial sobre o hipercubo latino, mostrando que o hipercubo
latino pode requerer um niimero considerdvel de amostras para ter solugdes mais precisas,

embora o caos polinomial também dependa da resolugdo de integrais.
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Trabalhos futuros que podem ser realizados a partir dessa pesquisa sdo: considerar
novas fontes de incertezas no rotor, por exemplo, analisar o impacto na resposta aleatoria para
a presenga de incertezas nas forgas de desbalanceamento, na matriz de massa e na matriz de
rigidez; efetivar o projeto 6timo robusto do rotor buscando minimizar a amplitude de vibragao
ou maximizar as frequéncias naturais do sistema pelo uso de métodos, como o Colonia de
Vagalumes Multiobjetivo Robusto e o Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA); e,
aplicar o caos polinomial em outros sistemas mecanicos, como no projeto de absorvedores

dindmicos de vibragdo com caracteristicas ndo lineares.
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