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RESUMO

COSTA, T. N. Avaliacdo Numérica e Computacional do Efeito de Incertezas Inerentes a
Sistemas Mecéanicos. 2016. 120 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem e Otimizacao) —
Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Goias —

Regional Cataldo, Cataldo — GO.

Problemas modernos de engenharia, na maioria das vezes sao nao lineares e, podem também
estar sujeitos a certos tipos de incertezas que podem influenciar diretamente nas respostas de
um dado sistema. Nesse sentido, os métodos estocasticos tém sido exaustivamente estudados
com o intuito de se obter as melhores configurac@es para um dado projeto. Dentre as técnicas
estocasticas, destacam-se o0 Método de Monte Carlo e, principalmente o Método Hipercubo
Latino (HCL) que é uma versdo mais simples do mesmo. Para este tipo de modelagem, é cada
vez mais utilizado o Método dos Elementos Finitos Estocasticos (MEFE), sendo que uma
importante ferramenta para a discretizacdo dos campos estocasticos pode ser dada pela
expansdo de Karhunen-Loeve (KL). Neste trabalho serdo utilizados trés estudos de casos, quais
sejam: Um sistema discreto de 2 g.d.l., um sistema continuo do tipo viga acoplada tanto em
molas lineares quanto néo lineares e um rotor composto por eixo, mancais e discos. Nesse
sentido, sera verificada a influéncia de incertezas nos sistemas estudados, utilizando para isto,
0 método HCL, MEFE e a expansdo de KL. O estudo estocastico em questao sera empregado

na construcao do projeto 6timo robusto para o problema do rotor j& apresentado.

Palavras-chaves: Incertezas, Método Hipercubo Latino, Sistema Dinamico, Otimizacéo

Robusta.



ABSTRACT

COSTA, T. N. Numerical and Computational Evaluation of the Uncertainties Inherent Effect
in Mechanical Systems. 2016. 120 f. Thesis (Master in Modeling and Optimization) — Special
Academic Unit of Mathematics and Technology, Federal University of Goias — Regional
Cataléo, Cataldo — GO.

Most of the time, modern problems of engineering are nonlinear and, may also be subject to
certain types of uncertainty that can directly influence in the answers of a particular system. In
this sense, the stochastic methods have been thoroughly studied in order to get the best settings
for a given project. Out of the stochastic techniques, the Method of Monte Carlo stands out and,
especially the Latin Hypercube Sampling (LHS) which is a simpler version of the same. For
this type of modeling, the Stochastic Finite Elements Method (SFEM) is becoming more
frequently used, given that, an important tool for the discretization of stochastic fields can be
given by the Karhunén-Loéve (KL) expansion. In this work, the following three case studies
will be used: A discrete system of 2 g.d.l., a continuous system of a coupled beam type both in
linear and nonlinear springs and a rotor consisting of axis, bearings and disks. In this sense, the
influence of uncertainties in the systems studied will be checked, using for this, the LHS, SFEM
and the KL expansion. The stochastic study in question will be used in the construction of the

great project for the rotor problem already presented.

Keywords: Uncertainty, Latin Hypercube Sampling, Dynamic System, Robust Optimization.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Atualmente, com as modernizacbes obtidas devido ao desenvolvimento dos
computadores, de materiais inovadores e um maior arcabouco de técnicas numéricas onde as
técnicas lineares ja difundidas e as ndo lineares parcialmente desenvolvidas, requerem que 0s
sistemas mecanicos e as estruturas de engenharia trabalhem com desempenho étimo, ou seja,
alta confiabilidade, robustez a condi¢cdes ambientais para se ter projetos eficientes e confiaveis.
Para tal, é necessario também o desenvolvimento de modelos realistas que venham a considerar
adequadamente as incertezas, uma vez que, desconsidera-las pode levar o projeto a grandes
perdas.

E notavel o interesse de se estudar os efeitos de incertezas em problemas de engenharia,
devido a estes problemas serem de uma elevada complexidade, necessitando de modelos
computacionais sofisticados para retratar mais fielmente a fisica do problema. Também pelo
fato de que, se alguma propriedade de uma dada estrutura € incerta, isto pode influenciar
diretamente na resposta dinamica.

Vérios sdo o0s autores que vem estudando e considerando as incertezas em estruturas de
engenharia, destaca-se: Hidalgo (2014), Guedri (2006), Koroishi et al. (2012), Ritto et al.
(2011), Guedri; Bouhaddi; Majed (2006), Ghanem; Spanos (1991).

E de grande valia o estudo dos chamados métodos estocasticos, pois estes s&o uma
importante ferramenta na consideragdo dos efeitos das incertezas com a intencdo de se obter
melhores configuracdes para os problemas de engenharia (RODOVALHO; COSTA, 2013).

Os métodos estocasticos também chamados de probabilisticos, sdo assim conhecidos
por realizarem simulagdes por meio de amostragem. Dentre as varias técnicas conhecidas,
destacam-se os métodos de Monte Carlo (MC) e o método Hipercubo Latino (HCL). O MC é
uma técnica muito conhecida e é utilizada no estudo da influéncia de incertezas, porém, com a
desvantagem de possuir um alto custo computacional. Uma alternativa foi o desenvolvimento
de uma variante deste método, o chamado HCL que tem a vantagem de reduzir o custo
computacional do problema.
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S&o inimeros os autores que vem utilizando o MC para resolver os mais variados tipos
de problemas estocésticos, dentre eles podem se destacar: Castillo (2015), Ribeiro; Lima
(2015), Zhang; Elfadel; Daniel (2013), Lima; Rade; Bouhaddi (2010).

Além disso, verifica-se a utilizacdo do método HCL também na resolucédo de problemas
estocéasticos em: Lara-Molina; Koroishi; Steffen Jr. (2014), Martins; Ferreira (2013); Deutsch;
Deutsch (2011); Maschio; Carvalho; Schiozer (2009), Pilger; Costa; Koppe (2005).

Além desses métodos, tem se mostrado como uma valiosa ferramenta para a analise de
incertezas 0os chamados métodos dos elementos finitos estocasticos (MEFE). Esse método é
dado pela combinagdo da teoria classica dos elementos finitos em conjunto com a anéalise
estatistica que considera os pardmetros como sendo aleatorios (GUEDRI, 2006).

Ribeiro; Lima (2015) descreve que, no ambito da mecanica computacional tem-se
destacado o MEFE, pois cada vez mais torna-se necessario a introducdo de incertezas nos
problemas de engenharia, sendo o MEFE uma importante ferramenta na resolucao de problemas
estocasticos.

A analise de incertezas mostra ser uma metodologia dispendiosa e que tem um alto custo
computacional, isto é, devido a utilizacdo dos métodos estocasticos que necessitam de alto
namero de amostras para a obtencdo da convergéncia. Assim, uma ferramenta que tem sido
bastante citada na literatura é a utilizacdo da expansdo de Karhunén-Loéve (KL) em conjunto
com o MEFE. Este método possibilita a representacdo das incertezas nos parametros do sistema
como campos estocasticos gaussianos homogéneos que sdo discretizados pelo método KL
(RIBEIRO; LIMA, 2015).

Pimentel (2014) cita KL como uma forma de representar processos aleatorios que é
baseada na expansao espectral proporcionado uma reducdo da dimensao do espaco aleatorio.

No trabalho de Koroishi (2013) é abordado o comportamento de um rotor flexivel
guando incertezas foram consideradas em parametros relacionados com o eixo e/ou com o
mancal, utilizando-se do MEFE para a andlise de incertezas e do KL para a discretizacdo dos
campos aleatdrios.

Durante muitos anos, a teoria linear foi considerada suficiente para descrever a dinamica
dos sistemas. Em razdo da modernizacdo das estruturas, do emprego de materiais inovadores e
da utilizacdo de técnicas numéricas, passou-se a ter uma maior consideracdo das néo
linearidades. A origem das néo linearidades pode ser devido a geometria do sistema ou do tipo
de material assim, ressalta-se que componentes das equagbes do movimento como, por
exemplo, os termos de inércia ou os termos que descrevem forcas restauradoras elésticas podem

ser afetados por algum tipo de ndo linearidade (BORGES, 2008).
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Dentre os inumeros trabalhos sobre as ndo linearidades, destacam-se os trabalhos de:
Purcina; Costa; Borges (2015), Melo (2015), Souza (2015), Borges (2008), Pai (2007), Savi
(2004), Nayfeh, Pai (2004), Zienkiewicz; Taylor (2000), Oeini; Chin; Nayfeh (1999), Nayfeh;
Mook (1979).

Neste trabalho tem-se como objetivo, estudar os efeitos de incertezas em sistemas
mecanicos compostos por estruturas lineares e ndo lineares através da utilizacdo de métodos
estocasticos. Para tal estudo, considera-se, um sistema discreto de 2 g.d.l., um sistema continuo
do tipo viga e um rotor composto por eixo, mancais e discos. Para a andlise do efeito de
incertezas nestes sistemas utiliza-se do método estocastico Hipercubo Latino (HCL), e no caso
da viga de Euler-Bernoulli ainda é utilizado o método dos elementos finitos estocésticos
(MEFE) juntamente com a expansao de Karhunen-Loeve (KL). Em relacéo ao estudo do rotor,
serdo aplicados métodos de otimizacao robusta com o intuito de obter o valor 6timo do didmetro
do elemento de viga onde tem-se como objetivo a minimizagdo da amplitude de vibracdo e a
minimizacdo da vulnerabilidade da resposta.

Essa dissertacdo esta dividida em oito capitulos conforme descricdo a seguir:

Capitulo 2 — Neste capitulo sera realizada uma introducéo sobre os sistemas mecanicos
com destaque para os sistemas nao lineares, onde sdo exemplificados alguns tipos de néo
linearidades, a saber, geométrica e fisica. Também sera abordado um sistema discreto de 2 g.d.l.
e um sistema continuo do tipo viga onde através de implementagdes computacionais, serdo
encontradas as respostas para estes sistemas.

Capitulo 3 — Neste, tem-se uma introducdo sobre as maquinas rotativas. Além disso, é
apresentada a técnica de reducdo de modelo chamada de Iterative Improved Reduction System
(IIRS). E, por fim € apresentada a modelagem do rotor utilizando a técnica numérica de
elementos finitos.

Capitulo 4 — Este capitulo traz uma apresentacdo sobre a incertezas e sobre os métodos
estocasticos, abordando o método de Monte Carlo (MC) e o Hipercubo Latino (HCL) que é
uma versdo mais simples do MC. Além desses métodos, tem-se uma introdugéo da teoria dos
elementos finitos estocasticos e da utilizacdo da expansdo de Karhunen-Loeve.

Capitulo 5 — Aqui sera realizado o estudo sobre a influéncia de incertezas, ou seja,
utilizando-se do metodo estocastico HCL sdo construidos os envelopes de solucdo (valor
méaximo, valor médio e valor minimo) para o sistema discreto de 2 g.d.l. onde alguns dos
pardmetros de rigidez serdo considerados aleatorios e, para a viga de Euler-Bernoulli onde 0s
pardmetros largura e espessura serdo parametros incertos onde é realizado simulacfes

primeiramente considerando o acoplamento na estrutura de uma mola com caracteristica linear
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e posteriormente, a mola terd caracteristica ndo linear. Sera ainda abordada a metodologia do
MEFE utilizando em conjunto o KL.

Capitulo 6 — Aqui, tem-se a consideracdo de incertezas em parametros de um rotor onde,
de inicio, sdo considerados os dois valores da rigidez dos mancais como aleatorios para 30% de
incerteza e, posteriormente séo realizados testes considerando alguns valores dos didmetros dos
elementos de viga como aleatdrios, neste, também é obtido 0 niUmero de amostras necessarias
para a obtencao da convergéncia do método.

Capitulo 7 — Neste capitulo, é introduzido o conceito dos métodos de otimizacao
multiobjetivo robusto. S&o introduzidas as técnicas Nondominated Sorting Genetic Algorithm
(NSGA) e o método de Otimizacdao por Colénia de Vagalumes Multiobjetivo (CVM). Portanto,
neste capitulo sera construido o projeto 6timo robusto do rotor, para isso sdo considerados como
varidveis de projeto alguns valores dos didametros dos elementos de viga com o objetivo de
encontrar o valor 6timo robusto. Para tal, tem-se como objetivos a minimizacdo da amplitude
de vibragdo e simultaneamente a minimizagéao da vulnerabilidade.

Capitulo 8- Neste capitulo, sdo apresentadas as conclusdes.

No final, neste trabalho, sdo listadas as referéncias bibliogréaficas.
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Capitulo 2

SISTEMAS MECANICOS LINEARES E NAO LINEARES

Existe uma enorme gama de sistemas fisicos, dentre eles destacam-se 0s sistemas
mecanicos, elétricos, térmicos, hidraulicos, dentre outros e, esses sistemas podem ser
classificados em sistemas estaticos ou dindmicos, probabilisticos ou deterministicos, discretos
ou continuos, lineares ou ndo lineares, dentre outras classificacoes.

Sistemas discretos sdo aqueles cujos parametros fisicos, de inércia, de rigidez e de
amortecimento, estdo concentrados em um nimero finito de pontos do espaco, ja os sistemas
continuos sdo os sistemas cujos parametros fisicos estao distribuidos em um namero infinito de
pontos (RODOVALHO; COSTA, 2013).

Sistemas estocéasticos também ditos probabilisticos s&o assim definidos por considerar
uma ou mais varidveis como aleatorias, diferentemente dos sistemas deterministicos onde as
variaveis de entrada do problema sdo conhecidas (AGUIRRE, 2000).

Um sistema dinamico é aquele cujo estado evolui com o tempo (1), este pode ter valores
discretos ou continuos. Uma evolucédo de tempo discreto é geralmente descrita por um sistema
de equacdes algébricas, enquanto a evolugdo por tempo continuo geralmente é descrita por um
sistema de equacdes diferenciais (NAYFEH; BALACHANDRAN,1995).

Os sistemas ainda podem ser classificados em lineares e ndo lineares. Quando 0s
componentes atuam linearmente e prevalece o principio da superposicao o sistema é dito linear,
ao contrario, no sistema ndo linear um ou mais componentes do sistema ndo se comportam
linearmente, ou seja, tem-se relagdes quadraticas, cubicas, exponenciais, senoidais, dentre
outras (RODOVALHO; COSTA, 2013).

Dentre os varios tipos de sistemas na engenharia, neste trabalho o interesse € estudar
varias caracteristicas relacionadas aos sistemas mecanicos. Esses sistemas, na maioria das
vezes, sd0 compostos por: massa, rigidez e amortecimento. O estudo a respeito deste tipo de

sistema mostra-se de grande importancia por, geralmente, estarem sujeitos as vibragdes.
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2.1 Modelagem de um Sistema Discreto N&o Linear

Considerando um sistema de 2 g.d.l,, dado pela Fig. 2.1, composto pelo sistema
principal (my,ky,c1) dado por massa, rigidez e amortecimento respectivamente, que esta
conectado ao sistema secundario (mz,kz c2).

Neste sistema tem-se um exemplo de ndo linearidade fisica, pois o efeito da néo

linearidade é dado por polinémios que possuem deslocamentos quadréticos e cubicos.

Figura 2.1 - Modelo do sistema de 2 g.d.l.
k, [

F, cos(ft) + x, Fycos(0,t)

Lt
my
ky 1

Sistema secunddrio

Sistema primdrio

7
Fonte: o autor.

Aplicando a 22 Lei de Newton nas duas massas separadamente, escreve-se as equacgdes
do movimento do sistema como sendo (Sayed; Hamed; Amer, 2011); (Costa; Purcina, Borges,
2015); (Purcina; Costa; Borges, 2015):

m % +¢,X; +¢, X1X12 +C3 (X —Xp) + Ky Xy + k12X12 + klsxl3 + Koy (X = X5) + Koy (X = X2)2
+Kpg (X, — X,)% = f,c08(Qt) + %, T, COS(Q,1) (2.1)

M, X, +C3(Xy — Xy) +Kpy (Xo = X) +Kpp (X, — Xl)z +Kyz(X, = X1)3 =0

O efeito da ndo linearidade, neste caso, foi introduzido na rigidez do sistema que é dado
pela soma das rigidezes da mola multiplicados pelos deslocamentos quadraticos e cubicos, além
de que, também aparece a nao linearidade no amortecimento do sistema. Logo, reescreve-se a

eqg. (2.1) em funcdo dos polinémios ki € ka:

(2.2)

M, X, +C X, +C, XX +Cy (X%, — X,) + Kk, +k, = f, cos(@,t) + x, f, cos(@Q,t)
m,X, +C5(X, — %) +k, =0

onde:
kl = k11X1 + k12X12 + k13X13
s @3)
K, =Ky X+ Ky X + Ky

Na eq. (2.3), x € 0 movimento relativo das massas mie m.
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Na eq. (2.2) verifica-se que a massa principal estd sujeita a uma forca do tipo

F(t) = F, cos(,t) + x,F, cos(€,t) , onde Q; (j =1,2) sao frequéncias de excitacao, xi e x2 a0

deslocamentos do sistema principal e secundario, respectivamente.

A partir de manipulac6es algébricas na eg. (2.3) e assumindo nao linearidades fracas e

pequeno amortecimento, chega-se a:

X+ @)X, + e X+ e, X; + EEX + EEX X +EE (X —X,) — £asX, + £, (X, — X, )?
+eas (X, —X,)° = &F, cos(@,t) + &x,F, cos(Q,t)

X, + a’z2 (X, = X%,) + B, (X, — X1)2 +&f, (X, — X1)3 +&&,(%, —%)=0

onde:
o] = o Ky @) :ﬁ’al 2&,052 2&,0{3 :&'0% 2&,0{5 :&
ml m2 ml ml ml ml ml
Cl C2 C3 C3 k22 k23 fi H
’51 :_152 :_’53 :_’54 :_’181 :_uBz = I:i =—,1=12
ml ml ml m2 m2 m2 ml
Os parametros do sistema principal estdo listados na Tabela 2.1.
Tabela 2. 1 - Valores dos pardmetros do sistema
Simbolo Parametro Valores | Unidade
m Massa do sistema principal 10 Kg
ma Massa do sistema secundario 0.8 Kg
Ky Rigidez linear 30.35 N/m
K12 Rigidez ndo linear 0.3 N/m
ki3 Rigidez ndo linear 0.4 N/m
ka1 Rigidez linear 2.048 N/m
ka2 Rigidez ndo linear 0.1 N/m
ks Rigidez ndo linear 0.2 N/m
C1 Coeficiente do amortecimento do 0.5 Ns/m
sistema principal
C2 Coeficiente de amortecimento do 0.2 Ns/m
sistema secundario
C3 Coeficiente de amortecimento 0.1 Ns/m
acoplado

f1 Forca de excitacdo 6 N
f2 Forca de excitacdo 3 N

Fonte: o autor.

(2.4)

(2.5)
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Naeq. (2.5), wj (j=1,2) sdo frequéncias naturais, a e £ sdo parametros de rigidez lineares
e ndo lineares respectivamente, & coeficiente de amortecimento, F forca de excitacdo e ¢ indica

uma pequena grandeza assumida que tem a finalidade de balancear as ndo linearidades do
sistema.

De inicio é obtido a resposta do sistema principal linear e sistema secundario linear
utilizando-se dos dados da Tabela 2.1 que € ilustrado na Figura 2.2:

Figura 2.2 - (a) Resposta do sistema principal linear e sistema secundario linear e (b) plano de fase

(@) °

[ S

5 [m]
=)
dxl/dt [m/s]

0 10 20 30 40 50 -4 -2 0 2 4
t[s] x, [m]
Fonte: o autor.

Na Figura 2.2, pode-se observar que o sistema apresenta oscilagdes irregulares, as quais
sdo evidenciadas pelas trajetdrias no plano de fase. Ressalta-se que o plano de fase tem como
coordenadas o deslocamento e a velocidade onde dada uma condi¢édo inicial, a solu¢do do
sistema € representada geometricamente como uma trajetoria.

A seguir, considerou-se o sistema principal como sendo linear e o sistema secundario
como sendo ndo linear, obtendo a resposta no dominio do tempo e o plano de fase mostradas
na Figura 2.3:

Figura 2.3 - (a) Resposta do sistema principal linear e sistema secundario ndo linear e (b) plano de fase

(b)

dx | /dt [m/s]
=

0 10 20 30 40 50 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Fonte: o autor.
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Na Figura 2.3 (a) verifica-se pela resposta do sistema principal que houve uma
atenuacdo na amplitude de vibragcdo devido ao sistema secundario possuir caracteristicas ndo
lineares, porém, é possivel notar que o plano de fase apresentado na Figura 2.3 (b) comparado
ao da Figura 2.2 (b) sugere um relativo aumento na instabilidade do sistema.

Neste caso, considera-se tanto o sistema principal como o sistema secundario como

sendo ndo linear, Figura 2.4:

Figura 2.4 - (a) Resposta do sistema principal ndo linear e sistema secundario nao linear e (b) plano de fase

dXI/dt [m/s]

0 10 20 30 40 50
t[s] X [m]
Fonte: o autor.
Neste Figura, tem-se um resultado similar ao apresentado na Figura 2.3, isto é, percebe-
se uma diminuicdo da amplitude de vibragdo, porém também é visto que, na Figura 2.4 (b) que

é apresentado um aumento da instabilidade do mesmo.

2.1.1 Introducéo aos sistemas néo lineares

Durante muito tempo, a teoria linear foi considerada suficiente para a analise das
estruturas de engenharia, porém, com a modernizacdo dos computadores, o emprego de
materiais inovadores e 0 desenvolvimento de novas técnicas, tornou-se possivel a consideracéo
de ndo linearidades presentes no sistema. A teoria dos sistemas dindmicos nao lineares tem sido
impulsionada pela sua consideracdo em varias areas de ciéncias e engenharias (PIQUEIRA,
1994).

N&ao linearidades em um sistema, podem ser inerentes e intencionais. As néo
linearidades inerentes s@o aquelas que existem naturalmente nos sistemas e, na grande maioria

das vezes, causam efeitos indesejaveis como, por exemplo, saturacéo, histerese, folga e atrito.
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Ja as ndo linearidades intencionais ou artificiais sdo aquelas que s&o introduzidas ao sistema
com o intuito de melhorar seu desempenho (SLOTINE; LI, 1991).

As nédo linearidades podem ser consideradas nos modelos de varias formas como, por
exemplo, devido a geometria do sistema ou do tipo de material, ou associada com a presenca
de forgas ndo lineares ou com a configuracao fisica do sistema (BORGES, 2008).

A ndo linearidade fisica pode ocorrer devido ao fato do material ndo apresentar uma
relacdo tensdo-deformacéo linear, ou seja, a lei de Hooke ndo é valida. Na geométrica, a
estrutura pode apresentar um comportamento ndo linear, ainda que o material obedeca a Lei de
Hooke e, é necessario considerar as relagdes tensdo-deformacéo (SILVA, 2009).

Um exemplo de ndo linearidade geométrica devido a grandes oscilagdes é o péndulo,
mostrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 - Péndulo

6(t)

Fonte: Adaptado de Thomsen (2003).

A equacdo que governa o seu movimento ¢ (THOMSEN, 2003):

6 +w’sen6 =0 (2.6)
O termo né&o linear sen @, pode ser expandido, utilizando a série de Taylor:

1. 1 .
senf@=60—-——60"+——6" +... .
6 120 (2.7)
Considerando apenas o primeiro termo da expansdo dado pela eq. (2.7), chega-se a
aproximacé&o linear, eg. (2.8), onde esta aproximacgado mostra ser valida somente para pequenas

oscilagOes de 6.
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O+0’0=0 (2.8)

Uma mola é um tipo de ligacdo mecanica e pode ser definida como qualquer corpo ou
elemento elastico ou deformavel. A mola pode ser identificada na maioria das aplicacdes em
engenharia como, por exemplo, uma barra, viga, placa, entre outras. A mola é dita ser linear, se
o0 alongamento ou a reducdo do comprimento x esta relacionado com a forca F aplicada que é
(RAO, 2010):

F(x) =kx (2.9)

Devido a grandes deformacGes em sistemas praticos, a maioria das molas exibe uma
relagdo forca-deflexdo ndo linear (BORGES, 2008). Logo, a ndo linearidade fisica pode ser

descrita matematicamente, considerando a seguinte equagéo:

F =ax+bx®,a>0 (2.10)

Naeg. (2.10), tem-se a constante associada com a parcela linear dada por a, e a constante
associada a ndo linearidade cubica b. Caso b > 0, diz-se que a ndo linearidade é do tipo que
enrijece (hardening spring), quando b < 0, diz-se que a ndo linearidade é do tipo que abranda
(softening spring) e quando b = 0, diz-se que a mola é linear (BORGES, 2008).

A Figura 2.6 ilustra trés diferentes tipos de relac6es forca-deslocamento, a saber, mola
que enrijece (hard), mola linear e mola que abranda (soft):

Figura 2.6 - Ndo linearidade devido a forgas restauradoras
20 .

==:Mola que Enrijece
15k = Mola Linear
=+=Mola que Abranda
101 4
/”
5; Z -
N.\.
O .
~.
N'h .....
-5+
J,,
’
-10 "
/(
-15+ ¢
4
4
_21 c c
-%0 -5 0 5 10

Fonte: o autor.
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2.2 Introducéo ao Método dos Elementos Finitos (MEF)

Define-se 0 método dos elementos finitos (MEF) como sendo um método numérico
utilizado na resolucao por aproximacao de equacGes diferenciais de varios tipos de problemas
(KIM; SANKAR, 2011).

Segundo Souza (2003) o MEF é uma técnica numérica que permite a realizacdo de
analises de varios tipos de problemas fisicos, onde utiliza-se de equacgdes para descrever o
problema.

A origem do método aconteceu no final do século XVIII, onde Gauss sugeriu para a
resolucédo de problemas matematicos o uso de func¢des de aproximacao. No entanto, de fato deu-
se 0 seu desenvolvimento na década de 50 com o advento da computacdo permitindo a sua
aplicacdo em problemas de grande complexidade (LOTTI et al., 2006).

O método divide o dominio da estrutura em vérias regides interconectadas que sao
chamadas de elementos e, cada elemento dispde de certo nimero de pontos ou nés. Ao se definir
os elementos e seus pontos nodais, admitem-se solugdes aproximadas para as variaveis,
expressas como funcGes chamadas de funcdes de interpolacdo ou fungbes de forma (RADE,
2011).

As aplicacfes para 0 MEF sdo inUmeras como: na construgdo civil, automobilistica,
naval, metaldrgica, mineracao, telecomunicac6es, salde dentre outras (SOUZA, 2003).

O MEF também tem aplicacdo em diversas especialidades odontol6gicas, como na
Ortodontia, para analise de cargas, tensdes ou deslocamentos (LOTTI et al., 2006).

No trabalho de Marzo (2010) pode-se encontrar a aplicagdo do MEF na analise de
tensdes onde, existe uma conexao através de cabos entre as plataformas de petréleo e as
bombas, estas estdo submersas para a extracdo do petroleo. Os cabos tém enorme comprimento
e estdo em aguas profundas e sofrem constante pressao e esforcos mecanicos.

Quando um sistema ¢é dito continuo, os parametros fisicos do mesmo estéo distribuidos
em um determinado volume do espago. As grandezas do problema podem entdo, assumir
valores independentes em cada ponto do dominio, logo, o problema tem um numero infinito de
incognitas, sendo chamado de problema infinito-dimensional.

Uma vez que se queira trabalhar com um problema finito dimensional, ou seja, com um
numero finito de incognitas é necessario realizar o processo de discretizacdo, ou seja,
transformar de continuo para discreto, logo, pode-se utilizar o chamado método dos elementos
finitos, o qual sera abordado a seguir uma discretizacdo de uma viga de Euler-Bernoulli.
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2.2.1 Formulacédo de uma viga de Euler-Bernoulli

A viga de Euler-Bernoulli descrita a seguir, foi discretizada pelo MEF, Figura 2.7:

Figura 2.7 - Viga de Euler-Bernoulli

i
lwo  ho  [No

Fonte: o autor.

s O~
[ | »

Nesta figura, observa-se um exemplo de uma viga que foi discretizada em dois
elementos. Sendo que, v1, V2 e v3 Sd0 deslocamentos, 61, 62 e 65 sdo rotagdes.
A seguir, tem-se a formulacéo da viga utilizando o Principio Variacional de Hamilton
onde se tem a consideragdo de algumas hipéteses (RADE, 2011; FERREIRA, 2007):
e Considera-se os efeitos da flexdo transversal e desconsidera-se os efeitos associados ao
deslocamento longitudinal;
e Os efeitos do cisalhamento transversal e de inércia de rotacdo das se¢Oes transversais
séo desprezados;
e Os deslocamentos e rotacdes sdo considerados pequenos;
e Os materiais apresentam comportamento linear elastico e isotropico.

A equacdo matematica que descreve o comportamento da viga é:
M= ety )+ ke fus o} = {F e} (2.12)

Na eq. (2.11) tem-se que [M] representa a matriz de massa, [K] a matriz de rigidez,

{(t)} € o vetor de aceleracdo, {u(t)} vetor de deslocamento, {F(t)} vetor de forca e, o sobrescrito

e indica elemento.
Para a formulacdo das equacbes do movimento em nivel elementar, utiliza-se a

expressao da energia cinética:

T, = . 0F e o} (212)

onde:

M,],, = imi(x)[¢ 0] [p 00lx (2.19)
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[Mi]mn € @ matriz de massa comm, n=1,...,g.d.1.
E, a energia potencial:

v =2 {0 [< Jo. o) (2.14)

onde:
K], = I E()1 (x)67 dix (2.15)

[Ki]mn é a matriz de rigidez do elemento de viga com m, n=1,...,g.d.l.
Para que a viga seja discretizada em varios elementos finitos € necessario estabelecer
para cada elemento, transformacdes lineares relacionando os graus de liberdade elementares

com os graus de liberdades globais, ou seja:

{{U (t)}4x1 4x6{ ’ (t)}exl

(2.16)

t)}4x1 [ ]4x6 {ug (t)}ﬁxl

A seguir, tem-se as matrizes de transformacao (matrizes booleanas) para os elementos i

e j mostrando-se a relacdo entre os graus de liberdade elementares e os graus de liberdade

globais:
v, (t) v, (t)
ve)] [1 0 0 0 0 0]|6.() Vi (t) 0 01 0 0 0f[ar(®)
GEt)| |0 1 0 0 0 Ofv,(t) o; (t) 0 0 01 0 0fv()
ve(t) oo 10 0 0l ) Vi (1) looo0oo01o0 0,(t) (2.17)
o'®) [0 0 0 1 0 0fjv;(] |6°t)) [0 0 0 0 0 1wt
(1) 0,(t)

Em nivel global, a energia cinética é dada pelo somatorio da energia cinética de todos

0s n elementos considerados:

——'I m( )(av(x t)} dx—T, =%{ug(t)}T e fue o (2.18)



A matriz de massa global é calculada pelo seguinte somatorio:

[M g]:[Li]T[Mi][Li]+[Lj]T[Mi][l-j]

Logo, a matriz de massa é:

156 22, 54 -13l,
221, 4, 13, -31,2
M ]:ﬂi 54 13|i22 156 +156  — 222|i + 222|i
420 | -13I; -3, -2l + 221, A2+ 4l

0 0 54 13,

0 0 ~13l, -31,2

0
0
54
131,
156

- 22,

30

(2.19)
o
0

-13I,

by (2.20)

- 22,

4% |

Para o calculo da matriz de rigidez utiliza-se a formulacéo da energia potencial, no qual,

calcula-se de forma semelhante a anterior:

v =5 el [ o o)

A matriz de rigidez global € formulada da seguinte forma:

ko= LT I I+ [ T Ik L]

Chegando a seguinte matriz de rigidez:

12 6l

i -12 6l, 0
6l. 41° —6l. 212 0

[K]:ﬂ -12 -6, 12+12 -6l +6l,  -12
B A B 212 -6l +6l, 41°+4* -6l
0 ~12 —6l, 12

0 0 6l, 212 —6l,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Para definir o vetor de forca utiliza-se do mesmo principio usado para a montagem das

matrizes globais de massa e rigidez, veja um exemplo abaixo:
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v (1)
@ 6,(t)
Fr(t)| v, (t)
Fjvd(t) =0 0 001 o}@z(t) (2.24)
07 (t) VS?;
6,(t

Uma alternativa usada para atenuar a amplitude de vibracgéo é adicionar amortecimento

estrutural, dada pela combinacdo linear das matrizes de massa e rigidez.

[C]=a[m]+ p[K] (2.25)

A equacdo global do movimento considerando o amortecimento estrutural € dada por:

[M Jiu}+[CJuj+ [K fu} = {F} (2.26)

Na eg. (2.25) os parametros a e ff S0 as constantes reais da matriz de amortecimento de
Rayleigh, assume-se que a=0 e  =0.0005.
Na Tabela 2.2 é ilustrado os valores dos parametros da viga:

Tabela 2.2 - Valores dos pardmetros da viga de Euler-Bernoulli

Simbolo Pardmetro Valores Unidade
L, Comprimento total da viga 0.5 m
L Comprimento de cada elemento 0.05 m
b Largura de cada elemento 0.01 m
h Espessura de cada elemento 0.003 m
P Densidade volumétrica 2710 k%3
E Mddulo de Young 70x10° %
k Rigidez da mola linear 250 NA
K Rigidez da mola néo linear 250 N

Fonte: o autor:

A Figura 2.8 ilustra uma viga engastada em uma das extremidades e livre na outra,
também tem-se a discretizacdo em 10 elementos. Nesta, observa-se a aplicacdo de uma forca

no ultimo no e, também no mesmo no é considerada uma mola com caracteristica linear.
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Figura 2.8 - Discretizacdo em dez elementos da viga com mola linear

IF

Py

/ iKl

Fonte: o autor.

Considerando o esquema apresentado na Figura 2.8 e os dados da Tabela 2.2, é realizado
implementacdes no software Matlab® onde é obtido & funcéo resposta em frequéncia (FRF),

Figura 2.9:

Figura 2.9 - Funco resposta em frequéncia
200 T T T r

150 |
100

50

X [dB] -ref. = 1¢™®

0 Z(I)O 4(I)0 6(I)() S(I)O 1000
w [Hz]
Fonte: o autor.

Na Figura 2.9 tem-se a ilustracdo da FRF para a viga em questao.

Uma vez que, deseja-se a resposta no dominio do tempo, utiliza-se de algum método
para integracdo das equacBes do movimento. Dentre estes métodos tem-se o método de
Newmark (NEWMARK, 1959).

Portanto, tem-se a consideracédo da viga de Euler-Bernoulli onde foi obtida a resposta

no dominio do tempo através do método de Newmark, chegando-se na figura a seguir:

Figura 2.10 - Resposta no dominio do tempo com acoplamento de uma mola linear
0.015 . :
f

001y
0.005 |
= U T
E ol v IH\ |‘|\\ |
=

0005 F |11

001F ]

-0.015
0

t[s]
Fonte: o autor.
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Visto que, a grande maioria dos problemas de engenharia apresentam algum tipo de nao
linearidade, tem-se a consideracdo da viga de Euler-Bernoulli descrita anteriormente, porém

nesta é acoplada uma mola ndo linear em uma das extremidades, ilustrado na Figura 2.11:

Figura 2.11 - Discretizagdo da viga com mola ndo linear

g LF
A LT TP T

iKm

Na Figura 2.11 tem-se a representacdo de uma viga engastada numa das extremidades

Fonte: o autor.

sendo que na outra é aplicado uma forca pontual e, também é acoplado uma mola com
caracteristica nao linear.

A equacdo gue governa 0 movimento desta viga para o caso ndo linear é da forma:

[M]G(t) +[CIu(t) + [KIu () +[K,, Ju®(t) = F(t) (2.27)

Considerando como uma forga ndo linear a matriz [k ], escreve-se:

(2.28)
[MIG(t) + [Clu(t) + [K]u(t) = F (1) - [K, Ju®(t)

Utiliza-se dos dados da Tabela 2.2 e ressalta que neste caso, tem-se a aplicacdo de uma

forca do tipo f sen(2Tw,t)oNde f, =1N €& Mo € a frequéncia natural do primeiro modo de

vibracdo, logo, a resposta no dominio do tempo é mostrado na Figura 2.12:

Figura 2.12 - Resposta no dominio do tempo com acoplamento de uma mola néo linear
0.1 T T T .

!f\\
0.05 /\ /'A\ //\ / \ ]
[ \

| | . |
0.05 | \\] \ / \ / \\ / |

-0.1

t[s]
Fonte: o autor.

Na Figura 2.12, observa-se a resposta no dominio do tempo para 0 caso onde

considerou-se uma mola com caracteristica ndo linear na extremidade da estrutura.
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Capitulo 3

INTRODUCAO AO ESTUDO DE MAQUINAS ROTATIVAS

E sabido que méquinas rotativas possuem uma grande diversidade de aplicacdes em
industrias. Essas maquinas também sdo definidas como sistemas mecanicos rotativos que
podem ser um componente principal ou parte integrante de algum equipamento.

Segundo Moreira (2015) as maquinas rotativas tém vasta aplicagdo em varios ramos da
engenharia, tais como: automotiva, aeroespacial, petroguimica e de geracdo de energia. Sendo
possivel citar como exemplos de rotores 0os compressores, maquinas centrifugas, turbinas de
avido, turbinas para a producdo de energia elétrica, dentre outros.

Neste sentido por definicdo todos os tipos de maquinas onde o eixo é rotacionado em
torno de si mesmo sdo chamados de méaquina rotativa, isto é, o rotor € um corpo suspenso por
um conjunto de mancais, permitindo girar-se livremente em torno de um eixo fixo (BERTON
JR; ROBERTO, 2013).

Diz-se que os principais componentes do rotor é o eixo, disco e mancal, sendo o rotor
classificado com um sistema mecénico rotativo. O mancal é dito como elemento estacionario
uma vez que, restringe o movimento do rotor, elemento cilindrico, de rotacionar em torno do
eixo (NOGUEIRAO; WATANABE, 2012).

Os mancais sao dispositivos de ligacdo entre a parte movel e a estrutura fixa da maquina
rotativa e, também sdo conhecidos por transmitirem os esforcos estaticos e dinamicos para a
estrutura da maquina. Absorver energia, e restringir os graus de liberdade durante a
movimentacdo do eixo sdo as fungdes mais importantes de um mancal (SILVEIRA, 2001).

O mancal pode ser descrito como um componente que possibilita ter uma livre
movimentacao entre duas partes de um mecanismo sendo que, este deve operar com baixos
coeficientes de atrito (GRECO, 2011).

Segundo Hutchings (1992), existem indmeras formas para 0s mancais, 0S mancais
planos (estaticos e dindmicos) e mancais de elementos girantes. Os mancais de elementos
rolantes possuem esferas ou rolos, enquanto os mancais planos possuem um filme de éleo entre

as superficies moveis. Outro tipo de mancal de grande interesse sdo 0s mancais magnéticos.
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Este mancal permite a rotacdo de uma peca girante sem nenhum contato mecanico com
qualquer outra peca fixa ou mével, assim tem-se a eliminag&o de atrito mecéanico ndo necessita

de lubrificacdo, possibilitando o rotor operar em altas velocidades de rotacdo (GOMES, 2007).

3.1 Modelagem de um Rotor Flexivel

Rotores flexiveis sdo ditos sistemas dindmicos compostos por eixos flexiveis, discos e
mancais. Para a modelagem do rotor existem métodos analiticos e numéricos como o MEF, que
é uma das técnicas mais utilizadas para a analise de problemas de engenharia.

Neste caso, 0 MEF foi o método escolhido tal analise onde se determina separadamente
as equacOes do movimento de cada componente, considerando que os elementos acoplados ao
eixo sdo discos rigidos, o eixo é um sistema elastico e os mancais sdo elementos de suporte e,
a formulacdo é baseada na energia potencial, cinética, trabalho virtual e energia de deformacéo
(KOROISHI, 2013; UJIHARA, 2011 apud LALANNE e FERRARIS, 1998).

Para a obtencdo da equacdo do movimento do rotor deve-se seguir 0s seguintes passos

e Determinar a energia cinética e a energia de deformacdo do sistema rotativo e o trabalho
virtual das forgas externas;

e Aplica-se um método numérico (MEF);

e Aplica-se as equacOes de lagrange para determinar as equacdes do movimento:

d[aT] oT  ouU _Fq 3.1)

_ __+__
dt\ag, ) ag, o
onde:

1<i < N,sendo N o numero de g.d.l.;

gi, coordenadas generalizadas independentes;

Fqi. forgas generalizadas associadas a gi.

Considere que cada no estd associado a quatro graus de liberdade, onde o vetor de

deslocamento nodal é expresso como U = (U, y;,U,,w,,) e dw=(w,8,w,,6,) .

O campo de deslocamento é entdo escrito por:
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(3.2)

{u(y,t) = N, (y)éu(t)
w(y,t) = N, (y)dw(t)

Pelas relacdes listadas na eq. (3.3), as inclinacbes estdo relacionadas com 0s

deslocamentos transversais:

Y o (33)
y(yt) = aly au(t)

o(y,t) =

Considera-se o polindmio cubico na eq. (3.4) e, as constantes de integracao sdo Ci(t):

u(y,t) =c,(t)y’ +c,(t)y* +c,(t)y +c,(t) (3.4)

Os graus de liberdade da viga (rotagéo e deslocamento) devem satisfazer as seguintes

condicdes de contorno:

u(0,t) =u,(t)

LY =)

u(0,t
A _ gt 35
afﬁ/t) (1) (3.5)
AN _ g

oy (1)

As relagdes expressas na eq. (3.5) sdo substituidas na eq. (3.4) e resolvidas para as

constantes C; :

.0 = +20,0 - u.0)+ LOO +0.0)

c.(0) == 2,0 -4,0)- L O +,0)] @6)
()= 6,0
G0 =u0)

Substituindo a eq. (3.6) na eq. (3.4) encontra-se as fungdes de forma:
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2

i 2 3 3 2 3,2 3
N(y)=|1- 3 A 2V Y8y 2y Ly y}

77T L B 'L L
(3.7)

TR L 'L L L

B 2 3 2 3 2 3 2 3
Ny =|1 3 2 2y Yy 2y y +y}

Através das fungdes de forma escritas na Eq. (3.7), escreve-se o deslocamento u(y,t)
para o elemento de viga:

2

(4 3y" 2y’ L2y Y
U(y,t)—(l TRE jul(t)+[ y+=] j!/fl(t)

3y* 2y’ y: oy (38)

+[ Lz - L3 juz(t)_'_[T_Tj‘/jz
E, paraw(y,t):
3y’ 2y’ 2y* y’

W(y!t)_(l_ 2 L3 jW1(t)+ y- L +?j91(t)

3 2 2 3 2 3 (39)
+( )2 - {)Wz(t)""(_y_'*'y_ 92

2 L L L

3.1.1 Formulagéo das matrizes elementares para o disco

Considera-se que o elemento de disco esta em um eixo flexivel com rotacdo e as

matrizes de massa e giroscopia sdo obtidas a partir da expressdo da energia cinética. Para isto,

faz-se uso de dois referenciais: R(xyz) e Ry(XYZ) , e fazendo uso das seguintes rotagdes: v

em torno do eixo Z , & em torno do eixo x que serd chamado de x, e ¢ em torno do eixo y.

Logo, o vetor de velocidade angular instantanea do referencial Xyz é:

S s
§=WZ+9&+¢Y (3.10)
0

onde, 2,% e y sdo definidos como vetores unitarios nas dire¢des dos eixos z,x € Y.
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Figura 3. 1 — Sistema de eixos coordenados para elemento de disco

4 y T Y

u

Fonte: Adaptado de Oliveira, 1999.

Obtem-se o vetor de velocidade angular:

9 0 cos¢ —y cosésen g
9, |= é+ysend (3.11)
9 dsen g + y oSO cosg

Cada n6 do disco tem quatro graus de liberdade onde Ue W sdo translacGes, fe y sdo

rotacOes, descritos na Figura 3.2:

Figura 3. 2 - Sistema de coordenadas

g

Wi Wi

T

—>
y
l{i‘zei 1{,2&
Fonte: o autor.
Na Figura 3.2 tem-se a ilustragdo de um elemento finito de eixo, onde o elemento tem 2
nos e cada no possui 4 graus de liberdade.
A partir desta figura, pode-se escrever o vetor deslocamento nodal do disco:

S,=[u w 6 y] (3.12)

A expressao da energia cinética do disco é dada por:
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TD:%MD(UZ"'WZ)_F%(IDx‘gf"'IDy19y2+|Dz‘9z2) (313)

Fazendo algumas consideracdes, a eg. (3.13) torna-se:
_ 1 .2 .2 1 52 .2 1 2 .
Ty =S Mo (U + W)+ 215, (67 4y )+EIDy(Q +2Qy0) (3.14)

Na expressdo da eg. (3.14), tem-se que u e w sdo deslocamentos transversais e as
coordenadas generalizadas s&o 6 e y, Mp é a massa do disco, Ipx, Ipy € b S80 momentos de

inércia de massa do disco com relagdo ao sistema de coordenadas de referéncia.
Aplicando a equacdo de Lagrange expressa naeqg. (3.1) na eq. (3.14) é possivel expressar

a equacgdo do movimento do disco:

M. 0 o oTad] [00 0 0 Tu

o M, 0 ofw |00 0 0 |w
i(anj_aTa _ : e (3.15)
di\as ) a5 |0 o 1, olé|" Moo o -1,]6

o 0o o 1 |y 001, o |y

Na eg. (3.15) pode ser identificada, a matriz de massa e no segundo termo a matriz
giroscopica. A participagdo do disco nas matrizes de massa e giroscopica sdo consideradas na

matriz global de forma coerente com o né onde esta o disco.

3.1.2 Formulagé&o das matrizes elementares para o eixo

Para a formulacgéo das matrizes de um elemento de eixo utiliza-se da energia cinética e
energia potencial. Pelo método dos elementos finitos, o eixo € dividido em n elementos de
comprimento L. O modelo é de uma viga Timoshenko, primeiramente € obtido as expresses

para a energia potencial e, posteriormente para a energia cinética.

3.1.2.1 Energia potencial do elemento de viga

A energia potencial denotada por U; é calculada da seguinte maneira:
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Ulzéjé‘TOdT (3.16)

T

onde, o representa tensdo; € representa deformacao; 7 representa o volume.

Figura 3. 3 - Secéo transversal do elemento de eixo

X

u*

Fonte: Adaptado de Oliveira, 1999.

A expressdo da deformagéo é:

po KOO eyt )
- oy’ oy> 2\ oy 2| oy (3.17)

€l &nl

onde, &, eé&, sao respectivamente, a parcela linear e a parcela ndo linear da expressao

de deformacéo.

De acordo com a relacdo entre deformacéo e tenséo, pode-se escrever:

o=Ee¢ (3.18)

Na eq. (3.18) E denota 0 mddulo de Young.
Logo, considera-se a expressdo dada pela eq. (3.16) e as relagdes das egs. (3.17) e (3.18)

escrevendo a formula da energia de deformagéo do elemento de viga como:

U, = %J‘(glz +266, + gnzl)jf (3.19)

T

Fazendo algumas consideracdes, chega-se a:

E; ourY ow Y ou” o°'w
U=—|||X|—|+7 — | +2xz2—-—- [dsdy 3.20
2”{ (ﬁyj (ayj o 6y} (320
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Sendo que na eqg. (3.20) o S representa a area da secao transversal e 0 L o comprimento
do elemento de viga.

Define-se 0s momentos de inércia de area como sendo:

I, =[z%dS
S

I, = [x*dS (3.21)

S

Introduzindo as relagdes exposta na eg. (3.21) na eq. (3.20), encontra-se:

Sl e

Se existe um carregamento axial constante Fo, entdo é considerada uma nova parcela de

energia de deformacéo chamada de Uy:

F (oY (oaw'Y
o522 2] o2

Denotando por Us a energia de deformacdo total que é obtida pelo somatorio da eq.
(3.22) com a eq. (3.23):

Ey (oY (ow Y Fi(ou (owY
Ufﬂ'{?) [ 5F) }dy*ﬂﬂ 5% ”"y .

Considerando as seguintes relagdes:

u” = ucosQt —wsenQt
(3.25)

W = usenQt +wcosQt

A eq. (3.24) pode ser reescrita se considerar as relacfes descritas na eg. (3.25), chega-

Eitl(ou) (o2w)'| Ftl(eu) (o2w)
el @l el e

o

™|
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3.1.2.2 Energia cinética para o elemento de viga

O calculo da energia cinética do elemento de viga € uma extensao do conceito de energia
cinética para o elemento de disco.

_ ATz e wt)dy + 2 [ (67 42 2 T
To=5 [@" +W)dy + > [(0° +y7)dy + pILQ® + 2 plQ[ ey (3.27)
0 0 0

Uma vez obtido as expressfes da energia potencial e cinética, encontra-se as matrizes

de massa e rigidez. Se u e w sdo pequenos, as relagdes entre translacéo e rotagédo séo:

9:%
__a_u (3.28)
iy

Introduzindo as relaces descritas na eg. (3.28) na eq. (3.27) e realizando algumas
simplificacOes, tem-se:

T=ZaM i+ Saw M g+ L airm s+ L s M i
2 2 2 (3.29)
+QAIM, w + pILQ?

Sendo:

156 -22L 54 13L
pSL|-22L 42 —13L -3

"7 40| 54 —13L 156 22L (3.30)
1L -3 2L 4L

156 22L 54 -13L
\ - 8L 22L 41 13L  -31?
2 420| 54 13L 156 -22L

~13L -31* -22L 41

(3.31)

36 -3L -36 -3L

_pl -8 4 3L - (3.32)

° 30L|-36 3L 36 3L '
-3L -1* 3L 4LV



36 3L 36 -3L

ol [3L 4 -3L -0
“T30L|3 3L -36 3L
3L -1 -3L 4L
~36 -3L 36 -3L

Q| 3L 4 —3L -1
"T15L| 36 3L -36 3L
3L —L* —3L 4L

Considerando a formulacéo da energia cinética, chega-se a eq. (3.35):

(M, +M )5 +G.o

Na eg. (3.35) tem-se que ¢ é o vetor de deslocamento do elemento.
A seguir, tem-se a matriz de inércia de translacdo devido a energia cinética, a matriz de
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(3.33)

(3.34)

(3.35)

massa devido ao efeito secundario de Rayleigh e, a matriz do efeito giroscépio do eixo devido

a energia cinética, respectivamente:

[ 156 0 0 -22L 54 0
0 15 22L 0 0 54
0 2L 42 0 0 13L
pSLI-2L 0 0 4% -13L 0
“T 40| 54 0 0 -13L 15 0
0 5 13L 0 0 156
0 -13L -32 0 0 -2L
1L 0 0 -3 2L 0
3% 0 0 -3L -36 0
0O 3 3L 0 0 -36
0 3L 42 0 0 -3L
p|-3L 0 0 42 3L 0
T30L|-3 0 0 3L 36 0
0O -3 -3L 0 0 36
0 3L ) 0 0 -3L
3L 0 0 -2 3L 0

0
-13L
-31°

0

0
-22L

417

0

0 -3L]

3L
— 2

0 -

0
-3L
41°
0

13L |

0

0
-31°
221

0

0
41°

0
0

3L
0
0

41°

(3.36)

(3.37)
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0 -3 -3L 0 0 36 -3L 0
36 0 0 -3L -36 0 0 -3L
3L 0 0 -4 -3L 0 0 L
plQ| 0 3L 4% 0 0 -3L -2 0

“"15L| 0 3% 3L 0 0 -36 3L 0 (3:38)
-36 O 0 3L 36 0 0 3L
3L O 0 > -3L 0 0 -4l
| 0 3L - 0 0 3L 417 0 |
Para as matrizes de rigidez é realizado um procedimento analogo, obtendo:
L 2 T 2 2 T 2
U=ﬂ &Tdhildl\zllciJ+aNTde—d I\ZIZ&Ndy
2 5 dy* dy dy* dy
F, 5[ . dNT dN dN; dN (.39
+ 2| Ut ==+ W —=—=2 5w (dy
2% dy dy dy dy
Reescrevendo a eq. (3.39):
1. 1o 1, 1.,
U ZEaJ kla.l +E&N kZ&N-FEaJ ka& +E&N k4§N (340)

A eg. (3.40) ndo leva em consideragédo o efeito das tensdes de cisalhamento, mais que

pode ser incluido através da relagdo:

12EI
a_

= —Gsr E (3.41)
onde,
E
G= _
20+V) (3.42)

Na eqg. (3.41) e na eq. (3.42) tem-se que, Vv é o coeficiente de Poisson, G é o médulo de
coulomb, Sy € a seccdo equivalente ao cisalhamento:
Considerando a equacdo de Lagrange, eg. (3.1), e a expressdo da energia potencial, eq.

(3.40), escreve-se:
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ou
5 KS (3.43)
Sendo,
K=k +k, (3.44)

Na eq. (3.44), tem-se k. devido a flexdo e ks devido a forca axial. Ao se introduzir os

efeitos das tensBes de cisalhamento na energia potencial do eixo, obtém a seguinte matriz de

rigidez:

El

K.=—"7"—
@+a)L

(12 0 0
0 12 6L
0 6L (4+a)Ll?
6L 0 0
12 0 0
0 -12 -6L
0 6L (2-a)l?
—6L 0 0
3 0 0
0 36 3L
0 3L 4L
F|-3L 0 O
30L|-36 0 0
0 -36 -3L
0 3L -L?
3L 0 ©

3.1.3 Trabalho virtual dos mancais

—-6L
0
0
(4+a)l?
6L
0
0
(2-a)l?

-3L
0 0
0 0

42 3L
3L 36
0 0
0 0

-2 3L

—-36

-12 0 0

0 -12 6L

0 -6L (2-a)l?
6L 0 0
2 0 0

0 12 —-6L
0 -6L (4+a)l’
6L 0 0

0 0 -3L]
-3 3L 0
-3L -L* ©

0 0 -

0 0 3L
36 -3L 0
-3L 412 0
0 0 4L°

-6L
0
0

(2—-a)l?

6L
0
0

(4+a)l’ |

(3.45)

(3.46)

Os mancais sdo considerados como elementos de suporte, e representados por matrizes

de rigidez e de amortecimento associados aos deslocamentos u e w. Na Figura 3.4, tem-se 0

esquema do man

cal:
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Figura 3. 4 - Modelo do mancal

Z

Fonte: Adaptado de Ujihara, 2011.

Considere as seguintes relagdes:

e k,.k,.C, e C,sdo respectivamente rigidez e amortecimento nas dire¢des X e Z do

XX 1
eixo;

e K, c, séo coeficientes de rigidez e amortecimento na direcdo do eixo X, porém com

efeitos na direcdo Z.

e k_,C, sdo coeficientes de rigidez e amortecimento na direcéo do eixo Z, porém com

zx !

efeitos na diregéo X.

Define-se por Fy e Fw como forcas generalizadas exercidas pelo mancal sobre o eixo,
logo o trabalho virtual 67 destas forcas é:

SW =F.du+F,dw (3.47)

ou,
W =—-k udu—k wo—k wonv—k udwv—c_udu—c Wou—c, Wov—c Uuow (3.48)
Separando as componentes, chega-se a:

F =-ku-k,w-c u—-c_w

A4
F,=-k u-k w-c,u—c, w (3.49)

Tem-se que Fo=F,=0 pois, 0 mancal ndo provoca flexao sobre o eixo por ele ser, neste

modelo, um elemento pontual. Logo, a expressdo anterior pode ser escrita na forma matricial:



47

F, k, k, 0 Ofu c, ¢, 0 Ofu
F, k, k, 0 Oflw| |c, ¢, 0 Of|w
F,1" 1o o o ole| 0 0|6 (3:50)
F, 0 0 0O|wy| |0 0 00|y

Na eq. (3.50) a primeira matriz é referente a matriz de rigidez do mancal e a segunda,

matriz de amortecimento.

3.2 Equacéo Global do Rotor

Uma vez, obtidas as matrizes elementares do eixo, disco e mancal, escreve-se o sistema

de equacles globais que governam a resposta dindmica do rotor. Ressalta-se que é considerado

o efeito giroscopico e para a modelagem dos mancais tem-se as matrizes de rigidez e

amortecimento. Entdo, obtém-se a seguinte equacado global do movimento:

onde:

M b + G0+ K, 6 = F(t) (3.51)

F € o vetor das forcas excitadoras do sistema;

Mg é a matriz de massa global do sistema que é dada pela matriz de massa elementares
do disco e do eixo;

G é a matriz giroscopica global obtida através das matrizes giroscopica elementares do
disco, do eixo e somada as matrizes de rigidez elementares de amortecimento dos
mancais;

Kc representa a matriz de rigidez global dada pelas matrizes de rigidez elementares do
eixo e do mancal.

5,6, sdo0 respectivamente, vetores de aceleragdo nodal, velocidade nodal e

deslocamento nodal.

Na Tabela 3.1 séo listados os pardmetros para a modelagem de um rotor de ago, com 0s

dados dos elementos de viga e dos elementos de disco:



Tabela 3.1 - Parametros do rotor

Elementos de Viga Elementos de Disco

NV L D ND | NOD L D, D,

1 | 32.6x10°3 17 x10°® 1 2 30.4x10° | 39.35x10° | 74.25 x10°
2 | 30.4x10° | 39.35x10° | 2 3 8.8x10° | 39.35x10° | 74.25 x10°®
3 8.8x10° | 39.35x10° | 3 4 8.8x10° | 27.56x10° | 52x107
4 | 8.8x10° | 27.56x10° | 4 6 7x1073 55x1073 70 x10°®
5 | 28.9x10° | 21.45x10° | 5 7 37.75x107 | 39.35x1073 | 74.25x10°
6 7x10°® 21.45x10° | 6 9 37.75x10 | 39.35x1073 | 74.25x10°
7 | 37.75x10% | 39.35x10° | 7 10 9.9x10° | 55x107 70x10°3
8 | 37.75x10° | 39.35x10° | 8 12 8.8x10° | 27.56x10° | 52x103
9 9.9x10° | 21.45x10° | 9 13 8.8x10° | 39.35x10° | 74.25x103
10 | 22.05x10° | 21.45x10° | 10 14 30.4x10° | 39.35x10° | 74.25x10°3
11 | 8.8x10° | 27.56x107?

12 | 8.8x10° | 39.35x107

13 | 30.4x10° | 39.35x10°

14 | 71.95x103 17x107

Fonte: UJIHARA, 2011.

48

Nesta tabela, NV representa 0 nimero de elemento de viga, L é comprimento, o é

densidade do material (Kg/m®) onde do elemento de viga é 7850 kg/m® e do disco é 6770

kg /m3, E mddulo de elasticidade que é 210 GPa, ND numero de elementos de disco, NOD né
da aplicacéo de cada disco, D didmetro interno (m) e De didmetro externo (m). Lembrando que,
nos nds 3 e 13 estdo localizados os mancais.

Na Figura (3.5) é ilustrada a representacao do rotor:

Figura 3. 5 - Esquema de um rotor

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e 41 el ORIORST

12 13 14 15

1 ® 12 13 ® 14

11

(5 ® ¢ @7

1 - no;1 /- elemento; @ —Disco;'— Mancal
Fonte: o autor.

Na Figura 3.5 tem-se a ilustracdo do rotor considerado neste trabalho, logo, utilizando
os dados descritos na Tabela 3.1 e através de implementag@es no software Matlab® foi obtido

a funcdo resposta em frequéncia dada pela Figura 3.6:
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Figura 3. 6 - Funcéo resposta em frequéncia do rotor
60 . . .

0 1000 2000 3000 4000
w [Hz]
Fonte: o autor.

Uma ferramenta que tem destacado ao se trabalhar com problemas com alto custo
computacional sdo os chamados métodos de reducdo. O modelo original é reduzido através de
uma das técnicas de reducdo com a finalidade de se obter bons resultados nas simulagdes,

porém, com grande economia de tempo.

3.3 Introducéo as Técnicas de Reducéo de Modelo

Para a discretizacdo do rotor utilizou-se o método de elementos finitos e, € comum neste
tipo de modelagem com problemas reais com grande numero de graus de liberdade, se ter um
alto custo computacional. Neste sentido, cada vez mais busca-se ferramentas computacionais
visando solucionar este problema. Dentre essas ferramentas surgem os métodos de reducgdo de
modelos. Nesta reducdo é apresentado um menor numero de graus de liberdade (g.d.ls.), porém
com uma boa descri¢do do comportamento dindmico do modelo original. Assim, com a redugéo
dos g.d.Is., obtém-se uma diminui¢do do custo computacional do problema (GONCALVES;
2016); (FONSECA Jr.; 2016).

Qu (2004) descreve o procedimento geral para a reducdo de modelos, para isto,

considera-se a seguinte equacdo do movimento:

M (t) + CX(t) + Kx(t) = F(t) (3.52)
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Naeg. (3.52) M, C e K sdo respectivamente matrizes de massa, amortecimento e rigidez;
X, X e X sdo vetores de aceleracdo, velocidade e deslocamento e F é o vetor de forca de
excitacdo, estas ttm o nimero de graus de liberdade do modelo completo.

Para a reducdo de modelos é obtida uma matriz de transformacao de coordenadas, onde

determina-se um subespago com T < [n,m], com M<<N,

Logo, tem-se o vetor dos deslocamentos reduzidos que é denominado de X(t):
x(t) = Tx, (1) (3.53)

Realizando a diferenciacdo da eq. (3.53) em relacéo ao tempo, chega-se a:

{)‘((t) =TX, (t) (354)

R(t) =TX, (t)

Introduzindo a eq. (3.53) e a eq. (3.54) na eq. (3.52) e pré-multiplicando as parcelas pela

transposta da matriz de transformacdo T, um novo sistema reduzido é obtido:

M, X, (t) +C, X, (t) + Kx, (t) = F, (t) (3.55)

onde:

M, =T"MT, C,=T'CT, K, =T'KT, F. =T'F. (3.56)

Na eg. (3.56) tem-se que My, C; e K sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez
reduzidas e Fr o vetor de forgas excitadoras reduzido.
Na eg. (3.52) tem-se o tamanho n enquanto que, na eq. (3.55) que representa as equacdes

de equilibrio dindmico reduzidas possui um tamanho menor chamado de m, logo, m << n.

3.3.1 Método Iterative improved reduction system (11RS)

Dentre as técnicas de reducdo, cita-se 0 Método de Guyan, Improved Reduction System
(IRS), Iterative Improved Reduction System (IIRS), Base Modal, dentre outros (QU, 2004);
(GONGALVES, 2016); (FONSECA Jr., 2016).

Neste trabalho, optou-se por utilizar o método chamado de Iterative Improved Reduction

System (IIRS) que vem a ser uma variante do método de reducéo IRS.
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Um dos métodos mais antigos de reducdo é o Guyan e, neste método, os termos de
inércia ndo sdo considerados. Este € um método estatico que aplicado a modelos dindmicos ndo
apresentava a precisdo requerida. Assim, o método Improved Reduction System (IRS) se baseia
no método de Guyan, porém neste, é considerado os termos de inércia como forcas pseudo-
estaticas (FRISWELL; GARVEY; PENNY, 1995).

No método de Guyan os vetores de estado x, for¢a F e as matrizes de massa M e rigidez
K, sdo divididos em sub vetores e matrizes relativas aos graus de liberdade principais que sao
mantidos pois, estes sdo geralmente os graus de liberdade relevantes do sistema e os graus de
liberdade secundarios, que sdo eliminados por terem pouca influéncia no sistema. Se ndo ha
aplicacdo de forca aos graus de liberdade secundéarios e o amortecimento é negligenciavel, a

equacdo do movimento € dada por:

mmm mms ).(.m kmm kms Xm Fm 3 57
+ =
m;s mSS XS kr-:]s kSS XS o ( . )
Sendo que os subescritos m e s representam os graus de liberdade principal e secundéario

do sistema e o sobrescrito T representa a matriz transposta. Desconsiderando os termos inerciais
no segundo conjunto de equacdes e os graus de liberdade secundarios que podem ser eliminados

X I
X= {Xs } - |: ksslksm :|X B TXm (358)

Onde, T denota a transformacdo estatica entre o vetor de estado completo e as

tem-se:

coordenadas principais e | € matriz identidade. As matrizes de massa e rigidez reduzidas séo,
entdo, dadas por: Mi=T'MT, K= T'KT.
Para 0 método IRS tem-se a consideracao dos termos de inércia:

k’lk M ’1K X,

sS " 'sm

X, =M K X,
. (3.59)

Considerando a relagéo descrita acima pode-se escrever uma relacdo entre os graus de

liberdade principais e secundarios incluindo os termos de inércia:

SS " 'sm

X, =|-kZk,, +kH(my, —m —kk,, MK, (3.60)
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Escreve-se o vetor de estados do modelo completo em termos do vetor de estado do

modelo reduzido:

X |
X 'Rsxm%{x} { KKy, +—kzH(my, —my —kZk,, M ‘%}Xm (361)

S §S " "sm §S " "sm

Sendo Tirs @ matriz de transformacéo de coordenadas e pode ser reescrito como:

T =T +SMTM K, (3.62)

Onde, T é a matriz de transformacdo de Guyan e S é dado pela seguinte matriz:
S = 00 3.63
- 0 ks;l ( . )

Pode-se ainda obter uma transformacdo mais precisa utilizando o método iterativo
denominado de IIRS.

O problema de autovalor generalizado € descrito na eg. (3.64):

Koy @ + K Py =My, @Ay + M D0 A (3.64)

mm®“mm sm” mm

Na eqg. (3.64), tem-se que @ e A representam respectivamente os autovetores e

autovalores, sendo @sm expresso como:

D, =t,®

sm

Kk, @, +A kHm, +m.t D (3.65)

mm — ss '\sm mm'\ss

onde, to é:

t0 = TGuyan + ksj (msm + mssto)q)mmﬂmmq) I~ (3-66)

Logo, pode-se escrever que:

@ |
@ :{ mm} ~Td,, { mxm}opmm (3.67)

Considerando a eq. (3.67) e a eq. (3.64), obtém-se um problema de autovalor reduzido,

dado por:
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Kd, =Md A (3.68)

r mm r

Rearranjando a eq. (3.68), tem-se:

o, A O =M K (3.69)

mm®"mm

Entdo, chega-se a:

e _
t0 =T, .+ k2 my, +mot0D w6 K 6

Guyan
|
T (k) mxm
L“’ } (3.70)

K = [T(k)]T KT ®©
M, = [T MT®

Onde, (k >2).

Para verificacdo do método de reducdo de modelos IIRS utilizado, mostra-se na Fig. 3.7

a funcdo resposta em frequéncia, juntamente com a resposta do sistema completo.

Figura 3. 7 - Modelo completo versus modelo reduzido

50
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_ -50¢F
m
=
>
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Modelo Reduzido
0 1000 2000 3000 4000

w [Hz]
Fonte: o autor.

Nesta figura, percebe-se que o modelo reduzido, ou seja, o grafico obtido para o sistema

com reducao de modelo proporcionou curvas equivalentes ao modelo completo.
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Capitulo 4

SISTEMAS MECANICOS ESTOCASTICOS

Sistemas mecéanicos podem ser classificados em deterministicos ou estocésticos. Devido
ao advento da computacdo cientifica, passou-se a buscar uma maior precisdo na resposta
dindmica dos sistemas e, assim, passou-se a utilizar os métodos estocasticos. Logo, a
consideracdo de aleatoriedades tem a finalidade de minimizar os efeitos que possam prejudicar
0 desempenho de maquinas ou outros equipamentos e auxiliar na obtencdo de melhores

resultados para problemas de engenharia ou de demais areas.

4.1 Introducdo as Incertezas em Sistemas Mecanicos

Existe uma enorme quantidade de conceitos para a palavra “incerteza” devido a
existéncia de diferentes tipos, causas e fontes. Algumas definicdes sdo: duvida, imprecisdo,
falta de garantia ou mesmo algo que néo ¢é conhecido (THUNNISSEN, 2005).

Na natureza ou nas atividades desempenhadas no cotidiano quase sempre ha certa
incerteza associada, devido ao fato de que, acontecem fenémenos que ndo séo previstos de
forma absoluta, surgindo o termo estocasticidade, palavra que vem do grego “stochos”, que
significa “incerto” (KRUGER, 2008).

Em Engenharia, 0os projetos possuem requisitos que devem ser seguidos como, por
exemplo, seguranga, custo e durabilidade. Portanto, ao se considerar as aleatoriedades dos
dados de entrada, podera ser obtida uma melhor configuragéo da estrutura que iré ser projetada.
Para isto, 0os parametros sdo considerados como variaveis aleatdrias e, estas sdo representadas
por meio da estatistica, assim possuindo algum grau de incerteza.

Russell; Norvig (2009) cita que a incerteza pode causar problemas como desempenho
reduzido, avaria ou ainda falha de um sistema.

Segundo Kriger (2008) as incertezas em um sistema podem ter duas origens:
quantitativa ou qualitativa. A incerteza quantitativa possui diversas fontes como dados
insuficientes, fendmenos fisicos e um modelo que ndo retrata adequadamente o fendmeno

estudado. J& as qualitativas sdo devido a fatores que s&o de dificil quantificacdo, tais como a
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definicdo de parametros que sdo de grande importancia no desempenho do sistema, condic¢oes

das estruturas, fatores humanos e impactos ambientais nos projetos.

4.2 Introducéo aos Métodos Estocasticos

A simulagdo onde as gera¢des dos nimeros sao feitas através de sorteios sdo chamadas
de geracdo aleatoria ou randémica. Os métodos estocasticos sdo conhecidos por realizarem este
tipo de geracdo (BOGONI, 2009).

Define-se por estocasticos 0s sistemas que possuem um ou mais componentes que estdo
sujeitos a efeitos aleatorios, ou seja, dificilmente tem-se uma descricdo matematica exata destes,
porém, pode-se descrevé-los através de meios probabilisticos (MULLER; VAZ; EBOLLI, 2003).

Dentre os métodos estocasticos destaca-se 0 método de Monte Carlo (MC) e sua variante,
0 meétodo Hipercubo Latino (HCL). Estes sdo ditos probabilisticos por realizarem simulacdes
gue geram amostras para uma ou mais variaveis consideradas aleatorias.

Os métodos, HCL e MC, realizam sorteios aleatorios, porém uma das diferencas entre
eles consiste na forma em que estes sdo realizados. No MC, os sorteios sdo feitos de forma
aleatdria com base em uma distribui¢do de probabilidade, enquanto que no HCL os sorteios
ocorrem dentro de faixas previamente divididas de acordo com a sua probabilidade (MASCHIO;
CARVALHO; SCHIOZER, 2009).

A seqguir, tem-se uma melhor descri¢éo dos dois principais métodos estocasticos, a saber,
MC e HCL.

4.2.1 Método de monte carlo (MC)

O método MC destaca-se como a principal técnica estocastica, e teve a sua origem no
projeto Manhattan na metade da década de 40 por John Von Neumann? e Stanislaw Ulam® com
0 intuito de resolver problemas de difuséo de néutrons (BORGES, 2008; CORRAR, 1993).

Segundo Bogoni (2009) o emprego do método de fato aconteceu com o advento da
computacédo por se tratar de uma técnica numérica e que o primeiro trabalho sobre este método

foi intitulado de ““ The Monte Carlo Method” escrito por Ulam e Metropolis em 1949.

2 John Von Neumann (1903-1957). Matematico hingaro de etnia judaica.
3 Stanislaw Ulam (1909-1984). Mateméatico americano.
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O MC busca a solugdo de um determinado problema que é obtido pela avaliagdo das
amostras aleatdrias. O método possui grande aplicabilidade em diversos tipos de problemas,
porém apresenta a desvantagem de se ter um alto custo computacional devido a realizacéo de
vérias simulagdes para obtencdo da solucdo (BERNADA, 2011).

No processo de simulagdo pelo MC séo selecionados valores aleatoriamente de forma
independente de acordo com a distribuicdo de probabilidade definida. Sendo que um nimero
aleatdrio utilizado em uma rodada nédo influencia nos proximos nimeros aleatorios a serem
utilizados (BURATTO, 2005).

As principais etapas do MC séo (LIMA; SAMPAIO, 2012):

e Gerar amostras de uma variavel ou vetor com uma determinada distribuicdo de
probabilidade;

e Realizar calculos deterministicos usando cada uma das amostras geradas;

e Agregar os resultados dos célculos deterministicos no resultado final desejado;

e Analise da resposta.

Alguns autores citam as principais aplicagdes do MC em vaérias areas do conhecimento
como Kwaka; Ingall (2007) descrevem a utilizacdo do método na gestéo de projetos onde, ele
auxilia na quantificacdo dos efeitos de risco e incertezas em projetos e orcamentos.

Maletta (2005) comenta sobre a utilizacdo do MC no gerenciamento de risco com 0
intuito de apresentar e avaliar novas formas de célculo do Value-at-Risk (VaR).

Lima; Sampaio (2012) apresenta uma discussdo sobre 0 MC apresentando técnicas para
a analise de vibracdes estocasticas em sistemas mecanicos, considerando como exemplo, um
sistema continuo submetido a dois carregamentos caracterizados por processos estocasticos
utilizando o MC para gerar amostras.

No trabalho de Hidalgo (2014) é realizado um estudo sobre a quantificacdo de incertezas

onde considerou-se uma viga de Euler-Bernoulli repousando em fundacéo de Pasternak.

4.2.2 Meétodo hipercubo latino (HCL)

O método HCL é uma versdao mais simples do MC. A técnica foi desenvolvida por
Mckay, Conover e Backman em 1979. O MC ja era uma técnica consolidada, porém em alguns

casos o tempo computacional era longo por depender de um grande numero de simulacdes para
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a obtencdo do resultado surgindo entdo, o HCL que possuia a vantagem de ter um menor custo
computacional, ou seja, reducdo do nimero de simulaces.

No HCL, a selecdo dos valores da amostra é controlada e, o nimero de sorteio é
proporcional a probabilidade de cada faixa, portanto, & necessario menos amostras para uma
representacdo adequada, além disso, essa técnica proporciona redugédo de variancia (SALIBY,
1997).

Fonte (2011) explica que no HCL tem-se a divisao dos intervalos dos possiveis valores
de cada variavel em faixas, sorteando aleatoriamente um valor que é considerado somente uma
vez no processo de simulacdo ou ainda pode-se dizer que o método consiste em uma técnica de
amostragem, que estratifica a distribuicdo de probabilidade em n partes ou estratos, realizando
sorteios aleatorios.

Uma caracteristica importante da técnica HCL é que, independentemente do nimero de
sorteios, 0 numero de amostras ira representar de maneira adequada a distribuicdo de
probabilidade devido os sorteios ocorrerem de forma uniforme dentro de cada faixa.

O funcionamento do HCL busca simular valores de uma funcéo y = f(xs, X2, ..., Xx) onde
f € uma funcdo deterministica e X1, Xz, ..., Xk sdo variaveis aleatorias (THOM; SISQUINI;
FREITAS, 2010). O método obedece a sequéncia:

e Divisdo do intervalo de cada variavel xi em n; intervalos;

e Paracada variavel x; e seus n; intervalos, seleciona-se aleatoriamente um valor, existindo
ni valores para cada variavel aleatoria k;

e Seleciona n; combinacdes, sendo que, cada valor aparece uma Unica vez nas n;
combinacdes, ou seja, na primeira combinacdo é selecionado aleatoriamente um dos
valores para uma das k variaveis aleatérias de entrada e para a segunda combinacao sera
selecionado um dos ni1 dos valores e assim sucessivamente.

e Auvalia-se a funcédo para cada ni combinagdes, gerando n; valores para a funcao.

S&o vérias as aplicagbes do método HCL nos mais diversos tipos de problemas, por
exemplo, XU; HE; HU (2005) utilizaram a técnica de HCL para modelagem espacial de
incertezas em modelos de simulacéo na area florestal.

Pilger; Costa; Koppe (2005) faz uma abordagem sobre os métodos de simulacéo, a
saber, MC e HCL.

Maschio; Carvalho; Schiozer (2009) apresenta a aplicacdo da técnica HCL na integracao
do ajuste de historico de producdo com a analise de incertezas, com intuito de obter modelos

mais confiaveis para a previsdo de producéo de petréleo e gés.
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4.3 Expansdo de Karhunen-Loéve

Muitas das vezes, existem incertezas inerentes aos sistemas e, estas, aparecem de
diversas formas. Como propriedades geométricas, dos materiais, condi¢es de contorno, etc.
Estas incertezas podem ser consideradas nos modelos de acordo com as abordagens (GUEDRI,
2006):

e A abordagem ndo paramétrica é aquela onde as incertezas sao introduzidas diretamente
nas matrizes do modelo;

e A abordagem paramétrica utiliza-se do método dos elementos finitos estocasticos
(MEFE) para tal consideracdo. O método MEFE é uma combinacdo do método de
elementos finitos classico com a analise estatistica, onde tem-se a consideragcdo de
variaveis aleatorias.

Na abordagem paramétrica tem-se a divisdo dos métodos em trés categorias:

e O método de Monte Carlo (MC) ou sua variante chamada de Hipercubo Latino (HCL);

e Meétodos de Perturbagdo: Baseados na série de Taylor ou na expansdo da Série de
Neumann.

e Meétodos Espectrais: Usam fungbes do espaco de Hilbert combinados com problemas
aleatorios. As funcdes sdo geralmente polindmios ortogonais ou um caos polinomial.
Um método de andlise espectral é chamado de Decomposicao de Karhunen-Loéve (KL)

também encontrado na literatura como expansdo ou transformagdo de Karhunén-Loéve. O
desenvolvimento do método foi proposto por Ghanem; Spanos (1991).

O método KL pode ser definido como um método de representagdo de processos
aleatdrios ou de representacgdo espectral, onde tem-se uma expansao em termos das autofuncdes
e autovalores da fungéo de covariancia. Nesse método tem-se uma reducao da dimensionalidade
do espago randémico, com um ndmero infinito de varidveis randémicas ndo correlacionadas
(CAMPQOS, 2013).

Koroishi, 2013, descreve 0 método KL como uma representagdo continua para campos
aleatdrios onde estes sdo expressos como superposicdo de variaveis aleatérias ponderadas por
funcgdes espaciais deterministicas. Os campos aleatorios séo vistos como uma extensdo espacial
de uma variével aleatdria que descreve a correlacdo espacial de um pardmetro estrutural que

varia aleatoriamente.
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Segundo a literatura inicialmente aplicou-se o KL no processamento de imagens, porém
nos dias atuais, este método tem uma grande aplicabilidade em vérias areas como na dindmica
estrutural, em sistemas ndo lineares, dentre outras. Destacando-se que é possivel descrever o

fendmeno com uma dimenséo reduzida mais com maximo de informacdes.

4.3.1 Discretizacdo do campo aleatorio

Uma dificuldade de incorporar processos aleatorios em andlises de elementos finitos é
lidar com variaveis aleatérias definidas em campos de eventos aleatorios. Uma abordagem é a
utilizacdo de funcdes em Série de Fourier como (GHANEM; SPANOS, 1991):

H(x0) = 346 f (9 (4.)

Na eq. (4.1) tem-se um campo aleatorio H(x,6), An € uma constante, & € um conjunto de
varidveis aleatérias que devem ser determinadas e fn(x) € um conjunto de funcdes
deterministicas.

Considere a funcéo de covariancia C(x1,x2) conhecida e associada a H(x,d), onde esta é
por definicdo restrita, simétrica e definida positiva, define-se a decomposicao espectral como

sendo:
C %) = S, F, (%), () (4.2)

Na eg. (4.2), A € fn representam respectivamente, autovalores e autofuncées de C(x1,X2).

Logo, tem-se a discretizacdo por KL de um campo aleatorio gaussiano homogéneo é:
H(,0) = p+ 3 2,&,(0) T, (9 (43)

Na eq. (4.3) tem-se que H(x,6) € um processo aleatorio funcdo do vetor posicdo x
definido ao longo do dominio D, com é pertencente ao espago de eventos aleatorios Q, p
representa média e & sdo as variaveis aleatorias gaussianas com média zero e variancia um.

Truncando nos n primeiros termos da série, a eq. (4.3) é escrita como segue:
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H(x,0) = i+ 22,5, (0 f, (%) (4.4)
Ribeiro; Lima (2015); Ghanen; Spanos (1991) descrevem algumas solucdes analiticas
para os autoproblemas para a decomposicdao de KL, sendo que a funcdo de covariancia

exponencial é a mais usada para modelar processos randémicos.

Considere a equagdo abaixo:
x|
C(x, X,) =€ % (4.5)

onde b é o comprimento de correlacéo, considerando o dominio Q, = (x;, X,) =[-a,a].

Para encontrar as autofuncdes e autovalores da eg. (4.5), utiliza-se a seguinte equacao:
[e el (x,)dx, = Af (x,) (4.6)

onde, c=1/b.
Reescrevendo a eq. (4.6), chega-se a:

Te—c\xl—xz\ f (Xz)dXZ _i_feC‘Xl—XZ‘ f (Xz)dx2 =Af (Xl) (47)

Diferenciando a eq. (4.7) em relacdo a Xxi:

e e Pl £ (x,)dx, +cle e f (x,)dx, = AF(x,) (4.8)

Diferenciando novamente em relagéo a xu:
A"(X) = (— 2c+c2ﬂ,)f (X) (4.9)

Isolando f”(x) naeq. (4.9) tem-se:

£7(x) = ﬁ_zc%%) f(x) (4.10)
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—2C+C%A
( )

Fazendo =’ naeq. (4.10), tem-se:

f"(x)+@* f(x) =0 (4.11)

com —a<x<a.
Para encontrar as condi¢fes de contorno associados a eq. (4.11), avalia-seem x=-a e

X =a, e considera a seguinte relacao:

{ cf(@)+ f'(a)=0 4.12)

cf(-a)- f'(-a)=0
Considerando:
f (x) = a, cos(wx) + a,sen(w X)

f'(x) = a,wcos(w x) — a,wsen(w X) (4.13)
f"(x) = —a,0° cos(@ x) — a,m’sen(w X)

Substituindo as relacdes expressas na eq. (4.13) na eqg. (4.12) e realizando algumas

manipulacdes matematicas chega-se a:

0
0

{ai(c—a)tan(a)a))+ a, (@ + ctan(wa)) 414)

a,(c - otan(wa)) - a,(w + c tan(wa))

Logo, pode-se escrever as seguintes equacdes transcendentais:

(4.15)

c—wtan(w,a) =0, seié impar
w+ctan(wa) =0, seié par

Considerando os autovalores como:

(4.16)

E as autofuncdes correspondentes sdo:
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a; Cos(@;x), se i & impar
f(x) = - (4.17)
a,sen(w,x), se i é par
onde:
1
a; =
a+sen(2m,a)
20,
(4.18)
1
a, =
a—sen(2m,a)
20,

Na eq. (4.16), eq. (4.17) e na eq. (4.18), tem-se que c=1/b, araiz e, séo solugdes das

equac0es transcendentais descritos na eq. (4.15).

Realizando implementacdes no software Matlab®, considera-se como um exemplo, o
comprimento de correlagéo b=1 e a=0.5.

Utilizando a eq. (4.16) obtém-se os quatro autovalores da fungdo covariancia
considerada:

Figura 4. 1 - Autovalores da fungéo covariancia
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Fonte: o autor.

Na Figura 4.2 tem-se a ilustracdo das quatro primeiras autofuncdes da funcéo

covariancia.
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Figura 4. 2 - Gréfico das autofun¢des da funcéo covariancia
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Fonte: o autor.

Ressalta-se que o comprimento da correlagcdo do campo aleatério tem grande influéncia
nos valores da autofuncdo e dos autovalores. Sendo que uma caracteristica importante da
decomposicdo de KL é o decaimento dos autovalores em fungdo do crescimento do indice i,
onde quanto menor o autovalor menor € a sua influéncia na série de KL (CURSI, SAMPAIOQ,
2012).

4.4 Métodos dos Elementos Finitos Estocasticos

Muitos dos parametros incertos estdo relacionados no modelo com propriedades
geométricas (espessura, area da secdo transversal, momento de inércia, etc.), ou com
caracteristicas do material (modulo de elasticidade, densidade do material, etc.) logo, estas
variaveis podem ser modeladas como campos aleatorios ao invés de variaveis deterministicas
(GUEDRI, BOUHADDI, MAJED, 2006).

Para a consideracdo das aleatoriedades nos sistemas, necessita-se utilizar de métodos
numéricos que considerem as caracteristicas estocasticas. Nesse sentido o0 méetodo classico de
elementos finitos passou entdo, a ser utilizado juntamente com métodos de analise estatistica
dando origem ao método dos elementos finitos estocasticos (MEFE).

Jé& para a obtencdo de reducgdo de custo computacional, propds-se acoplar o método dos

elementos finitos estocasticos (MEFE) com o método de decomposi¢do de Karhunen-Loéve
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(KL) (RIBEIRO, LIMA, 2015); (LIMA, RADE, BOUHADDI, 2010); (GUEDRI,
BOUHADDI, MAJED, 2006).

Inicialmente, € realizado uma parametrizacdo de alguns termos com o intuito de se
alguns destes parametros como sendo as variaveis aleatrias. Assim, tem-se a seguinte

expressao:

Ebh®

ef , = phb; ef . = P

(4.19)

Onde na eq. (4.19) p, h, b e E representam densidade, espessura, largura e médulo

de elasticidade respectivamente.
Tem-se que a matriz de massa elementar estocastica é dada pelo conjunto das matrizes

elementares:

M®(0) =M, +ef M, (4.20)

com:

M, = 2f | NN, Joh M, =5 GanE ] TN NG, @21

Qe
Naeqg. (4.21) M, é a matriz de massa elementar deterministica e amatriz M, é a matriz

estocastica.

Para a matriz de rigidez obtém-se de forma analoga, chegando na eq. (4.22):

K®(0) =K, +ef K, +K, (4.22)
com:
Ko = %{U}T{IBT BdQe}{u}, K, = z Eaa [ f(x)BTBdQ, (4.23)

Na eq. (4.23), K, é a matriz de massa elementar deterministica e a matriz K, é a parte
estocastica e B representa os operadores diferenciais. Ressalta-se que o dominioQ, expresso

na eq. (4.21) e na eq. (4.23), depende da referéncia considerado no método dos elementos

finitos.
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Capitulo 5

ESTUDO DE INCERTEZAS EM SISTEMAS NAO LINEARES

Visto que, o método MC apresenta um maior custo computacional, optou-se neste
trabalho, por utilizar a sua versdo mais simples, o método HCL. Para tal estudo, séo construidos
os chamados envelopes de solugéo, estes representam o quanto as solu¢des oscilam, uma vez
que sdo obtidas faixas de valores (méximo, médio e minimo). A faixa média representa 0s
valores nominais do sistema, enquanto que, a partir da consideracéo de incertezas, sdo obtidos
os valores maximos e minimos. Além desse método, destaca-se a utilizacdo do método dos
elementos finitos estocésticos (MEFE) juntamente com a expansdo de Karhunén-Loéve (KL)
para a consideracao de varidveis aleatorias.

A seguir, na Figura 5.1, é apresentado um exemplo que ilustra o envelope de solucao:

Figura 5. 1 - Exemplo de um envelope de solucéo
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w
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0.05 *
0.14 0.15 0.16 0.17

t[s]
Fonte: o autor.

Nesta figura tem-se a ilustracdo de um envelope de solugdo onde, a curva em preto
(valor médio) representa a resposta do sistema e as curvas em vermelho (valor maximo) e azul
(valor minimo) séo obtidas através de um determinado valor de incertezas, onde sdo geradas as
amostras pelo método HCL.

A seguir, através do método estocastico HCL serdo obtidos os envelopes de solucdo
para o sistema discreto ndo linear e a viga de Euler-Bernoulli, abordados no capitulo 2. Além
disso, para a viga de Euler-Bernoulli também sera utilizado a modelagem por MEFE em
conjunto com o KL e para a geragdo das amostras utiliza-se HCL.

Para a analise de convergéncia, foi utilizado o método dos minimos quadrados:
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conv(n,) :niji_lHHj(e)— HH2 (5.1)

Na eq. (5.1) H é referente a resposta do sistema deterministico e H (6) corresponde a

resposta estocastica.

5.1 Influéncia de Incertezas no Sistema Discreto de 2 g.d.l.

Com o intuito de verificar os efeitos das incertezas nos parametros de rigidez do sistema
discreto de 2 g.d.l., que possui ndo linearidades fisicas, utilizou-se 0 método HCL implementado
via software Matlab®. Assim, incertezas de 10% e 30% foram consideradas para trés casos, a
saber, sistema principal linear e sistema secundério linear, sistema principal linear e sistema
secundario ndo linear e por fim, sistema principal ndo linear e sistema secundario néo linear.

Na Figura 5.2 é ilustrado o efeito de 10% de incertezas nos parametros de rigidez

lineares (a) ki1, (b) ka1 € (C) ki1 e k21 para sistema principal linear e sistema secundario linear:

Figura 5. 2 - Efeito de 10% de incertezas (a) ka1, (b) ka1 e (C) ki1 e ka1
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Fonte: o autor.
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Na Figura 5.2 (a) observa-se que mesmo com uma porcentagem relativamente pequena
de incertezas (10%), as faixas de valores (méximo, médio e minimo) se distanciam. Portanto,
percebe-se que o pardmetro de rigidez linear do sistema principal € muito sensivel a incertezas.
Diferentemente a Figura 5.2 (b), considerando o0 mesmo valor (10%), percebe-se que as faixas
de valores mostram-se mais proximas. Na Figura 5.2 (c), os envelopes demonstram que as
faixas estdo se distanciando com conforme o tempo passa, ou seja, é visivelmente possivel
observar certa distancia entre as faixas de valores.

A seqguir, ¢ mostrado o céalculo do numero minimo de amostras necessarias para a

obtencgéo da convergéncia para cada simulagéo, chegando-se na Figura 5.3:

Figura 5.3 - Anélise de convergéncia (a) ka1, (b) ka1 € () ki1 e ka1
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.3 € ilustrado para cada simulagdo o nimero minimo de amostras necessarias
para a obtencdo da convergéncia, utilizou-se de 1000 amostras para esta analise onde, conclui-
se a necessidade de pelo menos 500 amostras para a convergéncia.

A fim de, confirmar o resultado obtido pelas simula¢fes encontradas pelo método
estocastico HCL, Figura 5.2, foi calculado o desvio-padréo.

Os valores dos desvios sdo descritos na Tabela 5.1;



Tabela 5. 1 - Valores do desvio-padrao

Figura Desvio-Padréo
(a) 45518
(b) 0.5628
(c) 5.5603

Fonte: o autor.
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Na Tabela 5.1 € mostrado os valores do desvio-padrdo para as 3 simulacOes realizadas

anteriormente (Figura 5.2). Com estes valores confirma-se que os envelopes das Figuras 5.2 (a)

e Figura 5.2 (c) estdo se distanciando, pois apresentam valores altos de desvio-padréo ja para a

Figura 5.2 (b) percebe-se pelo valor do desvio-padréo de 0.5628 que as faixas de valores séo

mais proximas, ou seja, que a solucdo tem uma pequena oscilagéo.

Agora, considera-se o sistema principal linear e o sistema secundario ndo linear onde na

Figura 5.4 é ilustrado o efeito de 30% de incertezas (a) no pardmetro de rigidez linear ka1, (b)

nos parametros de rigidez ndo lineares k22 e kos, (C) nos parametros de rigidez linear ko1 e nos

pardmetros de rigidez ndo lineares ka2 e ko3, As simulac¢fes obtidas quando se considerou estes

parametros como incertos sdo mostradas pela Figura 5.4:

x[m]

Figura 5.4 - Efeito de 30% de incertezas (a)
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Fonte: o autor.
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Na Figura 5.4 (a) confirma-se a pouca sensibilidade do parametro de rigidez ndo linear
a consideracdo de incertezas pois, percebe-se claramente a pouca distancia entre as faixas de
valores. Na Figura 5.4 (b), verifica-se que, os efeitos obtidos ndo sdo visiveis, ou seja, ndo €
percebido distancia entre as faixas de valores obtendo assim, uma resposta robusta. Na Figura
5.4 (c) ha também uma pequena variagdo entre os valores maximo e minimo.

Na Figura 5.5 tem-se a apresentacdo da anélise de convergéncia para 0 caso em questao:

Figura 5. 5 - Analise de convergéncia (a) ka1, (b) k22 e kase (c) kat, k22 € ka3
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Fonte: o autor.

Neste caso, analisando-se os trés graficos é visto que, estd em torno de 1000 tiragens
para a obtencao da convergéncia do método.

Na Tabela 5.2 é descrito os valores obtidos do desvio-padrdo:

Tabela 5. 2- Valores do desvio-padrdo

Figura Desvio-Padrdo
(a) 0.1382
(b) 1.22x10*
(c) 0.4229

Fonte: o autor.
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Percebe-se pela Tabela 5.2 que ao se considerar o efeito de 30% de incertezas em
pardmetros com caracteristicas ndo lineares a resposta mostra-se robusta visto que, os valores
do desvio-padrdo sdao bem menores dos valores obtidos anteriormente descritos na Tabela 5.1.
Fica evidenciado esta afirmacédo tanto pela Figura 5.4 (b) que ndo é visualmente possivel ver
distancia entre as faixas de valores quanto pelo valor do desvio-padrdo que é pequeno.

No ultimo caso, sera considerado 10% de incertezas onde na Figura 5.6 (a) as variaveis
aleatorias € o parametro de rigidez linear ki1 e 0s parametros ndo lineares, k12 e ki3. Ja na Figura
5.6 (b) os parametros de rigidez considerados sdo os ndo lineares, k22 e ks, na Figura 5.6 (c) 0s

parametros aleatdrios sao ki1 e k22 e ks,

Figura 5. 6 - Efeito de 10% de incertezas (a) ki1, kiz e kiz (b) K2z e ka3 () ka1, ka2 € kas
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.6 (a) percebe-se a grande sensibilidade do sistema a fatores externos ao se
considerar incertezas em um parametro de rigidez linear, neste caso, ki1. J& na Figura 5.6 (b)
tem-se o resultado com valores muito proximos do sistema original, ou seja, nos envelopes de
solugdo a distancia entre as faixas de valores maximo e minimo € muito pequena. Esta
caracteristica é observada na maioria das vezes em que se considera incertezas em termos nao
lineares. Na Figura 5.6 (c) os envelopes apresentaram uma pequena distancia entre as faixas de

valores.
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Na Figura 5.7 é expresso a analise de convergéncia para cada simulacdo apresentada na
Figura 5.6:

Figura 5. 7 - Andlise de convergéncia (a) ki1, kiz e kis, (b) ka2 e kaz e () kas, k22 € ka3
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.7 foi analisado a convergéncia para as simulacdes apresentadas na Figura
5.6, onde percebe-se que que o numero de tiragens estd em torno 500 amostras em ambos 0s

casos considerados.

Nesta Tabela 5.3, apresenta-se o valor do desvio-padrdo também para as simulacfes
descritas na Figura 5.6:

Tabela 5. 3 - Valores do desvio-padréo

Figura Desvio-Padrdo
(@ 1.7690
(b) 1.27x10™
(c) 0.1716

Fonte: o autor.

Nesta tabela observa-se maior sensibilidade ao efeito de incertezas quando consideradas
em parametros lineares enquanto que, em parametros ndo lineares, as respostas mostram-se

menos sensiveis, ou seja, 0s valores de minimo e maximo sdo préximos.
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5.2 Influéncia de Incertezas em uma Viga de Euler-Bernoulli

Considerando a funcéao resposta em frequéncia calculada para a viga de Euler-Bernoulli

abordada no capitulo 2, sera utilizado o método estocastico HCL para o estudo do efeito de 3%

e 5% de incertezas nos parametros largura e espessura para 1000 amostras.
Inicialmente, considera-se como parametro aleatério a largura, utilizando os seguintes

valores de incertezas (3%, 9% e 20%), Figura 5.8:

Figura 5. 8 - Efeito de incertezas na largura para (a) 3%, (b) 9% e (c) 20%
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Fonte: o autor.

Observa-se na Figura 5.8 (a) que as faixas de valores mostram-se proximas, na Figura
5.8 (b) tem-se um aumento da distancia entre as faixas maximo e minimo devido ao aumento
do valor de incertezas, porém ainda verifica-se que elas estdo proximas, isso € evidenciado na
Figura 5.8 (c), onde considerando o efeito de 20% de incertezas, tem-se uma melhor percepcéo

da distancia entre as faixas.
Na Figura 5.9 € ilustrado os graficos para a analise de convergéncia para a largura para

as dispersoes de 3%, 9% e 20%:



Figura 5.9 - Analise de convergéncia para a largura (a) 3
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.9 € mostrado a andlise de convergéncia para 0 caso em questdo, onde tem
a consideracdo de 1000 amostras para a realizagdo desta analise. Concluiu-se a necessidade de
pelo menos 500 amostras no caso da Figura 5.9 (a), ja para quando tem-se 0 aumento da
dispersdo, percebe-se que € necessario em torno de 1000 amostras para a obtencdo da
convergéncia, visto nas Figuras 5.9 (b) e (c).

Na Tabela 5.4 séo descritos os valores do desvio-padréo para as simulagdes ilustradas
na Figura 5.8:

Tabela 5. 4 - Valores do desvio-padrao

Figura Desvio-Padrdo
(a) 3.8552
(b) 7.0023
() 10.6804

Fonte: o autor.

Conclui-se com as simulagdes descritas na Figura 5.8 e pelos valores do desvio-padréo,

que a largura néo foi sensivel a consideracao de incertezas, uma vez que as a distancia entre as

faixas de valores mostra-se pequena.
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A seguir, é considerado 1% e 3% de incertezas, para a espessura sendo uma variavel

incerta:
Figura 5. 10 - Efeito de incertezas na espessura para (a) 1% e (b) 3%
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Fonte: o autor.

Observa-se que, a espessura tem uma maior sensibilidade a consideracdo de incertezas

visto que, na Figura 5.10 (a) considerou um valor pequeno de incertezas (1%) e, é possivel

verificar uma distancia entre as faixas de valores e, essa sensibilidade pode ser confirmada na

Figura 5.10 (b), pois com o aumento do valor para 3%, mostra claramente que as faixas maximo

e minimo se encontram distantes.

conv( ng)

A seguir, € mostrado a analise de convergéncia para 0 caso em questao:
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Figura 5. 11 - Anélise de convergéncia para a espessura (a) 1% e (b) 3%
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.11 (a) é visto que, a convergéncia para este caso estd em torno de 500

amostras e na Figura 5.11 (b) considerando o aumento da dispersao de 1% para 3% é verificado

a necessidade de também aproximadamente 500 tiragens para a convergéncia.

5.10:

Na tabela 5.5 € mostrado os valores do desvio-padrdo para o caso ilustrado na Figura
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Tabela 5. 5 - Valores do desvio-padrao

Figura Desvio-Padréo
@) 28.7724
(b) 43.8538

Fonte: o autor.

Na Tabela 5.5 é apresentado valores altos para o desvio-padréo, logo, é concluido que a
espessura apresentou uma grande sensibilidade a perturbacéo. Dessa forma, pode-se confirmar
que no caso da largura a solugdo mostrou-se robusta, no entanto para a espessura a uma grande
oscilacdo da resposta, isto é, uma sensibilidade a incerteza.

A seguir, é considerado a resposta no dominio do tempo da viga com o acoplamento de
uma mola com caracteristica linear, sendo considerado novamente como parametros aleatorios
a largura e a espessura, respectivamente.

De inicio, o efeito de 3% e 5% de incerteza é na largura, Figura 5.12:

Figura 5. 12 - Efeito de incerteza na largura para (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Na Figura5.12 (a), verifica-se pelo envelope de solucéo obtido que, as faixas de valores
mostram-se com um pequeno distanciamento enquanto, na Figura 5.12 (b) tem-se uma melhor
percepcao desta distancia devido ao fato do aumento do valor da porcentagem de incertezas.

A seguir, tem-se a convergéncia para as simulacdes descritas na Figura 5.12:
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Figura 5. 13 - Anélise de convergéncia para a largura (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Neste caso, tem-se a andlise de convergéncia para a varidvel largura para as duas
dispersdes consideradas, 3% e 5%, respectivamente. Aqui, tem-se que 0 nimero de tiragens
esta em torno de 500 amostras para a obtencao da convergéncia do método.

Na Tabela 5.6 tem-se os valores do desvio-padréo:

Tabela 5. 6 - Valores do desvio-padrdo

Figura Desvio-Padrao
(@) 0.0056
(b) 0.0081

Fonte: o autor.

Na Tabela 5.6 pode ser percebido que foram obtidos valores relativamente baixos de
desvio-padréo. Referente a Figura 5.12 (b) o valor do desvio é maior devido ao aumento de 3%
para 5%.

A seguir, é considerado o pardmetro que representa a espessura como uma variavel

aleatoria para os mesmos valores de incertezas, 3% e 5%:

Figura 5. 14- Efeito de incertezas na espessura para (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.
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Na Figura 5.14 (a) percebe-se que as faixas de valores estdo proximas e também,

observa-se que mesmo com o0 aumento de incertezas para 5% na Figura 5.14 (b) a distancia
entre as faixas maximo e minimo continua pequena.

E a convergéncia € mostrada na Figura 5.15:

Figura 5. 15 - Analise de convergéncia para a espessura (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.15 é mostrado o nimero de amostras necessarias para a convergéncia para
cada dispersdo em separado. Aqui, viu-se que 0 nimero necessario esta perto de 500 amostras
paraa Figura5.15 (a) e para a Figura 5.15 (b) percebe-se uma necessidade de aproximadamente
1000 amostras.

Considera-se as simulagdes descritas na Figura 5.14, é calculado o valor do desvio-
padréo, Tabela 5.7

Tabela 5. 7 - Valores do desvio-padréo

Figura Desvio-Padréo
(a) 4.33x10*
(b) 6.72x10™

Fonte: o autor.

Na Tabela 5.7 é observado que os valores do desvio-padrdo sdo pequenos, isto é, nota-
se que ha pouca variagao entre as faixas maximo e minimo.

Conclui-se que, neste caso, a largura foi mais sensivel a consideracdo de incertezas.
Considerando novamente a largura como pardmetro incerto, tem-se 0s envelopes de solucéo
para a resposta no tempo obtidas para o caso onde se considerou o acoplamento de uma mola

com caracteristica ndo linear acoplada na viga de Euler-Bernoulli.

A seguir, na Figura 5.16, mostra-se os envelopes de solucéo para este caso:
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Figura 5. 16 - Efeito de incerteza na largura para (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.16, verifica-se que houve pequena diferenca na variacdo das solugdes
minima e maxima com relacéo a média.

A Figura 5.17 ilustra a convergéncia para este caso:

Figura 5. 17 - Analise de convergéncia para a largura (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Conclui-se com a Figura 5.17 que tem-se uma obtencdo de convergéncia com
aproximadamente 500 amostras.

A medida de disperséo, desvio-padrao, € listada na Tabela 5.8:

Tabela 5. 8 - Valores do desvio-padrao

Figura Desvio-Padréo
6) 0.0015
(b) 0.0025

Fonte: o autor.
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Na Tabela 5.8, tem-se que os valores do desvio-padrdo sdo pequenos demonstrando a

pequena diferenca entre a resposta maxima e minima para a simulagdes mostradas na Figura
5.16.

Para as simulacd@es ilustradas na Figura 5.18, tem-se como variavel aleatoria a espessura
considerando 3% e 5% de incertezas:

Figura 5. 18 - Efeito de incertezas na espessura para (a) 3%, (b) 5%
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.18 (a) observa-se que as faixas de valores (maximo, médio e minimo) se
distanciam, isto é, percebe-se uma grande sensibilidade em relacdo a consideracdo de incertezas
e, na Figura 5.18 (b), € demonstrado que com 5% tem-se a resposta ainda mais dispersa.

A seqguir, é apresentado a convergéncia para as simulacdes expressas na Figura 5.18:

Figura 5. 19 - Anélise de convergéncia para a espessura (a) 3% e (b) 5%
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.19, tem-se que a convergéncia é obtida com aproximadamente 500 tiragens
em ambos 0s casos.

A Tabela 5.9 apresenta os seguintes valores do desvio-padrdo para as simulacdes
apresentadas na Figura 5.18:
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Tabela 5. 9 - Valores do desvio-padrao

Figura Desvio-Padréo
(a) 0.0345
(b) 0.0487

Fonte: o autor.

Ao se atentar para os valores do desvio-padrdo listados na Tabela 5.9, percebe-se que
sdo maiores quando comparados aos valores obtidos para o caso da largura dado na Tabela 5.8.

Neste caso, concluiu-se pelos envelopes de solucdo e pelos valores do desvio-padréo
que a espessura foi mais sensivel a consideracdo de incertezas, Figura 5.18.

5.2.1 Aplicacdo do MEFE para a Viga de Euler-Bernoulli

A seguir, aplica-se a metodologia do método dos elementos finitos estocasticos
utilizando a expansdo de Karhunén-Loeve, para isso, tem-se a viga de Euler-Bernoulli
engastada livre (capitulo 2) como estudo de caso. Para tal aplicacdo utiliza-se a resposta no
dominio da frequéncia onde inicialmente considerou-se a largura e posteriormente a espessura
como variaveis incertas.

A montagem das matrizes de massa e rigidez deterministicas e estocésticas foram
descritas no capitulo 4.

Neste caso os limites do dominio considerado foi de [0 I], onde | representa o
comprimento do elemento de viga, ressalta-se a utilizacdo de uma expansdo de KL de 10
termos.

Na Figura 5.20 é ilustrado os autovalores para o problema em questéo:

Figura 5. 20 - Autovalores da funcéo covariancia
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Fonte: o autor.
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E na Figura 5.21 é exposto as dez autofungdes da funcdo covariancia para o caso

considerado.

Figura 5. 21 - Gréfico das autofungdes da fungdo covariancia
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Fonte: o autor.

Inicialmente foi obtido o niUmero minimo de amostras necessarios para a convergéncia

da resposta. Para isto, utilizou-se a seguinte equacéo:
1o 2
conv(n,) = zluH i(@,0)-H(o)| (5.2)
s 1=

Na eq. (5.2), H(w) é referente a funcdo resposta em frequéncia para o sistema

deterministico da viga de Euler-Bernoulli e H(w, 6) corresponde a resposta estocastica.
Posteriormente, utilizou-se 1000 amostras pelo meétodo HCL para a construcéo dos envelopes
de solucéo da funcéo resposta em frequéncia

Inicialmente tem-se a consideragdo do pardmetro largura como aleatério, onde

considera-se os envelopes das FRFs para 3% de incertezas mostrado na Figura 5.22:
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Figura 5. 22 — Envelopes de solugéo para 3% de incertezas na largura (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE

versus EF
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.22 (a) nota-se que a resposta aleatoria por MEFE mostra coerente ao se
comparar com a resposta deterministica, isto €, sdo proximas. Na Figura 5.22 (b) percebe-se
que as respostas obtidas pelo MEFE mostram-se proximas as do elementos finitos classico (EF).

Comparou-se as frequéncias naturais da resposta deterministica com as frequéncias
obtidas pelo MEFE, Figura 5.23 (a), do MEFE com o EF na Figura 5.23 (b) e na Figura 5.23

(c) tem a anélise de convergéncia do MEFE:

Figura 5. 23 — Comparagdo das frequéncias naturais (a) KL versus resposta deterministica (b) KL versus HCL, (c) anélise de
convergéncia do MEFE
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Conclui-se pelas Figuras 5.23, que nos dois casos considerados, as frequéncias naturais
obtidas foram similares, ou seja, com o MEFE conseguiu obter os mesmos valores das
frequéncias naturais tanto da resposta deterministica como pelo EF, ressalta-se que para ambos
0s meétodos utilizou-se do método estocastico para a geracao das amostras. Em relagdo ao
MEFE ainda foi analisado o nimero de amostras necessarias para a obtencdo da convergéncia,
onde verificou-se a necessidade de aproximadamente 500 amostras.

Considerando novamente a largura como variavel incerta aumentou-se o valor de
incertezas para 9%, na Figura 5.24 (a) tem-se os envelopes das FRFs por MEFE comparando

com a resposta deterministica e na Figura 5.24 (b) tem-se a comparacédo da resposta por MEFE

com a obtida pelo EF:

Figura 5. 24 - Envelope de solugdo para 9% de incertezas na largura (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE
versus EF

i1 r T
9]

T o200t (@) 200 (b)

o |
T 100k T 100

=) "

= o 3 0 i

‘o ' —_ Meximo - Et—HC‘L :
I L Mdximo - MEFE-KL-HCL M o_qo0 L e Médio - MEFE-KL-HCL

_-100 @-100 di
B Meédio - MEFE-KL-HCL ; Meédio - EF-HCL

Minimo - MEFE-KL-HCL s Minime - MEFE-KL-HCL

2200 F - =200 .
s Deterministico Minimo - EF-HCL

[dB]

1 1 1 L _3()0 L ' I L
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

w [Hz] w [Hz]
Fonte: o autor.

% =300

Na Figura 5.24 (a) verifica-se um aumento da distancia entre as faixas de valores, porém,
percebe-se que ainda foi obtido respostas semelhantes pelo MEFE com o EF.

A comparacdo das frequéncias naturais e a analise de convergéncia para este caso €

mostrada na figura a seguir:

Figura 5. 25 - Comparacdo das frequéncias naturais (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE versus EF, (c) analise
de convergéncia do MEFE
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Fonte: o autor.

Percebe-se que as frequéncias naturais obtidas utilizando MEFE foram semelhantes as
frequéncias da resposta deterministica, Figura 5.25 (a), e também pela encontrada pelo EF,
Figura 5.25 (b). E na Figura 5.25 (c) € ilustrado o nimero minimo de amostras necessarias para
obter a convergéncia do método, para esta simulacéo percebe-se a necessidade de 1000 tiragens.

Na Figura 5.26 sera considerado 20% de incertezas:

Figura 5. 26 - Envelope de solugdo para 20% de incertezas na largura (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE
versus EF
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.26, observa-se que com o0 aumento da porcentagem de incertezas foi obtido

uma maior dispersdo na resposta, ou seja, faixas de valores mais distantes.
A seguir, tem-se na Fig. 5.27 a comparacdo das frequéncias naturais e a analise de

convergéncia:
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Figura 5. 27 - Comparagdo das frequéncias naturais (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE versus EF, (c) analise

de convergéncia do MEFE
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Fonte: o autor.

200

Na Figura 5.27 (a) pode ser verificado uma equivaléncia das frequéncias deterministicas

e as obtidas pelo MEFE, sendo que na Figura 5.27 (b) é verificado um caso semelhante, isto ¢,

sdo obtidos pelo MEFE valores seme

Ihantes aos valores obtidos pelo EF. Ja na Figura 5.27 (c)

verifica-se que sdo necessarias pelo menos 1000 amostras para a obter a convergéncia.

A seqguir, tem-se um estudo de caso, onde se considera a espessura como sendo um

parametro aleatorio para 1% e 3% de incertezas. Para tal, tem-se a resposta deterministica e a

resposta pelo MEFE, Figura 5.28 (a) e a resposta por MEFE com o método EF, Figura 5.28 (b):

Figura 5. 28 - Envelope de solucéo para 1% de incertezas na espessura (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE

versus EF
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Fonte: o autor.
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Na Figura 5.28 (a) € observado que a variavel aleatoria aqui considerada mostra-se mais

sensivel a fatores externos, uma vez que mesmo considerando uma incerteza pequena, 1%, as

faixas estdo se distanciando. Porém, em relacdo aos meétodos utilizados tem-se uma grande
proximidade nas respostas obtidas pelo MEFE e pelo EF.

Na Figura 5.29 (a) tem-se as frequéncias naturais obtidas pelos MEFE e a resposta

deterministica, na Figura 5.29 (b) MEFE comparados ao método EF e tem-se a convergéncia

na Figura 5.29 (c):

Figura 5. 29 - Comparacéo das frequéncias naturais (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE versus EF e (c)
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Observa-se a proximidade das frequéncias naturais deterministicas com a obtida pelo
MEFE, na Figura 5.29 (a), e pelo MEFE com o EF na Figura 5.29 (b), respectivamente.

A seguir, tem-se a consideracdo de 3% de incertezas, obtendo os seguintes envelopes de
solugéo:
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Figura 5. 30 - Envelope de solucédo para 3% de incertezas na espessura (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE

versus EF
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Fonte: o autor.

Na Figura 5.30, como esperado, tem-se que 0 aumento da incerteza ocasiona um
aumento da dispersao da resposta (Figura 5.30 (2)) e, a resposta aleatoria pelo MEFE com o EF
também apresenta grande distanciamento entre as faixas de valores.

Na Figura 5.31 mostra-se o gréfico referente a analise da convergéncia e a comparacao

das frequéncias naturais:

Figura 5. 31 - Comparacéo das frequéncias naturais (a) MEFE versus resposta deterministica (b) MEFE versus EF, (c)
analise de convergéncia do MEFE
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Conclui-se que, para a consideragéo de 3% de incertezas obteve-se frequéncias naturais
muito proximas para ambos os métodos. Na Figura 5.31 (c) tem-se 0 nimero minimo de
amostras para a obtencdo da convergéncia, sendo utilizado o0 mesmo numero de amostras, isto
é, 1000.

Conclui-se em relacdo aos métodos aqui considerados, que as respostas obtidas foram
muito proximas, isto é, tanto pelo MEFE quanto o método EF apresentaram respostas similares
a resposta deterministica. Também, destaca-se a importancia do calculo do nimero de amostras
para a obtencdo da convergéncia onde em ambos 0s casos optou-se por utilizar 1000 amostras
para a obtencdo dos envelopes de solucdo. Além disso, a comparacdo entre as frequéncias
naturais auxiliou nas conclusfes obtidas dos métodos, mostrando que em ambos 0S casos

descritos anteriormente as frequéncias foram muito préximas.
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Capitulo 6

ESTUDO DE INCERTEZAS EM MAQUINAS ROTATIVAS

O modelo deterministico nem sempre é o modelo ideal para descrever alguns sistemas
mecanicos, neste caso faz-se necessario a utilizacdo de um modelo estocéstico para que se possa
avaliar o efeito de incertezas no sistema. Neste sentido, serd estudado o efeito de incertezas em
parametros do rotor ja visto no capitulo 3, através do método estocastico HCL. Visando uma
economia no tempo computacional optou-se por utilizar o método de reducdo de modelos IIRS.
Para tal, foi utilizado um notebook Windows 8.1 com processador Intel ® Core ™ i7-4510 CPU

@ 2.00 GHz com uma memoéria RAM de 8 GB.

6.1 Estudo do Efeito de Incertezas nos Mancais do Rotor

O mancal tem a funcdo de apoiar os rotores, absorver ou atenuar a energia vibratoria e
restringir os graus de liberdade durante a movimentacao do eixo, sendo que este foi considerado
como um parametro aleatorio onde através do HCL s&o geradas 1000 amostras. Neste caso,
tem-se dois mancais que estdo aplicados nos nos 3 e 13, Figura 3.5, possuem os valores de

rigidez de 49x10° N/m e 60x10° N/m. Considerando o efeito de 30% de incertezas obtém-se os

envelopes de solucéo dados pela Figura 6.1:

Figura 6.1 - Efeito de 30% de incertezas na rigidez dos mancais para (a) modelo completo e (b) modelo reduzido
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Fonte: o autor.
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Na Figura 6.1 tem-se a ilustracdo do efeito de 30% de incertezas onde observou-se que
mesmo com um valor alto de incertezas, os envelopes de solu¢cdo mostraram-se proximos,
também percebeu-se que 0 modelo reduzido demostrou um comportamento semelhante ao do

modelo completo. Na Tabela 6.1 é detalhado os valores do tempo computacional:

Tabela 6.1 - Valores do tempo do modelo completo e do reduzido

Figuras Tempo (s) | Porcentagem (%)
(@) 144660 100
(b) 72410 50

Fonte: o autor.

Nesta tabela, verifica-se que com a utilizacdo do método de reducdo de modelo houve
uma economia de 50% do tempo.

Com esta simulacdo, concluiu-se que 0s mancais, neste caso, ndo sdo sensiveis a
consideracdo de incertezas uma vez que, mesmo considerando um valor relativamente alto de
incertezas (30%), os valores extremos nos envelopes de solugcdo mostraram-se proximos.
Conclui-se que o método de reducéo utilizado mostrou-se de grande valia na reducdo do tempo

computacional e sera utilizado nas proximas simulagdes.

6.2 Construcdo do Modelo Probabilistico

O principio da maxima entropia é uma técnica utilizada para a construcdo da funcédo
densidade de probabilidade, que consiste em maximizar a entropia, ou seja, a incerteza sujeita
a restricdes baseadas somente em informacgdes disponiveis. A entropia representa a incerteza
ou a falta de informacéo associada a uma possivel distribuicdo de probabilidade de uma variavel
aleatdria (SILVA, 2009).

De acordo com Shannon (1948), o principio da maxima entropia estabelece que de todas
as distribuicGes de probabilidade consistentes com as restricdes impostas, escolhe-se aquela que
tem incerteza (entropia) maxima.

Considerando uma variavel aleatoria k e a fungéo densidade de probabilidade associada

a esta variavel px(k), a medida de entropia é:

S(p) == Py (k) n(p, ()M (6.1
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Deseja-se respeitar as condi¢cdes e maximizar a medida S, de acordo com o principio
deve-se usar apenas distribui¢des consistentes com as restri¢des especificadas podendo escolher
apenas a que tem incerteza maxima (SAMPAIO; CATALDO, 2007).

As restricdes mencionadas acima sdo informacdes adicionais sobre a variavel aleatdria,

como a média e/ou a variancia que podem ser calculadas por:

Iki Py (k)dk = di (6-2)

onde i=0,1,2, ..., n, do=1, ou seja, é a propria distribuicdo de probabilidade e di= 1,2, ...,n sdo

0S momentos estatisticos conhecidos.

§=5+3>A4[k'p, (K)dk~d ] (63)
i=0
Utiliza-se os multiplicadores de lagrange, eq. (6.3) para construir o funcional da

densidade de probabilidade p, (k):

55‘:;[— in(p, (k))—l+_§n;ﬂ,,k‘}5pk(k)dk:0 (6.4)

i=0

A eq. (6.4) fornece a seguinte expressao para a mais provavel funcdo densidade de

probabilidade da variavel aleatoria k :

P =exp) 1+ 34K | 65)

Na eq. (6.5), os multiplicadores de lagrange sdo obtidos através das equacles das

restricdes impostas pelos momentos estatisticos.

6.2.1 Parametro diametro do elemento de viga (d)

Em todas as simulacfes que seguem, foi utilizado o método IIRS para a reducédo do
modelo de elementos finitos. Na primeira simulacdo realizada, considerou-se a rigidez dos dois

mancais como sendo valores aleatérios onde foram obtidos os envelopes de solucéo e, assim,
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foi possivel realizar uma analise sobre a influéncia de se considerar um valor de incerteza nestes
pardmetros, percebendo que 0s mancais ndo sdo sensiveis a fatores externos. Logo, nas
simulacBes conseguintes sera considerado o elemento de viga como sendo um parametro
aleatdrio. Ressalta-se que o rotor em questdo possui 14 elementos de viga (eixo) e 10 discos e,
os valores desses parametros, a saber, didmetro do elemento de viga e didmetro do disco, foram
descritos na Tabela 3.1, e estdo representados na Fig. 3.5.

A priori, tem-se a obtencdo do modelo probabilistico para o parametro diametro do

elemento de viga, onde é imposto as seguintes restricdes (VICENTE, 2014):
i) Admite valores no intervalo ]O, + oo[;
ii) a média é conhecida E[D]=D .
Resolvendo a eq. (6.5) e impondo as restricdes descritas acima na forma da eq. (6.2) é

obtido a funcéo de probabilidade:

1 1

_ 1(1V) 1 (d)s" d
Pp(d) —1]0, +oo[(d) 3(5_;} 1—F[Ej exp{— —555} (6.6)
S5

Na eq. (6.6), 0 pardmetro op consiste na dispersio do parametro d dado por &, = o, /D

e I'(Z) é a funcdo Gama que é expressa por:

[(z)= [t exp(-t)dt 6.7)

A funcdo Gama possui parametros o e ff onde « :1/53 e f= 553 . Logo, utilizou-se

a funcdo do Matlab® GAMPDF (a., 3 ) para obter o gréfico da distribuigéo:

Figura 6. 2 - Gréfico da Distribuigdo Gama
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Fonte: o autor.
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Uma vez, obtido o modelo probabilistico para o didmetro do elemento de viga deve-se
analisar o nimero minimo de amostras necessario para a obtencdo da convergéncia das
respostas estocasticas. Para isto, € utilizado o método dos minimos quadrados para obter a

funcéo:

1o 2
conv(n,) = — ZlHH i(@,0)-H (o) (6.8)
s 1=
Na eq. (6.8), H (w) é referente a fungdo resposta em frequéncia para o sistema
deterministico e H (w, 6) corresponde a resposta estocastica. Destaca-se que na fungéo

densidade de probabilidade gama, utilizou-se os parametros a=100 e f/=3,93x10*, e para a

avaliacdo da funcdo de convergéncia ressalta-se a utilizacdo de 1500 amostras.

6.2.1.1 Efeito de incertezas nos diametros do elementos de viga

Nesta primeira simulacdo sera considerado o didametro do segundo elemento de viga
como sendo um parametro aleatorio. Para essas simulacdes foi utilizado o método de reducéo
de modelos IIRS ja que 0 mesmo se mostrou adequado na reducdo do tempo computacional.
Com isso, serdo utilizadas 1500 amostras pelo método HCL para obter os envelopes de solugéo,
Figura 6.3 (a) e 0 nimero de amostras necessarias para a obtencéo da convergéncia é mostrado
na Figura 6.3 (b):

Figura 6.3 — (a) Efeito de 10% de incertezas no diametro do 2° elemento de viga (b) Convergéncia
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Fonte: o autor.

Observa-se que as faixas de valores se distanciam, Figura 6.3 (a), isto €, ao se considerar

uma incerteza de 10% percebe-se que este foi um parametro sensivel. Em relacdo a Figura 6.3
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(b) tem-se a anélise da convergéncia para essa simulacdo onde percebe-se que sdo necessarias
pelo menos 1000 tiragens para se chegar a convergéncia.

Na Tabela 6.2 € ilustrado o desvio-padrao:

Tabela 6.2 - Valor do desvio-padrdo
Desvio-Padréo

19.6569

Fonte: o autor.

Analisa-se o valor do desvio-padréo descrito na Tabela 6.2, concluindo que tem-se um
valor relativamente alto, confirmando o apresentado na Figura 6.3 (a).
A seguir, e considerado o didmetro do terceiro elemento de viga como sendo um

pardmetro aleatdrio, para tal, considera-se 10 % de incertezas, obtendo o seguinte envelope de
solucéo:

Figura 6.4 — (a) Efeito de 10% de incertezas no diametro do 3° elemento de viga (b) Convergéncia
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Fonte: o autor.

Na Figura 6.4, as faixas de valores (maximo, médio e minimo) mostram-se mais
préximas que o caso descrito anteriormente (Figura 6.3). Em relacéo a analise de convergéncia
notou-se que € necessario um ndmero minimo de 1000 amostras para a obtencdo da

convergéncia.

O valor calculado do desvio-padréo esta descrito na Tabela 6.3:

Tabela 6.3 - VValor do desvio-padrdo
Desvio-Padréo

9.2386

Fonte: o autor.
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Para a simulacgdo considerada, conclui-se pelo valor do desvio-padréo que as faixas de
valores estdo mais proximas em comparacdo ao resultado obtido no caso anterior, visto que,
neste caso, tem-se uma menor dispersao.

Na Figura 6.5 tem-se o efeito de 10% de incertezas no diametro do terceiro e nono

elemento de viga, obtendo o seguinte envelope de solugéo:

Figura 6.5 — (a) Efeito de 10% de incertezas nos didmetros do 3° e 9° elemento de viga (b) Convergéncia
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Fonte: o autor.

Na Figura 6.5 (a) é observado uma grande sensibilidade desses pardmetros aos fatores
externos, isto é, a consideracdo de incertezas pois, é visivelmente verificado que as faixas de
valores estdo distantes e ainda ha presenca de ruidos. Ja a Figura 6.5 (b) mostra a convergéncia
obtida neste caso, logo, para este problema, sdo necessarias em torno de 1000 amostras para a
obtencdo da convergéncia.

Na Tabela 6.4 ¢ ilustrado o valor do desvio-padréo:

Tabela 6. 4 - Valor do desvio-padréo

Desvio-Padrao
30.7819

Fonte: o autor.

A Tabela 6.4 mostra que neste caso foi obtido um valor alto para o desvio-padrdo, ou
seja, ha uma grande sensibilidade aos fatores externos (incertezas).
E, por ultimo tem-se o efeito de 10% de incertezas nos didmetros do sétimo e no decimo

terceiro elemento de viga, Figura 6.6:



96

Figura 6.6 — (a) Efeito de 10% de incertezas nos diametros do 7° e 13° elemento de viga (b) Convergéncia
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Fonte: o autor.

Na Figura 6.6 (a) observa-se que as faixas de valores (maximo, médio e minimo)
mostram-se distantes, isto €, os parametros sdo sensiveis a consideracdo de incertezas. Na
Figura 6.6 (b) € ilustrado a analise de convergéncia para o diametro de sétimo elemento de viga
e do décimo terceiro elemento de viga. Percebe-se que o nimero de tiragens necessarias para a
obtencdo da convergéncia esta proximo a 1000 amostras.

Na Tabela 6.5, é apresentado o valor do desvio-padréo.

Tabela 6.5 - VValores do desvio-padrdo
Desvio-Padréo

29.9510

Fonte: o autor.

As simulacdes descritas apresentaram um estudo preliminar dedicado a andlise das
incertezas nos parametros de um rotor flexivel. Empregou-se 0 método estocastico Hipercubo
Latino, foi obtida a resposta no dominio da frequéncia com a presenca de incertezas nos
parametros do modelo. Em consonéancia, a utilizacdo de modelos reduzidos proporcionou boa
representatividade e custo computacional baixo e, consequentemente, grande economia de
tempo, para isto, foi reduzido utilizando o método IIRS. Assim, as incertezas nas variaveis de
projeto que caracterizam o rotor flexivel foram inseridas para diferentes casos de estudo que
mostram que os envelopes das respostas conduzem a importantes informacdes referentes a

influéncia da variacdo desses pard@metros no comportamento dindmico do rotor em quest&o.
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Capitulo 7

INTRODUCAO A OTIMIZACAO

A Otimizacao ¢ definida pela busca da melhor solug@o associada a um referido processo,
enquanto certas restrigoes sao satisfeitas. Assim, a otimizagao pode ser caracterizada como a
determinagdo da melhor configuracdo de um projeto de um dado sistema, sem precisar testar
todas as possibilidades (VANDERPLAATS, 1998).

A Otimizacao ainda pode ser dividida em classica que € baseada nos métodos do calculo
diferencial e integral e em Evolutiva (ou Heuristica) onde as técnicas sdo fundamentadas em
conceitos biologicos e processos naturais (RODOVALHO, COSTA, 2012).

Os métodos da Otimizag¢ao Evolutiva estdo dentro da computagao bioinspirada, que ¢é
fundamentada em conceitos bioldgicos e conceitos computacionais evolutivos. Dentre as
técnicas evolutivas destaca-se o método Algoritmo Genético, Simulated Annealing, Colonia de

Abelhas, Colonia de Vagalumes, dentre outros.

7.1 Otimizacdo MultiObjetivo Deterministico

Um problema de otimizacdo ¢ dito mono-objetivo se este possui um unico objetivo,
porém, na maioria dos problemas reais tem-se mais de um critério a ser otimizado, logo, tem-
se duas ou mais fungdes objetivos, isto €, ha um problema de otimizagdo multiobjetivo.

Para a resolugdo dos problemas multiobjetivos pode-se utilizar algoritmos
fundamentados em populacdo, uma vez que, ¢ obtido a Curva de Pareto em uma Uinica execugao,
ao contrario dos métodos classicos que necessitam de varias execucdes (DEB, 2001).

Dentre as técnicas evoluciondrias destaca-se a técnica intitulada de VEGA que foi a
primeira técnica a ser implementada para a resolucdo de problemas multiobjetivos
(SCHAFFER, 1984).

Ha uma grande quantidade de métodos de otimizagdo multiobjetivos que utiliza do
conceito de dominancia. Ao contrario dos problemas mono-objetivos onde pode-se determinar

matematicamente a solucao, no multiobjetivo ndo hd uma definicdo da solucdo e sim um
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entendimento (conceito) desta, este conceito ¢ conhecido como Postulado de Pareto
(MOREIRA, 2015).

Neste postulado, diz-se que no problema multiobjetivo um vetor é Otimo de Pareto se
nao existe outro vetor viavel que possa melhorar algum objetivo, sem causar uma piora em pelo
menos um objetivo, isto ¢, diz-se que uma solucdo ¢ 6tima de Pareto se ela ndo ¢ dominada por
nenhuma outra solugdo possivel, logo, o conjunto de solugdes 6timas ¢ chamado de Fronteira
de Pareto (BIGOT, 2015).

Assim, as solugoes de Pareto estdo diretamente relacionadas com a nocao de
dominancia, deste modo, as solu¢des de Parcto sdo também conhecidas como solugdes
admissiveis ndo dominadas e inferiores (BORGES, 2008).

Segundo Deb (2001) o espaco de objetivo ¢ composto pelo conjunto de pontos
dominados e pelos pontos ndo dominados, com algumas propriedades, qualquer ponto do
conjunto deve ser dominado por pelo menos um ponto do conjunto de pontos nao dominados e
nenhum ponto do conjunto de pontos ndo dominados ¢ dominado por outro ponto do conjunto
de pontos nao dominados.

Além da determinacdo do conjunto de solugdes, tem-se a necessidade da escolha da
solucdao o6tima que ¢ feita de pelo projetista, que deve ter pleno conhecimento do problema
(BORGES, 2008).

Logo, faz-se necessario primeiramente definir o problema multiobjetivo deterministico

que ¢ definido por:

min F(x) = (f,(x), f,(X),..., f,(x))
g;,(x)<0, j=L...,.m (7.1)
X, SX<X,

Na eq. (7.1), as variaveis de projeto sdo expressas por x= (X7, X2, ..., Xk), gj (x) sdo as
restrigdes de igualdade ou desigualdade, x; e xy representam as restricdes laterais e, F (x)
representam as funcdes objetivos a serem minimizadas ou maximizadas.

Uma vez que, deseja-se considerar as possiveis incertezas inerentes aos sistemas €

preciso definir o problema de otimizagdo robusta.
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7.2 Otimizacao MultiObjetivo Robusta

Os métodos de otimizacdo multiobjetivo robusto consideram as incertezas sobre as
variaveis de projeto e sobre as fungdes objetivo, ou seja, tem 0 mesmo principio da otimizacao
deterministica, porém neste caso, tem-se a consideracao das incertezas.

Uma vez que, os problemas mostrem uma sensibilidade a incerteza ou a fatores externos,
ao se considerar a robustez sdo obtidas solugdes que serdo pouco sensiveis a essas variagdes
que sao chamadas de robustas e o procedimento para encontra-las ¢ denominado de Otimizagao
Robusta, isto &, no problema de otimizagao nao somente ¢ encontrado o 6timo mais sim o 6timo
robusto (MOREIRA, 2015).

Uma metodologia para trabalhar com esse tipo de problema de Otimizagao foi proposta
por Taguchi (1984) e, ¢ encontrado no trabalho de Borges (2008). Essa metodologia descreve
a utilizacdo de uma funcao de robustez que ¢ baseada na consideragdo da média e do desvio-
padrao da fun¢do objetivo original, sendo considerada como uma fung¢ao objetivo adicional que

sera otimizada juntamente com a fun¢do objetivo original.

A funciao de robustez (f;) de uma fungdo objetivo f(x) ¢ definida pela média (1) e pelo

desvio-padrao (o) expressa por:

1
=| 91 2
() o

onde o, / 4, € amedida de dispersdo ou vulnerabilidade da fungdo objetivo que ¢ denominada

por f'(x).

Logo, tem-se um problema de otimizacdo multiobjetivo robusto que € expresso por:

min F*(x) = (£,(x), £, (X), £, £ (%), f, (), £./(x))
9,(x)<0, j=1...,m (7.3)
X, <X X

As solugdes robustas sao aquelas que permitem minimizar simultaneamente as fungdes
objetivos e maximizar a sua robustez ou minimizar a vulnerabilidade.

Para a consideragdo das incertezas sobre as variaveis de projeto pode-se utilizar do
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método estocastico chamado de Monte Carlo (MC) ou a sua variante chamada de Hipercubo

Latino (HCL) descritos no capitulo 4.

7.2.1 Nondominated sorting genetic algorithm (NSGA)

Baseado na técnica original proposta por Goldberg (1989), o NSGA (Srinivas, Deb,
1993) ¢ um baseado nos Algoritmos Genéticos que se distingue unicamente pela forma que o
operador de selegdo ¢ empregado. O algoritmo ¢ baseado no conceito de dominéncia de Pareto
e utiliza-se de um método especifico de selecdo por ordenamento chamado ranking para
classificar as solugdes ndo dominadas e incorpora um procedimento direcionado a criagdao de
nichos para assegurar a diversidade da populagao.

A utilizagdo de uma fun¢do de nicho sobre o espaco de solugdes apresenta a vantagem
de manter uma grande diversidade na populacdo, viabilizando uma parti¢cdo mais eficaz das
solugdes sob o front de Pareto. Além disso, 0 método NSGA pode ser aplicado a problemas com

um numero qualquer de objetivos (Srinivas e Deb, 1993; Borges, 2008).

7.2.1.1 Funcionamento do método

Gerada aleatoriamente uma popula¢do inicial de potenciais solugdes, antes da aplicagdo
do operador de selecao, a populagdo ¢ ordenada de acordo com o nivel de ndo dominancia, de
forma que todas as solugdes ndo dominadas da populagdo atual recebem altos valores de
aptidao. Estes valores de aptidao sao iguais para todos os individuos ndo dominados, garantindo
um mesmo potencial reprodutivo. A diversidade ¢ assegurada pelo compartilhamento, por parte
das solugdes ndo dominadas, de seus valores de aptidao em termos das distancias euclidianas
as solucdes ndo dominadas. A coexisténcia de multiplos pontos 6timos na populacdo ¢
viabilizada pela divisdo do valor de aptidao de cada individuo pelo contador de nichos que ¢
proporcional ao nimero de individuos na vizinhanga.

Posterior a realizacdo do compartilhamento e a modificagdao das aptiddes, o pior valor
de aptiddo compartilhado ¢ alocado para uso seguinte e os individuos ndo dominados sdo
ignorados temporariamente para o processamento dos demais membros da populagdo. Novas
solucdes nao dominadas sdo entdo determinadas, estabelecendo-se agora, valores de aptidao

menores que o pior valor de aptiddo compartilhada no nivel anterior. Uma vez mais o
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compartilhamento € realizado entre as solu¢des nao dominadas e novas aptiddes sdo estimadas.
Os procedimentos de compartilhamento entre as solu¢des ndo dominadas e o célculo de novas
aptiddes sao executados até que todos os membros da populagdao tenham um valor de aptidao
compartilhada, garantindo que todas as solucdes se submeteram ao processo evolutivo.

A reprodugdo da populagdo ¢ feita com base na aptidao compartilhada. Assim, como o
primeiro nivel de solu¢des ndo dominadas possui as maiores aptidoes, assegura-se que um
numero maior de copias destes individuos sera realizado, conduzindo o processo de busca a
fronteira 6tima de Pareto. Além disso, com a introdu¢ao da técnica de formacgdo de nichos
(niching), os valores da fun¢do de adaptagdo sdo distribuidos segundo a seguinte funcdo de

nicho (sharing) (Borges, 2008; Lima, 2007):

1-d(x,Xx;)/® sed(x;,x;)<®

Sh(d(x“xj)):{ 0 sed(x,x;)>© (7.4)

onde:

e sh ¢ a fungdo de nicho;
e ® ¢ uma constante estabelecida a priori definindo o intervalo de nicho;
e d(x, Xj) € a distancia euclidiana entre os dois individuos x; e X;.

Na Figura 7.1 € ilustrado a estratégia de implementagao do NSGA:

Figura 7.1 — Fluxograma do método NSGA
Inicio
Populacio micial
gen=10

Populacie ~ | Identificagio dos
c lasIs, ificga da? individuos ndo
- dominados
Sim

(o]

N3o

Pare
Fim

Fonte. o autor.

Neste fluxograma, pode ser verificado que apos a defini¢ao da funcao fitness, utiliza-se
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operagdes do Algoritmo Genético como a sele¢do, o cruzamento € a mutagao.

7.2.2 Algoritmo de otimizacéo coldnia de Vagalumes multiobjetivo (CVM)

Os algoritmos para o tratamento de problemas de otimizacao sdo geralmente baseados
no comportamento social dos animais dentre eles, destaca-se o algoritmo bioinspirado na
caracteristica de bioluminescéncia dos vagalumes, insetos coledpteros autoorganizaveis,
luminosamente auto emissivos.

O método Coldnia de Vagalume (CV) foi proposto por Xin-She Yang na Universidade
de Cambridge em 2007 e vem sendo exaustivamente estudado e aplicado em problemas de
otimizagdo. Logo, para o tratamento de problemas multiobjetivos robustos ¢ utilizado um
algoritmo baseado no CV.

Para o vagalume a bioluminescéncia ¢ uma ferramenta utilizada na sua comunicacao,
servindo como isca para eventuais presas, como uma ferramenta de defesa, pois € um sinal de
alerta a possiveis predadores e para atrair parceiros na reproducao.

O CV ¢ baseado principalmente na atracdo dos possiveis parceiros para reproducao,
onde existem trés regras simples para o funcionamento do algoritmo (MOREIRA, 2015): (1)
os vagalumes ndo possuem sexo, assim qualquer vagalume pode atrair ou ser atraido; (2) a
atratividade € proporcional ao brilho emitido e decai conforme a distancia entre os vagalumes
aumenta ¢ (3) o brilho emitido por um vagalume ¢ determinado pela sua avaliagdo frente a
fungdo objetivo, quanto melhor avaliado, mais brilhante.

Segundo Lobato, Moreira e Steffen Jr. (2013) no problema de otimizagdo o brilho que
¢ emitido pelos vagalumes pode ser interpretado como uma forma de relacionar a posi¢ao do
vagalume com a localizagdo do 6timo global, assim, o vagalume com maior intensidade de
brilho tem mais chance de estar localizado no ponto 6timo.

Entdo, o CV ¢ descrito por equagdes que modelam a atratividade, a luminosidade e a
movimenta¢cdo em relagdo a distancia. A intensidade de emissdo de luz de um vagalume ¢
proporcional a fun¢do objetivo que decai em funcao da distancia entre os vagalumes, devido a

absor¢ao de luz pelo meio, deste modo, a intensidade percebida por um vagalume é:

1(r)=1,e"" (7.5)
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onde, r ¢ a distancia Euclidiana entre os vagalumes i e j, [, ¢ a intensidade de luz emitida, y €
o coeficiente de absor¢ao de luz no meio.
A Equagdao (7.6) ¢ a atratividade sofrida por um vagalume, responsavel pela

aproximacgao dos vagalumes onde £y ¢ a atratividade em =0 e pode ser fixo em =1,

B(r) =B (7.6)

Segundo Moreira (2015) para o ordenamento das solugdes ¢ preferivel as solugdes nao
dominadas em relagdo as dominadas onde ¢ realizada a avalia¢do dos individuos e ¢ realizado
o ordenamento por rank.

Para um vagalume especifico ¢ calculado o coeficiente de atratividade que ¢ fungdo da
aptiddo, que neste caso ¢ o brilho emitido, baseado no rank de cada vagalume observado.

O vagalume com maior coeficiente de atratividade ¢ selecionado para o vagalume x; se
movimente em sua dire¢do, ou seja, ¢ a movimentagdo em um dado passo de tempo ¢ do

vagalume i em dire¢@o ao melhor vagalume j, em termos da funcdo objetivo, que ¢ definida por:
t ot t-1 t-1 1
X; =X+ ,B(xj - X )+ a (rand _Ej (7.7)

Na eq. (7.7) o segundo termo do lado direito da equacgdo insere o fator de atratividade S
enquanto no terceiro termo o parametro a insere certa aleatoriedade no caminho percorrido pelo
vagalume e, rand ¢ um niimero aleatério entre 0 e 1.

Yang (2008) cita que um vagalume ndo necessariamente segue o vagalume mais
brilhante mais sim aquele que ¢ mais atrativo a ele, fazendo com que haja uma maior
diversidade na populacdo dos vagalumes.

Para a resolugdo de problemas de otimiza¢do multiobjetivo robustos utiliza-se um
algoritmo baseado no CV. De maneira geral, na execucao desse algoritmo aqui definido por por
Colonia de Vagalumes Multiobjetivo (CVM) emprega-se os seguintes operadores (MOREIRA,
2015):

e Definicdo da funcdo robustez que é realizada de forma anéloga ao do método NSGA,

que utiliza-se da média e do desvio-padréo da funcao objetivo original;

e Geracdo da populacéo inicial,

e Ordenamento:

= AssolucBes ndo dominadas séo preferiveis as dominadas, isto é, a classificacdo das
solucdes € baseada no critério de ndo dominéncia por meio do rank;
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e Selecdo e movimentacdo
= Para cada vagalume da populacdo, calcular o vagalume que Ihe é mais atrativo
com base no rank e na distancia entre os vagalumes;
= Gerar outros vagalumes que séo adicionados a populagéo;

e Perturbacdo:
= O operador de perturbacdo do CVM tem a fungdo de realizar pequenos

deslocamentos nos vagalumes e explorar a vizinhanca.

7.3 Projeto Otimo Robusto de um Sistema Rotativo

Neste capitulo, sera empregado o procedimento de otimizacdo multiobjetivo robusto na
busca do valor 6timo do sistema rotativo estudado no capitulo 3. O problema robusto é
composto por duas funcdes objetivo, a primeira referente a amplitude da funcgéo resposta em
frequéncia onde tem-se o interesse na minimizagdo da mesma e, a segunda funcdo consiste na

minimizacao da funcgéo vulnerabilidade, resultando no seguinte problema de otimizacdo:

.| f, = Amplitude
min (7.8)

f," = (0_1 //‘1)

Para o problema de otimizagédo, considerou-se o didmetro do elemento de viga como
sendo uma variavel de projeto, uma vez que, verificou-se a sensibilidade na consideracédo de
incertezas nestes parametros, descritos no capitulo 6.

Os parametros do NSGA usados no processo de otimizacao estdo dispostos na Tabela
7.1

Tabela 7. 1- Defini¢do dos pardmetros do método NSGA
NSGA

Probabilidade de selecdo 0,25
Probabilidade de cruzamento 0,25
Probabilidade de mutacdo 0,25
NUmero de geragdes 50
Numero de individuos 100
Coeficiente de Sharing 0.2

Fonte: o autor.

Ressalta-se que para a obtencdo das solucdes 6timas robustas utilizou-se 0 método de

simulacdo Hipercubo Latino, onde séo geradas 500 amostras para a variavel de projeto que sdo
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usadas para o calculo das funcGes de vulnerabilidade, esta tem a finalidade de minimizar as
dispersdes ao redor de cada solucdo robusta encontrada.

Entdo, no primeiro problema de otimizacdo considera-se o didmetro do segundo
elemento de viga chamado de (d), logo, a variavel de projeto e seu valor nominal (inicial) estdo

dispostas na Tabela 7.2:

Tabela 7. 2 — Definigdo da variavel de projeto
Variavel Valor inicial Variagéo

d, 0.03935 10%

Fonte: o autor.

Na Figura 7.1 séo apresentados os resultados provenientes da otimizagéo robusta em

termos da funcgéo objetivo e da funcdo vulnerabilidade para o caso em questéo.

Figura 7. 1 — (a) Representacédo da fungdo objetivo e sua vulnerabilidade e (b) solugdo robusta escolhida
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Fonte: o autor.

Na Figura 7.1 é mostrado a Curva de Pareto para o problema multiobjetivo apresentado.
O intuito dessa curva é fornecer a solugdo do problema levando em considera¢do as duas
funcOes objetivo. Nesta solucdo, pode-se escolher a solugéo que satisfaga o projeto em questéo.
Assim, na Figura 7.1 (b) € ilustrado o ponto 6timo escolhido chamado de Pr.

Para verificar a robustez da solucdo Otima escolhida utiliza-se a geracdo de 1500
amostras pelo método HCL considerando a dispersdo de 10% assim, é obtido o envelope de

solucéo em termos da funcdo resposta em frequéncia mostrado na Figura 7.2:
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Figura 7. 2 — Envelope de solucéo (a) valor inicial versus resposta deterministica e (b) 6timo robusto versus resposta
deterministica
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Fonte: o autor.

Observa-se que ambos o0s casos considerados os envelopes obtidos considerando uma
porcentagem de incerteza pelo método HCL, Figura 7.2 (a) e considerando o valor 6timo

robusto, Figura 7.2 (b) estdo préximas da resposta deterministica.
A Tabela 7.3, mostra o valor inicial (hominal) da variavel de projeto dz e valor 6timo e

seus respectivos valores do desvio-padrao:

Tabela 7. 3 — Valor inicial e Valor 6timo

Variavel Valor inicial  Otimo robusto
d, 0.03935 0.06
Desvio-Padrao 19.6569 16.6860

Fonte: o autor.

Percebe-se que neste caso houve uma sensibilidade a consideragdo de incertezas, uma
vez que para ambos os casos considerou a mesma incerteza (10%) sendo que através dos valores
do desvio-padrdo, Tabela 4.3, observa-se que no caso robusto tem-se um desvio-padrdo menor.

Considera-se agora duas variaveis de projeto, a saber, o diametro do terceiro e do nono
elemento de viga, chamado de (dz e dg), logo, as variaveis de projetos e seus valores iniciais

estdo dispostas na Tabela 7.4:

Tabela 7. 4 — Defini¢do das varidveis de projetos

Variavel Valor Nominal Variagéo
d, 0.03935 10%
d, 0.0215 10%

Fonte: o autor.
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Na Figura 7.3 é mostrado a curva de Pareto para este caso:

Figura 7. 3 — (a) Representacédo da fungdo objetivo e sua vulnerabilidade e (b) solugdo robusta escolhida
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Fonte: o autor.

Esta figura ilustra a Curva de Pareto para o problema de otimizac&o em questéo, Figura
7.3 (a) e a solucdo dtima escolhida, Figura 7.3 (b) assim, sdo obtidos os envelopes de solucéo

para as FRFs da solucdo inicial e da solucdo robusta ilustrada na Figura 7.4:

Figura 7. 4 — Envelope de solucdo (a) valor inicial versus resposta deterministica e (b) 6timo robusto versus resposta
deterministica
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Fonte: o autor.

Na Figura 7.4 (a) tem-se o valor inicial, isto é, sem otimizacdo e na Figura 7.4 (b) tem-
se 0 6timo robusto. Percebe-se que nos dois casos considerados foi apresentado sensibilidade a
consideracdo de incertezas.

A Tabela 7.5 descreve o valor escolhido do ponto étimo para as duas variaveis de projeto

e o valor do desvio-padrdo para o valor inicial e para o valor do étimo robusto.



Tabela 7. 5 — Valor inicial e Otimo robusto

Variavel Valor inicial ~ Otimo robusto
d, 0.03935 0.0276
d, 0.0215 0.0279
Desvio-Padréo 30.7819 28.3655

Fonte: o autor.
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Utiliza-se a comparacéo dos valores do desvio-padrao dados na Tabela 7.5, estes valores

mostram que no problema de otimizagdo considerado, tem-se uma maior sensibilidade as

perturbacdes introduzidas, ou seja, mesmo inserindo incertezas, a solucdo robusta apresentou

uma menor dispersao que a solucdo inicial.

Em um proximo estudo de caso, as variaveis de projeto no problema de otimizacgéo séo

os diametros do sétimo e do décimo terceiro elemento de viga (d7 e d13), 0s valores iniciais para

0 caso em questdo estdo descritos na tabela a seguir:

Tabela 7. 6 — Defini¢do das variaveis de projetos

Variavel Valor Nominal Variagéo
d, 0.03935 10%
d,, 0.0395 10%

Fonte: o autor.

A Figura 7.5 mostra os resultados da otimizagdo robusta pelo método NSGA onde €é

apresentada a fungéo objetivo e sua vulnerabilidade:

Figura 7. 5 — (a) Representacédo da fungéo objetivo e sua vulnerabllldade e (b) solugao robusta escolhida
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Fonte: o autor.
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Considerando a Curva de Pareto, Figura 7.5 (a) tem-se a escolha da solucéo, Figura 7.5

(b) onde é entdo obtidos os seguintes envelopes de solucao:
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Figura 7. 6 — Envelope de solucéo (a) valor inicial versus resposta deterministica e (b) 6timo robusto versus resposta
deterministica
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Fonte: o autor.

A Figura 7.6 apresenta as FRFs para 10% de incertezas para as duas variaveis de projeto.
Observa-se, pelos envelopes de solucdo obtidos através do método HCL utilizando o valor
nominal, Figura 7.6 (a), e pelo envelope com o valor do 6timo robusto na Figura 7.6 (b) que as
respostas obtidas foram semelhantes.

Os valores 6timos escolhidos e os valores iniciais estdo dispostos na Tabela 7.7:

Tabela 7.7 — Valor inicial e Otimo robusto

Variavel Valor inicial ~ Otimo robusto
d, 0.03935 0.0410
d;, 0.03935 0.0430
Desvio-Padrédo 29.9510 29.8186

Fonte: o autor.

Observa-se pelo valor do desvio-padrao disposto na Tabela 7.7, que a resposta apresenta
uma menor sensibilidade as incertezas, pois, em ambos os casos foram obtidas dispersdes
similares.

Para os trés casos considerados; conclui-se com essas simulagdes, que o ultimo
problema de otimizacdo considerado (d7 e di3) foi menos sensivel a incertezas, ou seja,
apresentaram maior robustez.

A seguir, apresenta-se novas simulacdes, onde serdo considerados os didmetros do
terceiro e do nono elemento de viga como variaveis de projeto onde os seus valores iniciais
foram descritos na Tabela 7.4.

Os parametros do NSGA e os pardmetros do CVM usados no processo de otimizagao

estdo dispostos na Tabela 7.8:
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Tabela 7. 8 — Definigdo dos pardmetros dos métodos NSGA e do CVM
NSGA CVM

Probabilidade de selecdo 0,25 Aleatoriedade («) 0.5
Probabilidade de cruzamento 0,25  Coef. de absorcao (y) 1
Probabilidade de mutacdo 0,25 Coef. de atratividade (8,) 0.2
NUmero de geracdes 50 Numero de geracoes 50
Numero de individuos 25 Numero de vagalumes 100
Coeficiente de Sharing 0.2

Fonte: o autor.

A curva de Pareto para 0 caso em questdo, em termos da funcédo objetivo e da funcéo
vulnerabilidade é apresentada na Figura 7.7:

Figura 7. 7 — Representa¢do da funcéo objetivo e sua vulnerabilidade (a) NSGA, (b) solucédo robusta do NSGA escolhida, (c)
CVM e (d) solugdo robusta do CVM escolhida
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Fonte: o autor.

De acordo com a Figura 7.7, tem-se a ilustracdo das Curvas de Pareto dos métodos
NSGA e CVM foi entdo, escolhida uma solugdo, com o intuito de se obter sempre o melhor
compromisso entre as fungdes objetivo.

Uma vez escolhido a solucdo 6tima, sdo apresentados os envelopes de solugdo para
10% de incertezas para comparar a dispersdo nas solugdes iniciais com as respostas Otimas

robustas obtidas pelos métodos NSGA e CVM, sendo estas ilustradas na Figura 7.8:
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Figura 7. 8 — Envelope de solugdo (a) valor inicial versus resposta deterministica, (b) 6timo robusto NSGA versus resposta
deterministica e (c) 6timo robusto CVM versus resposta deterministica
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Fonte: o autor.

Na Figura 7.8 (a) foi considerado os valores iniciais das varidveis de projeto, compara-
se 0 envelope de solucdo obtido com a resposta deterministica, na Figura 7.8 (b) considera-se
o valor étimo robusto obtido pelo método NSGA versus a resposta deterministica e, na Figura
7.8 (c) o envelope pelo método CVM. Conclui-se que neste caso, houve uma sensibilidade a
incertezas. Para tal concluséo, tem-se os valores das variaveis de projeto iniciais e os valores

otimos robustos, bem como os valores do desvio-padrdo, Tabela 7.9:

Tabela 7. 9 — Valores iniciais e Otimo robusto

Variavel Valores iniciais  NSGA CVM
d, 0.03935 0.0411 0.0409
d, 0.0215 0.0172 0.0150
Desvio-Padréo 7.3971 6.4425 6.2754

Fonte: o autor.

Percebe-se pelo valor do desvio-padrdo, Tabela 7.9, que a solucdo robusta apresentou
uma menor dispersdo, portanto conclui-se que este problema de otimizacdo apresentou

sensibilidade a incertezas.
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Capitulo 8

CONCLUSOES

Neste trabalho, utilizou-se inicialmente o HCL com a finalidade de se estudar as
influéncias das incertezas em um sistema discreto de 2 g.d.l. ndo linear onde considerou-se trés
casos a saber, sistema principal linear e sistema secundario linear, sistema principal linear e
sistema secundario ndo linear e por ultimo, sistema principal ndo linear e sistema secundario ndo
linear. Nos trés casos citados foram considerados alguns parametros de rigidez lineares e/ou ndo
lineares como incertos e, assim, verificar a sensibilidade destes a fatores externos.

Nessas simulagdes, mostrou-se que, nos trés casos, quando as incertezas séo
consideradas em parametros de rigidez lineares obtém-se um afastamento significativo entre as
faixas de valores, ou seja, quando o sistema possui somente caracteristicas lineares, hd uma
maior sensibilidade a fatores externos (incertezas) enquanto que, quando se considera 0s
parametros de rigidez como sendo ndo lineares que ha um menor distanciamento entre faixas
de valores, gerando um resultado muito préximo dos valores originais do sistema, mesmo
considerando um valor de incertezas relativamente alto (30%), o que mostra uma maior
robustez do sistema ndo linear, em comparagdo com linear.

Para o sistema continuo do considerou-se tanto a resposta no dominio da frequéncia
quanto no dominio do tempo. Foi acoplada uma mola a viga de Euler-Bernoulli, sendo que, esta
mola foi considerada tanto com caracteristicas lineares quanto ndo lineares. Para estes casos,
foram considerados a largura e a espessura como parametros incertos via método HCL e também
utilizando KL.

No caso em que se estudou a FRF considerando o efeito de 3%, 9% e 20% de incertezas
para a largura e, 1% e 3% para a espessura gerando as amostras pelo método HCL, conclui-se
pelos envelopes de solugdo obtidos tanto pelo MEFE quanto pelo EF que utilizou em conjunto
a expansdo de KL, que a espessura apresentou uma maior sensibilidade a consideracdo de
incertezas em comparagdo com a largura. Ainda neste caso foi realizado o célculo das
frequéncias naturais, sendo que os valores mostraram ser proximos em ambos 0S €asos, isto &,
pela resposta deterministica, pela resposta obtida pelo MEFE e por EF.

Considerando a resposta no dominio do tempo da viga de Euler-Bernoulli foram geradas

1000 amostras pelo método HCL com 3% e 5% de incertezas para a largura e para a espessura.
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Verificou-se que considerando a viga com mola linear, a largura da mesma foi mais sensivel a
consideracdo de incertezas, ou seja, a solugéo obtida quando se tem parametros incertos na
espessura mostrou-se menos sugeita a grandes modificacdes, ja para a viga com acoplamento
de uma mola com caracteristica ndo linear observou-se que a espessura foi bastante sensivel a
consideracdo da incertezas.

Para estudar o comportamento do rotor foi obtida a FRF, neste caso, ressalta-se a
utilizacdo do método de reducédo chamado de IIRS.

Em um primeiro estudo foi considerado o efeito de incertezas (30%), nos valores da
rigidez dos mancais entdo, foi obtido os envelopes para a resposta com o modelo completo e
para 0 modelo reduzido, nestes foram obtidas curvas simulares.

Em um préximo estudo, foi obtido os envelopes de solucao para 10% de incertezas pelo
método HCL com a geracdo de 1500 amostras, neste caso, o efeito de incertezas foi considerado
nos didmetros dos seguintes elementos de viga: segundo elemento de viga, terceiro, terceiro e
nono e, sétimo e décimo terceiro, respectivamente. Conclui-se que nos casos considerados 0s
envelopes de solucdo apresentaram uma significativa distancia entre as faixas de valores,
principalmente nos casos que se considerou dois parametros como aleatorios, a saber, terceiro
e nono e, sétimo e décimo terceiro elemento de viga pois, observa-se nestes uma maior
sensibilidade a consideracdo de incertezas devido ao fato de, terem apresentado uma grande
disperséo.

Aborda-se a constru¢do do projeto robusto multiobjetivo para o rotor em questédo,
buscou-se neste projeto a minimizacdo da amplitude de vibracdo e, simultaneamente a
minimizacao da vulnerabilidade sendo gerado as amostras pelo método HCL, que sdo utilizadas
no célculo da funcdo vulnerabilidade. Nos problemas, foi considerado como variavel de projeto
em inicio, o didmetro do segundo elemento de viga (d2), ja em um segundo problema de
otimizacgdo tem-se o terceiro e nono elemento de viga (dz e dg) €, em um Ultimo problema, tem-
se 0 diametro do sétimo e décimo terceiro elemento de viga (d- e di3). Assim, para resolver 0s
problemas de otimizag&o citados anteriormente, foi utilizado o método NSGA. Conclui-se com
essas simulagdes, que o Ultimo problema de otimizacdo considerado (d7 e diz) foi menos
sensivel a incertezas, uma vez que, apresentou maior robustez.

Por fim, utilizou-se 0 método NSGA e o método Coldnia de Vagalume Multiobjetivo
Robusto (CVM), para o problema de otimizagdo onde considerou as variaveis de projeto (ds e

do) , neste também foi apresentado uma grande sensibilidade a consideracao de incertezas.
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