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Equacoes Diferenciais Parciais

@ As equacotes diferenciais parciais sao categorizadas para melhor
estudo e desenvolvimento de técnicas de resolugéao;

@ Estuda-se as equacdes conhecidas como elipticas, parabdlicas e

hiperbolicas;
@ As equacdes elipticas a serem estudadas sao as do tipo equacéo
de Poisson:
d%u d%u
@(XJ)JraTlg(X,}’):f(X’y) (1)

@ Na equacéo de Poisson, a fungéo f descreve a entrada do
problema sobre uma regiao plana R com contorno em S;

@ A equacdao de Poisson possui aplicagdes, por exemplo, no estudo
de distribuicao de calor em regides planas, efeitos da energia
potencial devido a acao da gravidade e fluidos incompressiveis;

@ Ao impor que f(x,y) = 0 na eq. (1), tem-se a chamada equagéo
de Laplace;
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Equacoes Diferenciais Parciais

@ A equacao parabdlica a ser estudada tem a forma:

ou Xl B
E(X,t)—a W(X,t)—o (2)

@ A eq. (2) representa o fluxo de calor que passa em uma barra de
comprimento / considerando uma temperatura uniforme;

L T

0 I X

@ A equacdao parabdlica tem aplicagao direta no estudo de difusao
de gases, sendo conhecida como equacgéo de difuséo;
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Equacoes Diferenciais Parciais

@ A equacdo hiperbdlica a ser estudada tem a forma:

502U d%u

- or

@ A eq. (3) representa a equagado da onda em uma dimenséo,
considerando que uma corda de comprimento / € esticada entre
dois suportes horizontais;

(x,t)=0,para0<x<lel0<t (3)

u(x, t)

‘ 1 x, fixed time ¢

@ A eq. (3) representa a vibragdo da corda em um plano vertical,
em que u(x, t) descreve o deslocamento no ponto x e tempo t;

@ A equacao hiperbdlica tem aplicagao direta no estudo de vibragéo
de vigas e na transmisséo de eletricidade ao longo de uma linha;
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Equacoes Elipticas

@ A equacdo diferencial parcial eliptica a ser estudada consiste na
equacao de Poisson da forma:
d%u d%u
2 -~ —
Vaulx,y) = 55 (% y) + ay2 (x,¥) = f(x,y), (4)

com R={(x,y)la<x<b,c<y<d},comu(x,y)=g(x,y)
para (x,y) € S;

@ O conjunto S denota o contorno da regiao retangular R;

@ Se f e g sdo continuas em seus dominios, entdo a eq. (4) possui
solugao unica;

@ A resolucao da equacao de Poisson é feita usando uma

adaptacao do método de diferencas finitas para o caso de duas
dimensdes;
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Equacoes Elipticas

@ O primeiro passo € escolher inteiros n e m para definir o tamanho
dos passos h = 2=2 e k = ¢-¢;

@ Particiona-se o intervalo [a, b] em n partes iguais e o intervalo
[c, d] em m partes iguais;

@ Na regido retangular R, associa-se a cada ponto da malha as
coordenadas (x;, y;), com x; = a+ih,parai=0,1,...,n, e
yj=c+jk,comj=0,1,...,m,

@ Nos pontos internos da malha, isto é, parai=1,2,...,.n—1e
j=1,2,...,m—1, aplica-se a formula de Taylor para x e, em
seguida, para y, a fim de obter as férmulas de diferenga-centrada;

Y
dt
=d+
e e[ o [ o] o i1 X
2 =
» -1 X
T
PR c T
Yo=c+
t O—0—0 |
bttt } - ! b x
Xo=azx x, X X b=x, x a *i-1 ¥i T
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Equacoes Elipticas

@ Com as férmulas de diferenca-centrada, chega-se no método de
Diferengas Finitas:

h\? h\2 )
2[(;) + l]wij = (Wiy1j + wi-1) — (E) (Wijs1 + wij—1) = =h" f(xi, ),

para [=1,2,....,n—1 e j=12,....m—1, e

woj = g0, y;) e Wy =gnY), paa j=0,1,...,m

wit):g(xi;)’ﬂ) e Wim zg(xi;)’m); para = 1!29-"!"'_ 1;

@ Sendo que w; aproxima u(x;, y;), com erro de truncamento local
de ordem O(h? + k?);

@ A aproximag&o dos pontos no interior da malha usam as
condicoes de contorno sempre que necessario, assim resultando
em um sistema linear de ordem (n—1)(m—1) x (n—1)(m—1);

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 9 7127



Equacoes Elipticas

@ Uma forma mais conveniente de escrever as equagdes do
sistema linear € considerar P, = (x;, ¥;) € w; = wj;, em que
I=i+(m—-1—j)(n—1),parai=1,2,....n—1e

j=12,....m—1;

@ Com isso, 0 pontos da malha sao rotulados da esquerda para a

direita e de cima para baixo;
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Exemplo

@ Exemplo. Determine a distribuicao de calor em uma placa fina
quadrada de metal com dimensdes 0,5 x 0,5m? usando
n = m = 4. Duas condi¢des de contorno sdo impostas em zero
graus, enquanto o calor nos outros contornos cresce linearmente
de zero graus em um canto até 200 graus para o outro canto.

@ Resposta. Dada as condi¢cbes de contorno com valor zero ao
longo dos eixos x e y, 0 problema é expresso por:

2 2
S )+ ) =0, ©
para R = {(x,y)|0 < x < 0,5,0 <y <0,5};
@ As condigdes de contorno sdo: u(0,y) =0, u(x,0) =0,
u(x;0,5) = 200x e u(0,5; y) = 200y.
@ A equacao de diferengas, parai=1,2,3,j=1,2,3e h=k =1,
é definida como:

AW j — Wit1j — Wim1j — Wij—1 — Wjjs1 = 0. (6)
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Exemplo

Figura: Malha para o exemplo considerando n = m = 4.
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Exemplo

@ Escrevendo os termos em fung¢édo de w; = u(P;), tem-se as
equagdes nos pontos P;:

Py dwy — wy — wy = wp3 + wig,
Py: 4wy — w3 — Wy — W5 = Wag,

Ps: 4wy — wy — Wg = Wa3 + Wi,
Py 4wy — ws — wy — w7 = wop,

Pj: 4w5—w6—w4—w2—wg=0,

Ps : dwe — ws — W3 — Wy = Wa2,

Py 4wy — wg — wg = wo, + Wi,
Pg : 4UJ3 = Wy — W7 — W5 = wap,

P : 4wy — wg — We = Wapg + W41,

Wi = Wag = W3 = W, = W = wo3 =0,

W4 = Wy = 25, Wa4 = Wy4p = 50, and W34 = Wy3 = 75.
Figura: Valores resultantes ao aplicar as condigdes de contorno.
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Exemplo

@ O sistema linear pode, entéo, ser escrito na forma matricial como:

4 -1 0 -1 0
-1 4 -1 0 -1
0 -1 4 0 0
-1 0 0 4 -1
0 -1 0 -1
0 0 -1 0 -1
0 0 0 -1
0 0 0 0 -1
0 0 0 0 o0

SO O—~,OCOCCO

A= O O OCC OO

wi
w3
w3
Wy
Wws
We
w7
Wy
Wy

25
50
150
0

0
50
0

0
25

@ A solugéo obtida pelo método de Gauss-Seidel é: wy = 18,75,
wo = 37,50, ws = 56,25, wy = 12,50, ws = 25,00, wg = 37,50,

wy =6,25, wg = 12,50 e wg = 18,75;
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Diferencas Finitas para a Equacao de Poisson

INPUT endpoints a, b, ¢, d; integers m > 3, n > 3; tolerance TOL; maximum number of
iterations N.

OUTPUT  approximations w;; to u(x;, y;) for each i=1,.. ,n—1and foreachj = 1,...,
m — 1 or a message that the maximum number of iterations was exceeded.

Step1 Seth=(b—a)/n;
k=(d—c)/m.

Step2 Fori=1,...,n—1setx; =a+ih. (Steps 2 and 3 construct mesh points.)
Step3 Forj=1,...,m—1sety; =c+jk.

Step4 Fori=1,...,n—1
forj=1,...,m—1setw;; =0.
Step 5 Seth = h*/k%;
w=2(1+2);
[=1.
Step 6 While! < N do Steps 7-20.  (Steps 7-20 perform Gauss-Seidel iterations.)
Step 7 Setz = (—h?f(x1,ym-1) + 8@ Ym-1) + Ag(x1,d) + AWim-2 + Wom-1) /s
NORM = |z — wim-1];
Wi m—1 = Z.
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Diferencas Finitas para a Equacao de Poisson
Step8 Fori=2,...,n—2

setz = (= f(xi, ymo1) + Ag(xi, d) + Wi 1 mo1

FWip it + AWim-2) /13
if |Wjm—1 — 2| > NORM then set NORM = |w;,—1 — z|;
set wim—1 = 2.

Step 9 Setz=(—h’f(n1,¥m-1) + 8B, Ym-1) + Ag(xn_1,d)
+Wp-2m-1 + Awn—l,m—Z) /1t
if |wp—1m-1 — z| > NORM then set NORM = |wy_ -1 — z|;
set Wy—1m—1 = Z.

Step 10 Forj=m-—2,...,2 do Steps 11, 12, and 13.

Step 11 Setz = (—h*f(x1,y) +g(a,y;) + Ay + Awyjoy + way) /it;
if w1 — z| > NORM then set NORM = |wy; — zl;
set wyj = Zz.

Step 12 Fori=2,...,n—2
setz = (—h? £ (x, y)) + Wic1y + AWyt + Wisry + Awigo1) /s

if |wij — z| > NORM then set NORM = |w;; — z|;
set wi; = z.

Step 13 Setz = (—h f(xu-1, %) + 8(b,Y;) + Wp_ay
FAWn— 11+ AWaorjo1) /1
if [wy—15 — z| > NORM then set NORM = |wn_1, — z;
set w,_1; = 2.
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Diferencas Finitas para a Equacao de Poisson

Step 14

Step 15

Step 16

Step 17

Setz = (= f(x1,y1) + g(a,y1) + Ag(x1, €) + Awy o +way) /s
if |w1,1 — z| > NORM then set NORM = w1 — z;
set wy,) = z.
Fori=2,...,n—2
setz = (—h2f (i 31) + Ag(xi,€) + wyop g + Awiz + wiiry) /uts
if |w;1 — z| > NORM then set NORM = |w;; — z|;
set w;; = z.
Set 2= (—h* f(xn-1,51) + (b, ¥1) + Ag(xn-1,¢) + W21 + Awn_12) /1t
if |(wp—1,1 — 2| > NORM then set NORM = |w,_1,1 — z|;
set wy-1,1 = 2.

If NORM < TOL then do Steps 18 and 19.

Step 18 Fori=1,...,n—1

forj=1,...,m—10UTPUT (xiy;, ws;).

Step 19 STOP. (The procedure was successful.)

Step 20

Setl=1+1.

Step 21 OUTPUT (‘Maximum number of iterations exceeded’);
(The procedure was unsuccessful.)

STOP.
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Equacoes Parabdlicas

@ A equacao diferencial parcial parabdlica a ser estudada consiste
na equacao de calor, ou difuséo, da forma:

ou 282
E(Xa t) Ix 9v2
com as condigées u(0,t) = u(/,t) =0, t > 0 e u(x,0) = f(x) para
0<x<I[;
@ A resolucao da equacgao parabdlica é feita usando diferencas
finitas como anteriormente;

(x,1),0<x <, t>0, (7)

e

@ Considera-se um inteiro m > 0 e o tamanho do passo h = %

outro passo de tamanho k;

@ Os pontos da malha (x;, t;) s&o da forma x; = ih, para
i=0,1,....met=jk paraj=0,1,...;

@ Considera-se um método de diferenca implicita que é
incondicionalmente estavel;
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Equacées Parabdlicas

@ Usando o quociente diferenga inverso, tem-se:

ou u(xi, t) — u(xi, t_1) ko2u
E(Xia t) = — P oS 5o (Xi, 1) 15 € (Li-1, ). (8)

Figura: Para aproximar (x;, f;) usam-se os pontos (X;, ti_1), (Xi—1, 1) e
(Xit1, b)-
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Equacoes Parabdlicas

@ Ao fazer A = azﬁ, pode-se escrever a eq. (8) como:
(1 +20)Wj — AWjyqj — AW_1j = W1, (9)
parai=1,2,...,m—1ej=1,2, ..., com erro de truncamento

local da ordem O(k + h?);
@ As condi¢bes de contorno impoe que w; o = f(X;), para
I=12,...m—-1,eWny;=wy;=0,paraj=1,2,..;

[ (14+24) —=A, Ouoeeeevnnnn 0
;‘u . wl‘; '!.U]”,_]
o . ; wa Wa -1
0 0 S
: 2 w | . |
i [ P Y0 A (1420 | m—1yj m—1,-1

Figura: Na forma matricial, tem-se o sistema linear Awl) = wU-1),
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Diferenca Inversa para Equacao de Calor

INPUT endpoint /; maximum time T'; constant «; integers m > 3, N > 1.
OUTPUT  approximations w ; to u(x;,#) foreachi=1,...,m—landj=1,...,N.

Step 1 Seth=1/m;
k=T/N;
)= a’k/h.
Step2 Fori=1,...,m— lsetw; = f(ih). (Initial values.)
(Steps 3—11 solve a tridiagonal linear system using Algorithm 6.7.)

Step 3 Setl, =1+ 2
Uy = —;\.}{El.

Step4 Fori=2,....m—2setl=1+2A+ Aui_;
ui = =/l
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Diferenca Inversa para Equacao de Calor

S!‘Gp 5 Set Im—l =1+42A + Alpy_3.
Step 6 Forj=1,...,N do Steps 7-11.

Step 7 Sett = jk; (Current t;.)
I = w1/1|.

Step8 Fori=2,...,m—1setz; = (w; + Azi_1)/l;.
Step 9 Set wy—_1 = Zn—1-
Step 10 Fori=m—2,...,1set w; = z; — uiwis1.

Step 11 OUTPUT (1); (Note:t =1t.)
Fori=1,...,m—1setx = ih;
OUTPUT (x, w;). (Note: w; = w;;.)

Step 12 STOP. (The procedure is complete.) [
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Exemplo

@ Exemplo. Aplique o método de Diferenga Inversacom h=10,1 e

k = 0,01 para aproximar a solucdo da equacéao de calor:

ou
ot

(x, 1)

_ %
ox?

(x, 1), 0<x<1,0<t,

(10)

com as condigbes u(0,t) = u(1,t) =0, t > 0, u(x,0) = sin(mx)

para0 < x < 1.

@ Resposta. A tabela abaixo tem o resultado com i =0,1,...,10:
X u(x;, 0.5)
0.0 0
0.1 0.00222241
0.2 0.00422728
0.3 0.00581836
0.4 0.00683989
0.5 0.00719188
0.6 0.00683989
0.7 0.00581836
0.8 0.00422728
0.9 0.00222241
1.0 0
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Equacoes Hiperbodlicas

@ A equacdo diferencial parcial hiperbdlica a ser estudada consiste
na equacao da onda, em que « € uma constante:
d%u d%u

W(x,t)—azﬁ(x,t):0,0<x</, t>0, (11)

com as condigdes u(0,t) = u(/,t) =0 parat > 0;e, u(x,0) = f(x)
e %(x,0)=g(x)para0 < x < [;

@ A resolucao da equacao hiperbdlica é feita usando diferengas
finitas como anteriormente;

e

@ Considera-se um inteiro m > 0 e o tamanho do passo h = %

outro passo de tamanho k > 0;

@ Os pontos da malha (x;, t;) s&o da forma x; = ih, para
i=0,1,....met=jk,paraj=0,1,...;

@ As derivadas parciais de segunda ordem sdo aproximadas por um
quociente diferenca centrado;
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Equacoées Hiperbdlicas
@ Assim, chega-se em:

Wiji1 — 2W,‘7j + Wij—1 o Wi — 2W,'7j +Wi—q; 0 (12)
K2 “ 2 -
@ Ao definir A = 2K e resolvendo para w; 1, obtém-se:

Wiji1 = 201 = N2)Wij + A2 (Wipr,j + Wit ) — Wij1,

(13)
parai=1,2,.... m—1ej=1,2..;
@ As condigbes de contorno sao: wy ; = Wp; = 0, para
j=1,23,..;e,wo=f(x)parai=1,2,....m—1;
-2(1 _)LZ) l2 0,. .......... Q T
Wi A 21=A) a2 e wiy Wi
wz:;'+1 _ 0 0 w.2a B wZ:j—l
: .... '-..- "._ 2
Wi—1,j+1 J‘ Win—1,j Wi—1,—1
i Devervnernrnneeaiin 07022 2(1.._‘7‘2}_
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Equacoes Hiperbodlicas
@ Para aproximar no tempo (j + 1) é preciso valores do tempo j e
(j — 1) como mostra a figura abaixo;
@ Ao aproximar no tempo j = 2, os valores para j = 0 sdo dados
pelas condicbes de contorno, ao passo que os valores para j = 1
sdo obtidos, parai=1,2,...,m—1, de:

A2 A2
w1 = (1= N)f(x) + ?f(XiH) + ff(Xm) +kg(x;), (14)
t
L X :
Ij X X X o
4y X o]
A i f

Xi-1 Xy
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Diferencas Finitas para a Equacao da Onda

INPUT endpoint /; maximum time T'; constant «; integers m = 2, N > 2.

OUTPUT approximations w;; to u(x;, ;) foreachi=0,...,mandj =0,...,N.

Step 1 Seth=1I/m;

k=T/N;
A = ka/h.
Step2 Forj=1,...,N setwy; =0;

Wi =0;

Sl‘ep 3 Set Wy = f('U).
wm,[) = f('!}*
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Diferencas Finitas para a Equacao da Onda

Step4 Fori=1,...,m—1 (Initialize fort = 0andt =k.)
set w; g = [f(ih);

A
wiy = (1= %) f(ih) + o LA+ D) + (@ = DR)] + kg(ih).

Stepb5 Forj=1,...,N—1 (Perform matrix multiplication.)
fori=1,....,m—1
set wijey = 2(1 — A)wy; + A2 (Wigry + wimry) — Wiy
Step6 Forj=0,...,N
setr = jk;
fori=0,...,m
set x = ih;
OUTPUT (x, ¢, w;;).

Step 7 STOP. (The procedure is complete.)
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Exemplo

@ Exemplo. Aplique o método de Diferengas Finitas com h=0,1e
k = 0,05 para aproximar a solugdo da equacao da onda:

o%u d%u
W(X, t)— 4@
com as condi¢des de contorno u(0,t) = u(1,t)=0,t >0, e as
condigdes iniciais u(x,0) = sin(rx) e %(x, 0)=0para0 < x <1.
@ Resposta. Comh=0,1ek=0,05tem-se\=1,m=10¢
N=20.Usa-seT=1ei=0,1,...,10, obtendo:

X Wiz0

(x,1)=0,0<x<1,0<t, (15)

0.0 0.0000000000
0.1 0.3090169944
02 0.5877852523
03 0.8090169944
0.4 0.9510565163
05 1.0000000000
0.6 0.9510565163
0.7 0.8090169944
08 0.5877852523
0.9 0.3090169944
1.0 0.0000000000
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