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Norma de Vetores e Matrizes

@ Seja R" o conjunto de todos os vetores colunas n-dimensionais
formado de componentes reais.

@ A definicao de distancia no R"” usa a nogao de norma, que é uma
generalizagao de valor absoluto nos reais R.

@ Definicao. A norma de um vetorno R” € uma fungao, || - ||, que
leva do R" para R com as seguintes propriedades:

(i) ||x]| > 0 para todo x € R";

(ii) || x|| = O se e somente se x for o vetor nulo;

(iii) ||ax|| = ||| x|| paratodo « € R e x € R”;

(iv) [x + yIl < [Ix|| + |ly|| para todo X, y € R".

@ Vetores no R" s&o vetores colunas representados por

vV vyy

v

X4
X2
X =
Xn
podendo ser escritos como x = (Xy, Xa, . . ., Xp)~.
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Norma de Vetores e Matrizes

@ Definicdo. As normas k e /., do vetor x = (x4, X2, ..., X)! sdo
definidas, respectivamente, por:

Ixlle =

@ A norma kb é chamada de norma Euclidiana do vetor x, pois ela
representa a notagao usual de distancia com relagcao a origem do
sistema de coordenadas. A figura abaixo ilustra a b.

x x .
2 * The vectors in the

The vectors in [R? first octant of R?
with [, norm less with [ norm less
than 1 are inside 0.1 than 1 are inside

this figure. 0,0,1) this figure.

X (
x, x2
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Norma de Vetores e Matrizes
@ A figura abaixo representa a norma I, no plano e no espago.

X2 4 X3
(—1,1) ©,1) (1, n 0,0,1)
1,0, 1)«
( ) e (0,1,1)
-
(—L0) (1,0)
Xy
( I 0) *2
(-1,-1) 0,-1) (1,-1) T
The vectors in R? with The vectors in the first
[.. norm less than 1 are octant of R with /, norm
inside this figure. less than 1 are inside
this figure.
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Exemplo

@ Exemplo. Determine a norma k e I, do vetor x = (—1,1, -2).
@ Resposta. O vetor estd no R3, de forma que as normas sao:

Ixll2 = V(=12 + (1)? + (-2)2 = V6

IXlloe = max{] —1,[1],| = 2]} = 2.

@ Teorema. A desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz diz
que para cada x = (x1,X,..., %) ey = (y1,¥2,...,¥n)  em R",
tem-se:

n i /2 ¢ g 1/2
X'y = E.r,—y,- < fo] IE)’,Z =[xz - l¥ll2-
i=l i=1 i=1
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Distancia entre Vetores

@ Definicdo. Se x = (xq,X2,...,Xp) ey = (V1, Y2, ..., ¥n)! s80
vetores no R”, entdo as distancias k e I, sao definidas por:

n
[x —yll2 = J {Z(Xi —,Vi)2} e X Ylw= 1n£fagxn|xi —yil. ()

i=1

@ Exemplo. A solugdo exata do sistema linear abaixo é
x =(1,1,1), enquanto a solugéo aproximada pelo método de
Eliminacdo de Gauss é X = (1,2001;0,99991; 0,92538).
Determine as distancias k € /.

3.3330x; + 15920x; — 10.333x; = 15913,
2.2220x; + 16.710x; + 9.6120x; = 28.544,
1.5611x; + 5.1791x; + 1.6852x; = 8.4254
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Exemplo
@ Resposta. As distancias sao:

[x — X[« = max({|1 — 1.2001], |1 — 0.99991],|1 — 0.92538|}
= max{0.2001, 0.00009, 0.07462} = 0.2001

Ix — &l = [(1 — 1.2001)2 + (1 — 0.99991)* + (1 — 0.92538)2]'
= [(0.2001) + (0.00009)> + (0.07462)%]"/> = 0.21356.

@ Observe que a primeira componente de X domina em ambas as
distancias, pois ela diverge bem do valor exato.

@ Definicdo. A sequéncia de vetores {x(¥)} no R” converge para
x € R" com respeito a norma || - ||, se dado qualquer € > 0, existe
um inteiro N(e) tal que:

|x®) — x|| <e, paratodo k > N(e). (3)
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Convergéncia

@ Teorema. A sequéncia de vetores {x(¥)} converge para x € R”
com respeito a norma /I, se e somente se limy_, x,.(k) = X;, para
cadai=1,2,...,n

@ Exemplo. Mostre que a sequéncia abaixo converge para
x = (1,2,0,0)! com respeito a norma /.,

k 1 3 !
k k k :

x( ) (I( ) },x; ),I{ ))l' (1 24+ - , 2,&‘ blllk) .
o Resposta. Observe que:

lim1=1, lmQ@+1/k) =2 1lm3/k’=0 and lim e *sink =0,

k—o0 k—oc k—»oc k—oc

@ Pelo Teorema anterior, segue que a sequéncia {x(¥)} converge
para x = (1,2,0,0).
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Convergéncia

@ Teorema. Para cada x € R”, tem-se que ||X||oc < ||X|l2 < vN||X]|o0
@ Exemplo. Mostre que a sequéncia abaixo converge para
x = (1,2,0,0)! com respeito a norma k.

1
® _ ® 0 6 Oy _ 13 .
XV = (0", x5 xy X ) = (1,2+k,k2,e sink | .

@ Resposta. Dado qualquer ¢ > 0, entdo existe um inteiro N(5)
com a propriedade que:
1X*) — x]loo < §.

@ Essa propriedade vale para qualquer k > N(5).

@ Pelo Teorema anterior, tem-se que:

me —x|2 < ~/Z||)£U(:| —X[lo £2(/2) =&,

quando k > N(5). Ent&o, a sequéncia também converge para x

com relagdo a norma b.
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Norma de Matriz e Distancias

@ Definicao. A norma de uma matriz sobre o conjunto de todas as
matrizes n x n é uma fungéo real, | - ||, definida sobre este
conjunto, satisfazendo para todas as matrizes A e B de ordem
n x n e todos 0s numeros reais «a:

(i) [|All = 0;

(ii) || Al = 0 se e somente se A for a matriz nula;

(iii) || Al = [ I All;

(iv) |1A+ B < [|A]l + [|B];

(v) [AB]| < [|A[lIBII;

@ A distancia entre as matrizes A e B de ordem n x n com relacao a
norma de uma matriz € |A — B||.

@ Teorema. Se || - || € a norma de um vetor no R”, entdo a norma
de uma matriz é:

vV vy vy VvYy

Il = max [|Ax||. (4)
=1
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Norma de Matriz e Distancias

@ A norma de uma matriz definida com base na norma de um vetor
é chamada de norma natural.

@ Para qualquer vetor z ndo nulo, o vetor x = ﬁ € um vetor
unitario.
@ Corolario. Para qualquer vetor z ndo nulo, qualquer matriz A e
qualquer norma natural || - ||, tem-se que:
Az < [|Allllz]- ()

@ Segue que a norma /,, de uma matriz tem a forma
[Alloo = MaX| =1 [|AX|co-

@ Anorma k de uma matriz tem a forma [|All2 = maxy,=1 [|Ax||2.
@ Teorema. A norma /5, de uma matriz A de ordem n x n é:

n
Alloc = max ajil. 6
1Al 1<,-<an1' i (6)
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Exemplo
@ Exemplo. Determine a norma /. para a matriz:

1 2 —1
A=|0 3 -1
5 -1 1

@ Resposta. Para cada linha i da matriz, faz-se:

3 3
layl =11+ 121+ —1=4, Y layl=1[0[+[3|+|—1=4,
j=1 j=1

3
> layl =151+ -1 +[1] ="
i=1

@ Pelo Teorema anterior, o resultado é

Alloo = max{4,4,7} =7.
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Produto Interno

@ O produto interno entre dois vetores n-dimensionais x e y é
denotado por (x,y) = x'y.

@ Teorema. Para quaisquer vetores x, y e z e qualquer numero real

a, tem-se que:
> (i) (x,y) = (¥, x);
i) (ax,y) = (x.ay) = a{x,y);
> (iil) (x + 2,y) = (X, ¥) + (2, ¥);
> (iv) (x,x) > 0;
» (iv) (x,x) = 0 se e somente se x for o vetor nulo.
@ Nos casos em que uma matriz A é positiva definida, entao
(x, Ax) = x!Ax > 0, a menos que x = 0.

@ Segue também que (x, Ay) = (Ax)ly = x!Aly = x'Ay = (Ax, y).
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Autovalores e Autovetores

@ Definicao. Se A é uma matriz quadrada, entao o polinémio
caracteristico de A é definido por

p(A) = det(A— ). (7)

@ Se p € um polinémio de grau maximo n, entao, existem no
maximo n raizes para tal polinémio.

@ Definicao. Se p € o polindbmio caracteristico de uma matriz A, as
raizes de p sdo os aufovalores ou valores caracteristicos da
matriz A. Se A é um autovalor de A e x € um vetor ndo nulo
satisfazendo (A — Al)x = 0, entdo x é um autovetor ou vetor
caracteristico de A correspondente ao autovalor \.

@ Os autovalores de uma matriz sao obtidos resolvendo
det(A— \)=0.

@ Conhecendo um autovalor A de A, o correspondente autovetor x
nao nulo € obtido resolvendo o sistema (A — A/)x = 0.
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Autovalores e Autovetores

@ Se x é um autovetor associado a um autovalor real A\, entao
Ax = \x, isto é, a matriz A leva o vetor x em um escalar que é
multiplo de si préprio.

(a) A>1 (b) 1>A>0 (c) A< -1 (d —1<A<0
Ax
X
/ A/ ) )
Ax
Ax
Ax = Ax

Figura: Valores que )\ podem assumir e efeitos em Ax.
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Exemplo

@ Exemplo. Determine os autovalores e autovetores da matriz:

2 0 0
A=1[1 1 2
1 -1 4

@ Resposta. O polindbmio caracteristico de A é:

0 0
) 2
-1 4-2

= =AW =2 +16A0 —12) = —(A = 3)(% — 2)%,

.

2 —
p(A) = det(A — AI) = det [

@ Assim, os autovalores sdo A\ =3 e \» = 2.
@ Para obter o autovetor associado a A1 = 3, resolve-se
(A-3N)x=0.
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Exemplo
@ Ou seja:

@ Oresultado é x; = 0 e xo = x3. Assim, qualquer valor real ndo
nulo para x3 produz um autovetor para o autovalor A\ = 3.

@ Para obter o autovetor associado a A\» = 2, resolve-se
(A—2)x = 0. Ou seja:

BEEERTE

@ Assim, o autovetor tem que satisfazer a equagéo:
X1 — Xo + 2x3 = 0. Por exemplo, para x; = 0, tem-se xo = 2x3.
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Raio Espectral

@ Definicao. O raio espectral p(A) de uma matriz A é definido por:
p(A) = max |A|, em que A representa os autovalores de A.

@ Para numeros complexos, tem-se A = a + fi, tal que
A =+va? + p2.

@ Teorema. Se A é uma matriz de ordem n x n, entao:

> () [|All2 = /p(AtA);

> (ii) p(A) < ||Al|, para qualquer norma natural || - ||.
@ Exemplo. Determine a norma /» da matriz:
0

1
A=11 2
1

1
-1 2

@ Resposta. Para aplicar o Teorema anterior, calcula-se p(A!A).
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Exemplo
@ Assim:

@ Obtém-se agora os autovalores a partir de:

3-A 2 -1
0 =det(A'A — AI) =det | 2 6—A 4
-1 4 5—-X

=— A3+ 1422 — 420 = —A(A2 — 14) + 42),

@ Ouseja, \{ =0, \» =7 — /7 e X3 =7+ 7. Segue:

All2 = /@A) = /max(0,7 — v7,7 + VT} = /7 + +/7 ~ 3.106.
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Matriz Convergente
@ Definicao. Uma matriz A de ordem n x n é convergente se
limy_00(AK)j =0, paracadai=1,2,...,nej=1,2,....n

@ Exemplo. Mostre que a matriz A é convergente:

1
10

A:[? 1]
4 2

@ Resposta. Calculam-se as poténcias de A para se chegar em
termos gerais, isto é:

0 Lo L0

3 8 _| 1
l}} § |:3 l] g l:ll ]]
3 6 8 8 16

Vo
%)
Il
1
PPN

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 7

20/30



Exemplo
@ Segue que a matriz é convergente, pois:

k=00 k—00 2k+1

k
ljm(%) =0 and l'uni={].

@ Teorema. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) A é uma matriz convergente.

(i) imp_||A"|| = 0, para alguma norma natural.

(iii) limp— o ||A"|| = 0, para todas as normas naturais.
(iv) p(A) < 1.

(v) lim,— - A"x = 0, para qualquer vetor x.

vV vy vy VvYyy
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Técnicas lterativas

@ Métodos iterativos sdo usados para resolver sistemas lineares
grandes e esparsos, em especial, em problemas de valor de
contorno e equacoes diferenciais parciais.

@ Uma técnica iterativa para resolver um sistema Ax = b inicia com
uma solucéo aproximada x(®) da solugdo x e gera uma sequéncia
de vetores {x(K)}% ' que convergem para x.

@ O método iterativo de Jacobi é obtido resolvendo a i-ésima
equacao em Ax = b para x; de forma a obter, sabendo que

ajj # 0:

i bi
—Z( ',x',) —, fori=1,2,...,n
: a;;

HLJ

@ Em seguida, para cada k > 1, geram-se as componentes x,(k) do
vetor x(9) a partir das respectivas componentes de x(<—1).
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Método de Jacobi
@ Ou seja:

xP = kS Z":(—a,-jx;*'”) +bi |, fori=12,...,n

@ O método de Jacobi pode ser escrito na forma x(*) = Tx(k=1) 4 ¢,
em que a matriz A pode ser dividida em matrizes diagonais e nao
diagonais.

@ Por exemplo, para o sistema de equagdes Ax = b adiante,
obtém-se as matrizes T e c a partir do isolamento das variaveis x;
para cada linha E;.

Eir: 10x— x4+ 2x3 =6,
E: —x+1lx;—  x3+4 3xy =25,
Es: 21— X34+ 10x3 — x4 =—11,
Ey: 3x; — x3+8xy =15
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Método de Jacobi

@ Ao isolar as variaveis x;, tem-se:

X = ix - 1x +E

1= 10 2 5 3 5-

1 LN I~

7=t e nu*rTIr

X ——1x + —x +L _u

L T 10 10°

3oL 15

= - =X = —.

. g2 T g™ 8

Ve
0 % -4 0 %
L9 L _3 2
r—=| 0 1 11 and o= 11
1 1 g9 1 _u
5 10 10 10
o -3 L o 1
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Método de Jacobi

@ O método finaliza ao satisfazer o critério de parada:
(k) _y(k=1)
el < TOL

(x|
@ Ao considerar a aproximagao inicial x(©) = (0,0, 0, 0) para o
exemplo anterior, obtém-se x(!) fazendo:

A = Lo Lo + 3= 06000,
A0 = 111 20 +% © 131 501_,.%: 22727
£ = ; 4 110 £ " 110 X0 - 1—(1) = —1.1000,
O _ z A0 4 %xgﬂl F—= = 18750
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Método de Jacobi

INPUT  the number of equations and unknowns n; the entries a;;, 1 < i, j < n of the
matrix A; the entries b;, 1 < i < n of b; the entries X0;, 1 < i < nof X0 = x©; tolerance
TOL; maximum number of iterations N.

OUTPUT  the approximate solution xi, . . ., X, or a message that the number of iterations
was exceeded.

Step 1 Setk=1.
Step 2 While (k < N) do Steps 3-6.
Step3 Fori=1,...,n

1
setx; = — [— i=1(ai,X0)) + bi]-
ii i
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Método de Jacobi

Step 4 If ||x — XO|| < TOL then OUTPUT (xy,...,X,);
(The procedure was successful.)
STOP.

Step5 Setk=k+ 1.

Step6 Fori=1,...,nsetX0; = x;.

Step 7 OUTPUT (‘Maximum number of iterations exceeded’);
(The procedure was successful.)
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para o método iterativo de Jacobi.
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Método de Gauss-Seidel
@ Considera-se durante o calculo de x-(k) todos os valores ja

calculados para x1(k), xék), . ,( 3 além dos valores da iteragédo
anterior em x(*~1), Ou seja:

(k) Z(aux(kl) _ z (aux(»‘f 1)) +b;

J=i+l

@ Essa modificagao resulta no método iterativo de Gauss-Siedel.
Aplicando sobre o sistema linear anterior, tem-se:

1 1 3
(k) (k 1 _ (k 1
o= 10 5% ts
1 1 3 25
k) _ (k) o Uc 1 _ (k=1)
T TR T '
1 1 1 11
(k) _ (k) (k) (k=1)
X3 = gxl + Exz + EI“ - m,
3 1 15
)C(H = - Exgk] + gx;k) + ?
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Método de Gauss-Seidel

INPUT the number of equations and unknowns n; the entries a;;, 1 < i,j < n of the
matrix A; the entries b;, 1 < i < n of b; the entries XO;, 1 < i < n of X0 = x©; tolerance
TOL; maximum number of iterations N.

OUTPUT the approximate solution x;, . . ., x, or a message that the number of iterations
was exceeded.

Step 1 Setk=1.
Step 2 While (k < N) do Steps 3-6.
Step3 Fori=1,...,n

1 i-1 n
setx; = — —Za‘jx‘,-— Z ﬂ,‘jXOj‘f'b" "
j=1

a::
" j=it+l
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Método de Gauss-Seidel

Step 4 1If ||x — XO|| < TOL then OUTPUT (xy,...,x,);
(The procedure was successful.)
STOP.

Step5 Setk=k+1.
Step6 Fori=1,...,nsetX0; =x;.

Step 7 OUTPUT (‘Maximum number of iterations exceeded’);
(The procedure was successful.)
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para o método iterativo de Gauss-Siedel.

@ Em geral, o método de Gauss-Siedel é superior ao método de
Jacobi.
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