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Sistemas de Equacoées Lineares
@ Sistemas de equagdes lineares estao associados a muitos
problemas em engenharia e ciéncias.
@ O interesse esta na resolucdo de um sistema na forma:

Ei: ay1xy + aigXo + ...+ aipXn = by,
Es: asiXy + @ooXo + ...+ GopXp = bo,

(1)

En D amXq + anp X2 + ...+ a@nnXpn = bn.

em que a; sao constantes reais que representam os coeficientes,
parai,j=1,2,...,n; b sdo constantes reais que representam os
termos independentes, parai=1,2,...,n; e, Xy, Xo, ..., Xp SA0 AS
variaveis a determinar.

@ A aplicacao de métodos diretos fornece a solugéo exata do
sistema para um numero finito de passos.
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Sistemas de Equacoées Lineares

@ Trés operagdes elementares sdo usadas para simplificar um
sistema linear:

@ Operacgdo 1: equacéo E; pode ser multiplicada por qualquer
constante A ndo nula, isto é, E; «+ \E;;

@ Operagéo 2: equagéo E; pode ser multiplicada por qualquer
constante A ndo nula e somada a equacao E;, isto é,
Ei + Ej + \Ej;

@ Operagéo 3: equacao E; pode ser permutada com a equagéo E;,
isto é, E; + Ej;

@ Aplicando uma sequéncia dessas operagoes, o sistema linear
serd transformado em um novo sistema que sera mais facilmente
resolvido e que possui a mesma solucéo.

@ Exemplo. Aplique operacdes elementares sobre o sistema a
seguir de forma a deixa-lo na forma triangular (ou reduzida).
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Exemplo

Ei :x1+xo+ +3x4 =4,
Es:2x1+X0— X3+ X4 =1,
E3:3x1 — Xo — X3+ 2Xx4 = —3,
Ey: — Xy +2Xx2+3x3 — x4 = 4.

@ Resposta. Eliminar x; em E,, E3 e E4 fazendo E; «+ E, — 2E;,
E3%E3—3E1 eE4<—E4+E1.

Ei:xg+x+ +3x4 =4,

Eg: —Xg—X3—5X4:—7,
E3: —4X2—X3—7X4:—15,
E,: 3x2 + 3X3 + 2x4 = 8.

@ Eliminar x em E3 e E4 fazendo E3 < E3z —4E> e E4 + E4 + 3Es.
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Exemplo

Ei:xi+x0+ +3x4 =4,

Eg: —X2—X3—5X4:—7,
Es: 3x3 + 13x4 = 13,
E4: —13x4 = —18.

@ O sistema agora esta na forma triangular (ou reduzida) e pode ser
resolvido a partir de substituicdo inversa, isto €, de E4 em direcao
a Eq,resultandoem: x4 =1,x3=0,xo =2 e x; = —1.

@ Observe que o sistema anterior pode ser substituido por uma

matriz e, assim, os calculos podem ser realizados diretamente
sobre a matriz.
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Matrizes

@ Definicao. Uma matriz de ordem n x m é uma tabela retangular
com elementos dispostos em n linhas e m colunas, tal que a
posicao do elemento e o seu valor sdo importantes.

ayr a2 ... aim

azy do2 ... dom
A= [a,-j] =

am dap2 ... amm

em que a matriz n x m é representada por letras maiusculas,
como A. Letras minasculas, como aj; s&o usadas para representar
o elemento da linha i e coluna j.

@ Exemplo. A matriz abaixo possui 2 linhas e 3 colunas, isto €,
ordem 2 x 3, com os elementos ay1 =1, a;p =2, a13 = 3,
a1 =3, an =4e ax=>5.

1 2 3
A_[345]
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Matrizes

@ A matriz A= [ai1 @12 - aip] de ordem 1 x n é chamada de vetor

linha de dimens&o n.
@ Amatriznx 1

an,
€ chamada de vetor coluna de dimensé&o n.
@ No caso de vetores, pode-se empregar apenas um subindice, por
exemplo A= [ay a ---an).
@ Uma matriz de ordem n x (n+ 1) pode ser usada para
representar o sistema linear na eq. (1):

a1 ap ain by

a a a
A—[Ab = |B1 %2 2n b,

4y 8p2 ... am . bn
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Matrizes

@ A matriz A = [A, b] é chamada de matriz aumentada do sistema
linear.

@ O procedimento feito sobre o sistema do Exemplo inicial pode ser
repetido sobre a matriz aumentada desse sistema. Esse
procedimento é chamado Eliminagcdo de Gauss com substituicao
inversa.

@ Uma vez que a1 # 0, pode-se efetuar as operacoes:
a.
E,-<—E,-—aiE1 paracadaj=2,3,...,n. (2)
11

a fim de eliminar a variavel x; em cada uma dessas linhas.
@ A partir disso, segue-se o desenvolvimento para as colunas

i=2,3,...,n—1desde que a; # 0:
aji . .
Ej<—Ej—a—”E,-paracadaj:/+1,/+2,...,n. (3)
i
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Matrizes
@ A matriz resultante passa a ter a forma:

a1 a2 ... a;p . a1 pp

A 0 ap ... @p . a4
0 0 cee@m L an g

@ O novo sistema linear é triangular de forma que com substituicao
inversa € possivel encontrar a solugéo:

Xn = e X;
ann aji

n
a @i,nt1 — 2j=jr1 QX .
wlian = S Y parai=n—1,n—2,...,1. (4)

@ O procedimento acima retrata a Eliminagédo de Gauss, tal que o
procedimento falhara se algum dos elementos a;; for zero.
@ Uma corregéo para o problema seria permutar a linha com g; =0

por outra em que o elemento da coluna i é ndo nulo. Se nao
houver tal coluna, entdo o sistema nao possui uma solugao unica.
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Eliminacao de Gauss com Substituicao Inversa

INPUT number of unknowns and equations »; augmented matrix A = [a;;], where 1 <
i<nandl <j<n+1.

OUTPUT solution x;, x3, . . ., X, or message that the linear system has no unique solution.
Step 1 Fori=1,...,n— 1doSteps2-4. (Elimination process.)

Step 2 Let p be the smallest integer with i < p < n and a,; # 0.
If no integer p can be found
then OUTPUT (‘no unique solution exists’);
STOP.

Step 3 If p # i then perform (E,) < (E;).
Step4 Forj=i+1,...,ndo Steps 5 and 6.
Step 5 Setm; = aji/a;.
Step 6 Perform (E; — mE;) — (E));
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Eliminacao de Gauss com Substituicao Inversa

Step 7 If a,, = 0 then OUTPUT (‘no unique solution exists’);
STOP.

Step 8 Setx, = ayni1/an. (Start backward substitution.)

n

Step9 Fori=n-—1,...,1setx; = [a,-',,ﬂ - Z;=f+1aijxj] /a,-,-.

Step 10 OUTPUT (x,,...,x,); (Procedure completed successfully.)
STOP.
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Algebra Linear

@ Definicdo. Sejam as matrizes A de ordem n x m e B de ordem
m x p. A matriz produto de A por B, denotada por AB, é uma
matriz C de ordem n x p cujas entradas sao:

m
cj=> akbyg, paracadai=1,2,....,m j=12,....p. (5
k=1

@ Definicao. Uma matriz U de ordem n x n é triangular superior se,
paracadaj=1,2,...,n, as entradas u; = 0 para cada
i=j+1,j+2,...,n

@ Definicao. Uma matriz L de ordem n x n é triangular inferior se,
paracadaj=1,2,...,n, as entradas /; = 0 para cada
i=1,2,...,j—1.

@ Definicao. Uma matriz A de ordem n x n é inversivel se existe
uma matriz A~' de ordem n x ncom AA~' = A~'A = |. A matriz
A1 é chamada de inversa de A.

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 6 12/28



Algebra Linear

@ Definicao. Suponha que A seja uma matriz quadrada. Entao:
@ (i) Se A= [a] € uma matriz de ordem 1 x 1, entdo det(A) = a.

@ (ii) Se A é uma matriz de ordem n x n,com n > 1, o menor M;; é o
determinante da submatriz de Ade ordem (n—1) x (n—1)
deletando a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

o (iii) O cofator A; associado com Mj; € definido por
Aj = (=)D My,

@ (iv) O determinante da matriz A de ordem n x n, com n > 1, pode
ser dada por:

n n
det(A) = > ajA;j=> (—1)a;M;, para qualqueri=1,2,...,n.
j=1 j=1
(6)
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Fatoracao de Matrizes

@ A fatoracdo é importante para escrever a matriz A= LU, em que
L é triangular inferior e U é triangular superior.

@ Se o sistema Ax = b possui a matriz fatorada na forma A = LU,
torna-se bem mais rapido obter a solucao x.

@ Teorema. Se a Eliminacdo de Gauss pode ser aplicada no
sistema Ax = b sem que haja permuta de linhas, entdo a matriz A
pode ser fatorada no produto de uma matriz L triangular inferior

aj’.,

por um matriz U triangular superior, isto &, A= LU, onde mj; = ¢
ii

sdo coeficientes das matrizes intermediarias A'.
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Exemplo

@ Exemplo. Determine a fatoragdo LU para a matriz A do sistema
linear Ax = b abaixo:

Ei x1+x2+ +3x4=28,
Eo:2X1 +Xo — X3+ X4 =7,

E3: 38Xy — Xo — X3+ 2x4 = 14,
Eqs: — X4 4+2X% +3x3 — x4 = —7.

@ Resposta. Primeiro, aplica-se a Eliminacao de Gauss para obter
o sistema resultante:

Ei:xi+x+ +3x4 =4,

EQZ —X2—X3—5X4:—77
E;s: 3x3 + 13x4 = 13,
E4: —13x4 = —18.
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Exemplo
@ O sistema anterior permite criar a matriz U triangular superior:

1 1 0 3

o -1t -1 -5
U= 0 O 3 13

0 O 0 -13

@ Em seguida, calculam-se os multiplicados mj; para formar a
matriz L, a saber:

1 0 0 0

L= Moy 1 0 0
Tlmy ompz 10
1

My Ma2 Mgz

@ Para obter os elementos m;; de L, observa-se as submatrizes
formadas pela Eliminacado de Gauss a fim de obter U.

@ Os elementos da coluna i = 1 de L s&o obtidos da original A;

@ Os elementos da coluna i = 2 de L sao obtidos da matriz

resultante apds a eliminagéao dos coeficientes da primeira coluna

de A (seriaa A');
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Exemplo

@ Os elementos da coluna i = 3 de L sao obtidos da matriz
resultante apds a eliminagdo da segunda coluna de A (seria a
A?), e assim por diante.

o

'\
I
[ oo —

| —
wo - O O
- O O O

UGN

@ Para obter a resposta do sistema Ax = b, resolve-se Ax = LUx:

1 00071 1 0 37[x 8
_ _ 2 1 00 0 -1 -1 -5 X2 _ 7
AX=LUx=| 3 4 10llo 0o 3 13 ||x |T]| 14
1 =301 |lo o o -13]||x 7
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Exemplo

@ Para tanto, faz-se a substituicdo y = Ux. Entdo, b = L(Ux) = Ly,

ou seja:
1 000 » 8
_ 2 1 0 0 y2 _ 7
y=1 3 4 10|y |~ 14
-1 —3 0 1 Ya -7

@ O sistema resultante Ly = b é resolvido para y fazendo
substituicdo direta:

n=_8
Qi 4+y=7 S0y, =T7-2y =-9;
3y1+4y: +y3 =14, so0 y3 =14 -3y, — 4y, = 26;
¥ = 3y2+ys=-7, 50 ys=—T+y +3y, = -26.
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Exemplo

@ Por fim, resolve-se o sistema Ux = y para obter x, que € a
solugéao original do sistema:

1 1 0 3 x 8
0 -1 -1 -5 x| | -9
0 0 3 13 x» || 26
0 0 0 -13 X ~26

@ A partir de substitui¢cdo inversa, chega-se em: x4 = 2, x3 =0,
Xo=—-1ex; =3.

@ Em seguida sera apresentado um algoritmo que permite fatorar
uma matriz A de ordem n x n no produto de duas matrizes, uma L
triangular inferior e outra U triangular superior, isto €, A= LU,
onde a diagonal de L ou de U consiste apenas de valores iguais a
1 (um).
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Fatoracao LU

INPUT dimension n; the entries a;;, 1 < i,j < n of A; the diagonal [j; = -+ =1,, =1
of L or the diagonal u); = -+ + = up, = 1 of U.

OUTPUT the entries /;;, ] <j < i,1 <i < nof L and the entries, u;;, i < j < n,
l1<i<nofU.

Step 1 Select [y and uy, satisfying [,,u; = ay;.
If ;,u;; = 0 then OUTPUT (‘Factorization impossible’);
STOP.

Step 2 Forj=2,...,nsetu)j = ay/l;1; (First rowof U.)
Ly = @ [uyy.  (First column of L.)
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Fatoracao LU
Step3 Fori=2,...,n—1do Steps 4 and 5.
Step 4 Select [; and u;; satisfying Liui = a;i — Zi_:l] L.

If lu; = 0 then OUTPUT (‘Factorization impossible’);
STOP.

Step5 Forj=i+1,...,n
set u;j = ﬁ [a,-,- - 2;;11 i,-;,u;q-]; (ith row of U.)

I_} = L [ajf - ;.(_=]l Ijkukf]' (“h column OfL.)

Step 6 Select I,,, and uy, satisfying Lyt = Gun — 3 1| bui k-
(Note: If lyyutn, =0, then A = LU but A is singular.)

Step 7 OUTPUT (/;;forj=1,...,iandi=1,...,n);
OUTPUT (u;j forj=1i,...,nand i = 1,...,n);
STOP.

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 6

21/28



Matriz Positiva Definida

@ Nas matrizes positivas definidas, a Eliminacao de Gauss pode ser
aplicada sem ser preciso permutar linhas.

@ Definicao. Uma matriz A € positiva definida se ela é simétrica
(A = Al) e se x!Ax > 0 para cada vetor n-dimensional x # 0.

@ Assim, a operagéo x!Ax resulta em um Gnico valor que deve ser
positivo, isto é:

a dayp2 -+ Qi X
: dyy dyy -+ A X2
XAX = I.x]vxZ) e vxn]
L ayy Gy2 -+ Qpp Xn
- n
Z{F' ayx;
2 i1 @2jX;
= [x1,X2,++ ,Xn] . 2 E a;jXiX;
. i=1 j=
Siiaw ] -
L 2j=1 OnjX;
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Exemplo
@ Exemplo. Mostre que a matriz abaixo é positiva definida.

2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2

@ Resposta. Suponha que x seja um vetor coluna tridimensional
qualquer, entao:

[ 2 -1 0 X1 ]
X'AX = [x,x0,x3] | —1 2 -1 X2

| 0 -1 2 X3 ]

_ 2 — xz -
= [xlvxiv x3] —X] + le - X3

| —x2 + 2x

= Zx% — 2x1x2 + 2.1% — 2xx3 + 2.1:%
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Matriz Positiva Definida

@ Rearranjando os termos, tem-se:
XAX = x7 + (x] — 20100 + x3) + (3 — 20003 + X3) + X3

= xlz + (1 —x)* + (6 — x3)° +x§,

@ Que resulta em X2 + (x; — x2)? + (X2 — X3)? + x2 > 0, a menos
que X4 =Xo =X3=0.

@ Teorema. Se uma matriz A de ordem n x n é positiva definida,

entdo:

(i) Atem uma inversa;

°
@ (ii)a;>0,paracadai=1,2,...,m
@ (iii) maxqi<k j<n|ay| < maxi<i<n|ail;
@ (iv) (ay)? < ajay, paracada i # j.
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Matriz Positiva Definida

@ Teorema. A matriz A € positiva definida se e somente se A pode
ser fatorada na forma LDL!, em que L é triangular inferior com

elementos 1 (um) em sua diagonal e D é uma matriz diagonal
com valores positivos na sua diagonal.

INPUT  the dimension n; entries a;;, for 1 < i,j < nof A.
OUTPUT theentries /;jj,for]1 <j<iand1 <i<nofL,andd;, forl <i<nofD.
Step 1 Fori=1,...,ndo Steps 2-4.

Step2 Forj=1,...,i—1,setv; = l;d,.

Step 3 Setd,=a;— Y, ;.

Stepd Forj=i+1,...,nsetly = (aj— Yo lve)/di.

Step5 OUTPUT (/;;forj=1,...,i—landi=1,...,n);
OUTPUT (d; fori=1,...,n);
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para a fatoragdo LDL!.
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Exemplo

@ Exemplo. Obtenha a fatoragdo LDL! da matriz positiva definida

abaixo:
4 1
A= |—-1 425 275
1 275 35

@ Resposta. A fatoragdo LDL! tem a entrada 1 na diagonal principal
de L:

ap az; asx [ 1 0 0 d[ 0 0 1 fz] [3]
A=| ay ap an [(=| L 1 0 0 4 0 01 I
ay Ay Ay | b1 B 1 0 0 4 00 1

[ d] d1121 dlzJI
=| dily dr+d\B3, dalzy + dyla b3
| dilsy dilaly +dolsy, d B+ o3, + ds
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Exemplo

@ Entao, chega-se em:

a) :4=d = d =4, a : —1=db) =l =-025
as : 1 =dlsy = I3 =0.25, an :425=d, +d1!§| = d; =4
ay : 275 =d\b 3 +dalin = 13, =0.75, a3:35= d]f%l +dzf§z +di = d3 =1,

@ Por fim:

1 0 0 4 00 1 -025 0.25
A=LDL' =| —025 1 0 0 40 0 1 0.75
025 075 1 0 01 0o 0 1
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Resolucao do Sistema

@ O algoritmo da fatoragéo LDL! permite fatorar uma matriz positiva
definida A, porém ele ainda pode ser adaptado para resolver o
sistema Ax = b.

@ Neste caso, tal algoritmo continua calculando inicialmente Ly = b,
em seguida Dz = y e, finalmente, Lix = z.

Step 6 Sety, =b.
Step7 Fori=2,...,nsety; =b; — Z;{ Lijy;.
The linear system Dz = y can then be solved by
Step8 Fori=1,...,nsetz; =y;/d,.
Finally, the upper-triangular system L'x = z is solved with the steps given by
Step 9 Setx, = z,.
Step 10 Fori=n-—1,...,1setx; =z — ZF=:‘+| Liix;.

Step 11 OUTPUT (x; fori = 1,...,n);
STOP.

Figura: Pseudo-cddigo para a fatoragdo LDL! resolver um sistema Ax = b.
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