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Diferenciacao Numérica
@ Grande parte dos métodos para aproximar derivadas e integrais
usam polinémios;
@ A derivada da fungao f em xg é:

f/(xo)zflllno f(X0+h27_f(X0) (1)

@ Um ponto de partida para gerar uma aproximagao para f'(xp) é
calcular, para um pequeno valor de h:

f(xo + h) — f(x0)
- . @)
@ Seja xg € (a,b) e f,f' e f’ continuas em [a, b], tal que x; = xp + h
€ um valor suficientemente pequeno para h# 0 e x; € [a, b].
Assim:

fxg) = "0 ZT0) Py @

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 3 2/32




Diferenciacao Numérica
@ A formula (3) é chamada de formula da diferenga superior quando
h > 0.
@ No caso de h < 0, tem-se a formula da diferenga inferior.

Slope f'(xq)

Slope Sl + ’2 —flxg)

Figura: Férmula da diferencga superior.
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Exemplo

Exemplo. Use a formula da diferenga superior para aproximar
f(x) =In(x) em xo = 1,8 usando h=0,1,h=0,05e h=0,01.

Determine os erros.

Resposta. Aplicando a formula, tem-se:
f(1,8+h)—f(1,8) _ In(1,8+h)—In(1,8)
h = h :

Para determinar o erro, sabendo que f’(x) = ;—2‘ faz-se:
[hf"(€)l _ 1h]

im- 1h] Lh|
T_@paraxo<£<x0+h. Assim: 2 < 2"

Para h=0,1: 07641853890‘10758778667 = 0,5406722 com erro

A 101 _
s = a(rgp = 0,0154321.

Para h = 0,05; 2.81518%61-0.58778667 _ 5479794 com erro

% - 2'?{?85)'2 — 0,0077160.
Para h=0,01; 2:59332085- 0.58778667 _ 5540180 com erro

A _ 1001 _
2 = aigp = 0,0015432.
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Diferenciacao Numérica

@ A partir da aplicacao do polindmio interpolador P(x), chega-se na
formula de (n+ 1) pontos para aproximar f'(x):

¢ , €)1
09) = >_ 1L+~ 1 (% (4)
k=0 k=0,k]
sendo que {xgp, X1, ..., Xn} sdo (n+ 1) pontos distintos no

intervalo / e que as derivadas de f (pelo menos até a
(n+ 1)-ésima) sao continuas em /.

@ As formulas mais comuns envolvem 3 ou 5 pontos, devido ao
nuamero de avaliagdes e crescimento do erro de truncamento.

@ A férmula de trés pontos centrada é dada por:

! 1 h2 1"
F(x0) = 57, [f(xo + h) = (X0 = h)] = = F7(€), (5)

emque xo — h < £ < xo + he o erro é da ordem O(h?).
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Formula de Trés Pontos

Y &

Slope f"(xo)

1
Slope ﬁ[ﬂxu + h) — flxg — A)]

xo—h xy xyth x

Figura: Aproximagéo pela formula de trés pontos centrada.
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Formula de Cinco Pontos

@ Envolvem a avaliagdo da funcdo em mais dois pontos adicionais.
Assim, a férmula de cinco pontos centrada:

(%) = 11% [f(xo — 2h) — 8f(xo — h) + 8f(xo + h) — f(xo + 2h)] + —f5(£) (6)

em que Xo — 2h < € < xp + 2h e o erro é da ordem O(h*).

@ Exemplo. Aproxime f(x) = xe* pelas férmulas de trés e cinco
pontos considerando h= 0,1, xo =2 e f(1,8) = 10, 889365,
f(1,9) =12,703199, f(2) = 14,778112, f(2,1) = 17,148957 e
f(2,2) = 19,855030.

@ Resposta. Aplicando na férmula de trés pontos:
f'(x0) = g5lf(x0 + h) — f(x0 — h)] = 55[f(2,1) — £(1,9)] =
=5(17,148957 — 12,7703199) = 22,228790.
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Exemplo

@ Aplicando na férmula de cinco pontos:
f/(Xo) ~ Hﬁ[f(XO —2h) — 8f(xg — h) + 8f(xg + h) — f(xo + 2h)] =
= ﬂ?[f(1 ,8) —8f(1,9) + 8f(2,1) — f(2,2)]
= 11?[1 0,889365—8(12,703199) +8(17,148957) — 19,855030] =
= 22,166999.

@ Sabendo que o valor exato é f'(2) = (24 1)e® = 22,167168,
tem-se os erros absoluto abaixo.

@ O erro para a formula de trés pontos:
122,167168 — 22,228790| = 0,061622.

@ O erro para a férmula de cinco pontos:
|22,167168 — 22,166999| = 0,000169.
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Férmula para Derivadas de Ordem 2

@ A obtencgéo da férmula ocorre a partir do polinbmio de Taylor de
ordem 3.

@ A férmula centrada para a segunda derivada é entao:
h2
1"(x0) = 1 [0 — h) — 2f(x0) + 10 + )] + T57(6), (7)
em que xo — h < & < xo + h e o erro é da ordem O(h?).

@ Exemplo. Calcule a aproximagéao para f”(2) sabendo que
f(x) =xe*, h=0,1ef(1,9) =12,703199, f(2) = 14,778112 ¢
f(2,1) =17,148957.

@ Resposta. Aplicando a férmula para a derivada de ordem 2:
"(2) ~ 552[f(1,9) — 2f(2) + £(2,1)] =
= 100[127, 703199 — 2(14.778112) + 17,148957] = 29, 593200.
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Integracao Numérica

@ Existem integrais sem antiderivadas conhecidas, dai a
necessidade de calcular numericamente a integral definida.

@ O método basico envolve aproximar | : f(x)dx usando a
quadratura numérica baseada na soma "/ aif(x;).

@ Os métodos do tipo quadratura seguem dos polindmios
interpoladores, com a ideia de selecionar pontos distintos
{Xo0, X1, ..., Xn} No intervalo [a, b].

@ A regra do trapézio e de Simpson partem dos polinbmios primeiro
e segundo de Lagrange com pontos igualmente espacados,
sabendo que:

b n
/ f(x)dx =~ > aif(x;) (8)
a =0
com erro: E(f) = by fa TITo(x = x)f™1(¢(x))dx.
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Regra do Trapézio

@ Sejaxp=a,xy=beh=b—a= x; — Xy, entdo a regra do
Trapézio é:

[ 000 = 2i0) + 000~ e ©
@ A regra da um resultado exato quando a segunda derivada de f é
nula.
y=f&)
y=Prx

a=x, x,=b x

Figura: A integral é aproximada pela area de um trapézio.
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Regra de Simpson

@ Sejaxp=a,xo=b,xy=a+heh= %, entdo a regra de
Simpson é:

b h h5
/ fx)ax = 3 [f(x0) +4f(x1) + f(x2)] — ol (©). (10)

90
@ A regra da um resultado exato quando a quarta derivada de f é
nula.
¥y
y=fx
¥ =Pyx)

f ¥
a=x; Xy =5 x

Figura: Aproximagao da integral pela regra de Simpson.
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Exemplo

@ Exemplo. Compare as regras do Trapézio e de Simpson para
aproximar [ x2dx.

@ Resposta. No intervalo [0, 2], as regras possuem a féormula:
Trapézio: [ f(x)dx ~ 3[f(0) + f(2)],
Simpson: [ f(x)dx ~ 1[f(0) + 4f(1) + (2)].

@ Ao considerar que f(x) = x2, tem-se:
Trapézio: f02 x2dx =~ 3[0% +22] = 2,
Simpson: f02 x2dx ~ 3[0%2 + 4(12) + 22] = &,

@ O valor exato é f02 x2dx = % que coincide com a regra de
Simpson.

@ A regra de Simpson é ligeiramente superior a regra do Trapézio.
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Formula de Newton-Cotes fechada
@ A férmula de Newton-Cotes fechada para (n + 1) pontos usa
Xi=Xg+ihparai=0,1,...,n,sendoxg=a, xp,=be h= b;na.
@ A férmula é da forma: fb f(x)dx ~ 37, aif(x;) com
n n X—X;)
fx Li(x)dx = fx 1o ((x, oy X
o Paran_3 com xp < £ < X3, tem-se:

3,
/ f(x)ox = 31 (1) + 37(x1) +310%) + F(30)] — a0 14(c).
v (11)

¥y

Figura: Formula de Newton-Cotes fechada inclui os extremos a e b.

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 3 14/32



Formula de Newton-Cotes aberta

@ A férmula de Newton-Cotes aberta ndo usa os extremos do
intervalo [a, b], mas sim valores no intervalo aberto (a, b).

@ Aférmulausa x; = xo + ih,parai=0,1,...,n,sendo x = a+ h,
Xp=b—heh="22

@ A férmula é definida conforme a versao fechada. Para n = 3, com
X_1{=a<é&< X4 = b, tem-se:

95H5
144

/X4 f(x)ak = 27 [111(30) + (1) + F00) + 1170x6)] — gy 14(6). (12)

¥y

Figura: Formula de Newton-Cotes aberta ndo inclui os extremos a e b.
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Exemplo

@ Exemplo. Compare as férmulas fechada e aberta de
Newton Cotes para n = 3 ao aproximar

JoF sin(x)dx = 1 — Y2 ~ 0,29289322,

@ Resposta. Usando as formulas de Newton-Cotes para n = 3,
tem-se:
Fechada:
342 [sin(0) + Bsin( %) + 3sin(Z) + sin(%)] ~ 0,29291070,
Aberta

in({5) + sin(32 5) +11sin(g)] =~ 0,29286923.

Qo Os erros absolutos sao:
Fechada: |0,29289322 — 0,29291070| = 0,00001748,
Aberta: |0,29289322 — 0,29286923| = 0,00002399.
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Integracao Numérica Composta

@ A féormula de Newton-Cotes ndo é adequada para integragéo
sobre intervalos grandes.

@ E possivel usar féormulas de Newton-Cotes de baixa ordem para
aproximar sub-intervalos.

@ Para uma integral arbitraria |, ab f(x)dx, escolhe-se um inteiro n
para subdividir o intervalo [a, b] em n subintervalos.

@ Em seguida, aplica-se a regra escolhida em cada par de
subintervalos consecutivos.

¥y

t + t
a=x X Xya Xy-y Xy b=1x, x

Figura: Regra de Simpson Composta para n subintervalos.
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Regra de Simpson Composta
° Teorema Seja f,f', " f" e f* continuas em [a, b], n um inteiro
par, h=2-2e x;=a+ jh,paraj=0,1,...,n. Existe 1 € (a,b)

que permlte escrever a regra de Simpson Composta para n
subintervalos como:

+4fo2, +fb)]— 180 —Aprd).

em que o erro é da ordem O(h*).

13)

@ Essa abordagem por subdivisdo do intervalo de integracdo pode

ser aplicada considerando qualquer formula de Newton-Cotes.
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Regra de Simpson Composta
INPUT endpoints a, b; even positive integer n.
OUTPUT approximation XI to /.
Step 1 Seth= (b—a)/n.

Step 2 Set XI0 = f(a) + f(b);
XI1 =0; (Summation of f(x2i-1).)
XI2 =0. (Summation of f(x2).)

Step3 Fori=1,...,n—1do Steps 4 and 5.
Stepd SetX =a+ih.

Step 5 If i is even then set XI2 = XI2 + f(X)
elseset XI1 = XI1 + f(X).

Step 6 Set XI = h(XI0+2-XI2 + 4. XI1)/3.

Step 7 OUTPUT (XI);
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para a regra de Simpson Composta.
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Exemplo

@ Exemplo. Use a regra de Simpson composta para aproximar
Jo e dx para n = 4.

@ Resposta. Sendon=4¢e f(x) =, temse h=2"=1¢
Xi=4+jparaj=0,1,2,3,4. Assim:
e~ b [f(xo) + 2300 Fxg)) + 432 f(xej1) + ()| =
= %[f(xo) + 2f(x2) + 4f(x1) + 4f(x3) + f(X4)] =
= %[f(O) +2f(2) + 4f(1) + 4f(3) + f(4)] =
= 1[0 +2€% + 4e' + 463 + &*] =
1[1+14,778112 4 10,873127 + 80, 342148 + 54,598150] =
= 53, 863846

@ Sabendo que o valor exato é e* — €% = 53,59815. Entao,
obtém-se o erro absoluto:
|53,598150 — 53,863846| = 0,265696.
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Regra do Trapézio Composta

@ Teorema. Seja f, ' e f” continuas em [a, b], h = b%a e x; = a+ jh,
paraj=0,1,...,n. Existe u € (a, b) que permite escrever a regra

do Trapézio Composta para n subintervalos como:

/b h ! b-a,,,
f(x)dx = 3 f(a)+2)  f(x)+f(b)| — 5 (). (14)
a j=1

em que o erro é da ordem O(H?).

y=[0)

t t t t t t
a=x, x; X X X,-y b=1x, x

Figura: Regra do Trapézio Composta para n subintervalos.
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Exemplo

@ Exemplo. Determine h que vai assegurar uma aproximagao com
erro inferior a 0,00002 quando aproximando f07r sin(x)dx pela
regra do Trapézio Composta.

@ Resposta. O erro é obtido do termo sabendoque a=0¢e b=

2 .
B2 ()| = |5 (—sin())| = 5% | sin(y)]-

@ Para assegurar a precisdo requerida, considera-se, sabendo que
0 <sin(u) <1 paraue(o m):
= | sin(u)| < = < 0,00002,

@ Como h= T = 7 e, entao, n= %, tem-se:

&> < 0,00002 que implica em n > | /5555 ~ 359,44,
@ Logo, é preciso ter n > 360.

@ Para n= 360, tem-se h = % ~ 0,008727.
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Integrais Multiplas

@ As técnicas discutidas anteriormente podem ser empregadas
para aproximar integrais multiplas.
@ O desenvolvimento segue para integrais duplas da forma:

//fxydx_/b</df(x,y)dy> ax, (15)

emque R={(x,y)la<x<b, c<y<d}éumaregido
retangular no plano, para constantes a, b, c e d.

Figura: Regido R retangular para uma integral dupla.
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Integrais Multiplas
@ Para aplicar a regra de Simpson Composta, divide-se a regidao R
particionando [a, b] e [c, d] em um numero par de subintervalos.
@ Escolhem-se inteiros n e m para particionar [a, b] e [c, d] em uma

malha igualmente espacada xg, X1,...,Xn € Yo, Y1,-- -, Ym»
respectivamente.
@ As subdivisbes determinam os passos h= 2-2 e k = 2-¢.
y
1 2 1
d +
Je+al 2 4 2
1 2 1
e
a %(aib) Elv *

Figura: Regido R retangular dividida em uma malha.
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Integrais Multiplas

@ A aproximacao pela regra de Simpson Composta € da forma:

j:fcdf(x,y)dydxm

Thiago Queiroz (PPGMO)

hk (n/2)-1
9 [ [f(xu,.Vu) +2 Y [0
i=1

n/2

+4Y fOio1,y0 + f(x,..yo)}

(m/2)-1 (m/2)~1 (n/2)—1
+ 2[

3 feoyp+2 Y Y flany)
j=1 j=1 i=1

(m/2)~1 nj2 (m/2)-1

+4 Z Zf(xli—lsyzj)+ Z f(xmyz;)]
j=1 =1 j=1

m/2 m/2 (nf2)—1
+4[Ef(xo,yz,-4)+22 Y Fye)

J=1 j=1 =l

m/2 nJ2 mj2
+4Z z f(x2i-1,¥2j-1) + Zf(xn,)’Zj—l)]

j=1 i=1 j=1

(n/2)-1 nf2

+ I:f(xDDYM) +2 Z [ i ym) +4 Zf(XZi—ls}’m) + f(xmy'n)jl ]‘
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Exemplo

@ Exemplo. Use a regra de Simpson Compostacomn=4em=2
para aproximar
J24 [ In(x + 2y)dyax

@ Resposta. O tamanho do passo é h= 2% = 0,15
k=151 =0,25.

@ Aregido na figura abaixotemi=0,1,2,3,4ej=0,1,2 com os
respectivos coeficientes w;; da soma.

y

1 4 2 4 1
1.50 +

4 16 8 16 4
125 +

1 4 2 4 1

Figura: Regido R para o exemplo em questao.

Thiago Queiroz (PPGMO) Aula 3 26/32



Exemplo

@ A aproximacao é:
J2, [ In(x + 2y)dydx ~ B[40 52 g wigin(x +2y;)| =

= %[ng In(Xo+2yp) + Wo 1 In(Xxo+2y1) + Wo 2 In(Xo+2y1)+
4+ Waoln(Xs + 2)0) + Wa 1 In(Xs + 2y1) + Wa2 In(Xg + 2)1)] =
= 0,2083333333[11In(3,4) +4In(3,9) + 1In(4,4) +--- +
+11In(4) +41In(4,5) + 1In(5)] = 0,4295524387.

@ Sabendo que o valor exato da integral dupla é 0,4295545265,
tem-se o erro absoluto igual a:
|0,4295545265 — 0,4295524387| = 0,0000020878.

@ E importante mencionar que a mesma técnica pode ser aplicada
para integrais triplas ou de ordens superiores para fun¢gdes com
trés ou mais variaveis.
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Regidoes Nao Retangulares

@ A regra de Simpson Composta (ou outras) para integrais duplas
pode ser aplicada quando a regidao nao é retangular, ou seja:

em que o0 passo para a variavel x é h =
para y varia com x: K(x) =

d(x)
/ / £(x, y)dydx, (16)
o(x)
bza ‘en
52, enquanto o passo
()

*oy=e

Figura: Integral dupla sobre uma regido R n&o retangular.
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Regidoes Nao Retangulares

@ A aproximacgao pela regra de Simpson Composta no caso de uma
regido nao retangular é da forma:

b d(x) b k(x)
f f S, y)dydx ~ f T[f(x.c(x)) +4f(x,clx) + k@) + f(x,d(x))]dx

clx)
k
3{ @ )lf( a,c(a)) +4f(a,c(a) + k(@) + f(a,d(a))]

4k(a + h)
T3
+k(a+ h)) + f(a+ h,d(a+ h)))

[f(a+h,cla+h))+4f(a+hcla+h)

(b) — Lf(b,c(b)) +4f(b,c(b) + k(b)) + f(b, d(b))]]
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Regra de Simpson Composta para Integrais Duplas

OUTPUT approximation J to I.

Step1 Seth= (b—a)/n;
J, =0; (Endterms.)
J, =0; (Eventerms.)
J3=0. (0Oddterms.)

Step2 Fori=0,1,...,ndo Steps 3-8.

Step 3 Setx =a-+ih; (Composite Simpson’s method for x.)
HX = (d(x) — c(x))/m;

Ky = f(x,c(x)) + f(x,d(x)); (End terms.)
K, =0; (Eventerms.)
K;=0. (0Odd terms.)

Step4 Forj=1,2,...,m—1do Step 5 and 6.
Step 5 Sety = c(x) + jHX;
Q= fxy).
Step6 IfjiseventhensetK; =K; +Q
else set K3 = K3 + Q.
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Regra de Simpson Composta para Integrais Duplas

d(x;)
(L R f f(xi,y)dy by the Composite Simpson’s method )
elx;)

Step8 Ifi=0ori=nthenset;, =J,+L
else if i is even thenset J; = J, + L
else set J3 = J3 + L.

Step 9 SetJ = h(J, + 2J, + 4J3)/3.

Step 10 OUTPUT (J);
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para a regra de Simpson Composta para integrais
duplas sobre regides ndo retangulares.
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Exemplo

@ Exemplo. Aproxime o volume do sélido definido na integral
abaixo com n = m = 10 considerando a regra de Simpson
Composta para integrais duplas.

o7 Jis e%dyox.

@ Resposta. Apds a implementacao da referida regra no Octave,

tem-se o volume 0,0333054.

z

(0.1,001,€%) (05,0.25,¢%%)

(0.1,0.001, &'y

-

(0.5,0.25,0)

(05,0.125,0)
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