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Equacao com 1 Variavel

@ Existem equacdes que ndo podem ser resolvidas explicitamente
para se obter uma solugéo. Por exemplo,
1564000 = 1000000e* + 435000 (X — 1),

@ Veremos como obter a solucao de equagdes com 1 variavel, mas
especificadamente, encontrar a raiz (ou solugédo) da equagao
f(x) =0.

@ A primeira técnica, que é baseada no Teorema do Valor
Intermediario, € 0 método da Bissecao.

@ Seja f continua no intervalo [a, b] com f(a) e f(b) tendo sinais
opostos.

@ Pelo Teorema do Valor Intermediario, entdo existe um p € (a, b),
tal que f(p) = 0.
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Método da Bissecao

@ O método atua, em cada passo, na metade de subintervalos de
[a, b] pegando o ponto médio p.

@ Noinicio a; = ae by = b, tal que py é o ponto médio do intervalo,

isto é:
@+ b4
pr=—p5— (1)
@ Se f(py) = 0, entdo p = p; e o método finaliza.
Se f(py) # O:

Se f(p1) tem o mesmo sinal de f(a1), entdo p € (p1,b1). Faga: ax =p; e

bo = by.

Se f(p1) tem o mesmo sinal de f(by), entdo p € (a;,p1). Faga: a> = as e
by = p1.

@ Esses passos sao repetidos sobre o intervalo [ap, bo] e assim por
diante.
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Método da Bissecao
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Figura: Exemplo pelo método da Bissegéo.
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Método da Bissecao

INPUT endpoints a, b; tolerance TOL; maximum number of iterations Np.
OUTPUT approximate solution p or message of failure.

Step 1 Seti=1;
FA = f(a).
Step 2 Whilei < Ny do Steps 3-6.
Step3 Setp=a+ (b—a)/2; (Computep;.)
FP = f(p).
Step4 IfFP=0or(b—a)/2 < TOL then

OUTPUT (p); (Procedure completed successfully.)
STOP.

Step5 Seti=i+ 1.

Step 6 1f FA-FP > Othenseta = p; (Compute a;,b;.)
FA = FP
else setb = p. (FA is unchanged.)

Step 7 OUTPUT (‘Method failed after N, iterations, Np =, Np);
(The procedure was unsuccessful.)
STOP.

Figura: Pseudo-codigo do método da Bissegéo.
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Método da Bissecao

@ Outros critérios de parada podem ser considerados no método.
Por exemplo, para uma tolerancia e > 0:

lon — Pn-1] <€,
| — Pn-1l <e pn#£0, 2)
PN
[f(pn)| <.

@ O melhor critério de parada é o segundo apresentado na eq. (3).
@ Defina o intervalo inicial [a, b] tdo pequeno quanto possivel.

@ Exemplo. Encontre p no intervalo [1, 2] que € solucado de
f(x) = x® + 4x% — 10. Use uma tolerancia ¢ = 10~".
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Exemplo

@ 12ijteragdo: py = 2 =1,5,assimf(1,5)=2,375>0¢e0
intervalo fica [1, 1,5]. Oerroé 2 —1|=1>10"".

@ 22 jteragdo: p, = 1112 = 1,25, assim f(1,25) = —1,796875 < 0
e o intervalo fica [1,251,5]. Oerro € |1,5 - 1| =0,5> 10~".

e 3?iteragdo: p; = M55 — 1 375, assim
f(1,375) = 0,16211 > 0 e o intervalo fica [1,25 1,375]. O erro é
1,5 1,25/ =0,25> 10",

@ 42 jteragdo: py = M22H187 — 13125, assim
f(1,3125) = —0,84839 < 0 e o intervalo fica [1,3125 1,375]. O
erro é 1,375 - 1,25/ =0,125 > 10",

@ 52 iteragdo: ps = M =1 3437 assim
f(1,3437) = —0,3518 < Oeo mtervalo fica [1,31251,3437]. O
erro é [1,375 — 1,3125| =0,0625 > 10",

@ Como o erro 0,0625 < 0,1, entdo o método finaliza com resposta
ps = 1,3437.

@ Repita 0 exemplo para ¢ = 10~°. Quantas iteragdes foram
necessarias?
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Método da Bissecao

@ Teorema. Seja f continua em [a, b] e f(a)f(b) < 0. O método da
Bissegdo gera uma sequéncia {pn}7X ; que se aproxima a zero
por p com convergéncia:

b—a
Pn—pl < —55—, paran=1. (3)

@ Ou seja, a sequéncia {ps}° ; converge para p com taxa O(%).
@ Exemplo. Determine o numero de iteragbes para resolver

f(x) = x3 4+ 4x2 — 10 no intervalo [1,2] com preciséo ¢ = 1073.
@ Resposta. Sabendo a taxa de convergéncia do método:

lon — p| < 58 < e,

b =27"(b-a),

2-"2—-1)=2"<1073
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Exemplo

@ Usando logaritmo na base 10 (pois a tolerancia é na base 10
também), tem-se:
log(2~") < log(1073),
—nlog(2) < —3.

@ Com isso, basta isolar n para obter:

3~
n>m~9,96.

@ Entado, o método precisara de n = 10 iteragdes para ter uma
aproximacéo de e = 1073,

@ A titulo de informagéo: pg = 1,365234375 que esta dentro da
preciséo de 10-3.
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Método de Newton

@ Também conhecido como método de Newton-Raphson, ele € um
dos mais eficientes nessa categoria de problemas.

@ Seja f, f' e f” continuas no intervalo [a, b]. Seja py a aproximagao
para p tal que f'(pg) # 0 e |p — po| € um valor pequeno.

@ O método de Newton é derivado a partir do polindmio de Taylor
de ordem 1 em torno de py e avaliado em x = p, isto é:

IPRY:
f(0) =0 = (po) + (0~ o) (p0) + PP (e()). (4

@ Assim, o método inicia com uma aproximacao inicial py € gera a
sequéncia {pn}2 -

f(Pn-1)
f/(pn—1 )

Pn = Pn—1 — , paran>1. (5)
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Método de Newton

Y

Slope f*(p,) ¥ =f(x)

@1, S(P1)

P Slope f"(po)

)
>

1: /P P
|
(PorS(Po))

Figura: Exemplo pelo método da Newton.
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Método de Newton

INPUT initial approximation p,; tolerance TOL; maximum number of iterations Ny.
OUTPUT  approximate solution p or message of failure.
Step 1 Seti=1.
Step 2 While i < Ny do Steps 3-6.
Step 3 Setp =py— f(po)/f'(po). (Computep,.)

Step 4 1f | p — po| < TOL then
OUTPUT (p); (The procedure was successful.)
STOP.

Step 5 Seti=i+1.
Step 6 Setpy =p. (Update po.)

Step 7 OUTPUT (‘The method failed after N, iterations, Ny =", Np);
(The procedure was unsuccessful.)
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo do método de Newton.
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Multiplos Zeros

@ Definicao. A solucédo p de f(x) = 0 é um zero de multiplicidade
m, se para x # p, tem-se: f(x) = (x — p)"q(x), sendo
limx—p q(x) # 0.

@ Teorema. A fungdo f com f’ continua em [a, b] tem um Unico zero
em p € (a, b) se e somente se f(p) =0, mas f'(p) # 0.

@ Teorema. A fungdo f com f™ continua em [a, b] tem um zero de
multiplicidade mem p € (a, b) se e somente se:

0=f(p)=f(p)=f'(p)=---=F"""(p), mas f"(p) #0. (6)

@ Exemplo. Verifigue que f(x) = & — x — 1 tem um zero de
multiplicidade 2 em x = 0.

@ Resposta. Note que f'(x) = & — 1 e f’(x) = &*. Além disso:
(0)= & 0-1=061(0) =&~ 1=0e(0)= 1.
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Exemplo

@ Logo, pelo Teorema anterior, tem-se que f possui um zero de
multiplicidade 2 em x = 0.

J&)

(l,e—2)

fix)=e" —x-1

=Y

|
—
—

Figura: Gréaficode f(x) =e*—x —1.
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Interpolacao e Aproximacao Polinomial

@ Uma das mais praticas classes de fungées que mapeiam reais
para reais € a de polinbmios algébricos da forma:

Po(X) = anx" + ap_1X"" + - + arx + ao, (7)

sendo ay, . . ., an constantes reais e n um inteiro nao negativo.
@ Dada uma funcdo continua em um intervalo fechado e limitado,
entao é possivel obter um polindmio “bem” préximo dessa fungao.

¥y

y=fw+e
75 y=P@)

Figura: Aproximacao de uma fungéo.
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Interpolacao e Aproximacao Polinomial

@ Teorema. Seja f definida e continua em [a, b]. Para cada e > 0
existe um polinémio P(x) que satisfaz:

|f(x) — P(x)| < e, paratodo x € [a, b]. (8)
@ Uma boa razao para usar polinbmios € que as suas derivadas e
integrais sao faceis de serem obtidas.
@ Polinémios de Taylor aproximam bem uma fung¢@o apenas nas
proximidades de um dado ponto.

y=Pyx)

y =Py

¥ =Pyx)

Figura: Aproximagao por polindmio de Taylor.
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Polinémio Interpolador de Lagrange

@ Na interpolacao polinomial, busca-se determinar um polinémio
que passa por pontos distintos (xo, o) € (X1, ¥1)-

@ Considere as funcoes:

X —Xq L1(X)—X_X0

Lo(x) = = :
0() Xo — X1 X1 — Xo

@ O Polinémio Interpolador de Lagrange linear que passa em
(X0, ¥o0) € (X1, 1) €

X —Xq f(Xo)-l— X —

P(x) = Lo(x)f(x0) + L1(x)f(x1) = Xo — Xq X1 —

’;’0 f(xi).  (10)

@ Exemplo. Determine o Polinémio Interpolador de Lagrange linear
que passa pelos pontos (2,4) e (5,1)
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Exemplo

@ Reposta. Calculando Ly e Ly, sabendo que xo = 2, x; = 5,
f(xo) =4 e f(xq)=1:

Lo(X) = 375 = 52 = —3(x = 5),
Li(x) = 320 = §5 = (x - 2).

@ O polinémio é:
P(x) = —3(x —=5)4+ I(x —2)1 = —x + 6.

y

W

(]

y=Px)=-x+6 6.1

Il 1 1
T T T

‘12345*

Figura: Polindmio Interpolador de Lagrange Linear para o exemplo.

Thiago Queiroz (PPGMO) Parte 2 18/31



Polinémio Interpolador de Lagrange

@ A generalizagdo do conceito considera um polindmio de grau no
maximo n que passa por n+ 1 pontos.

@ Teorema. Se xg, X1, ..., X, S80 n+ 1 nimeros distintos e f é uma
fungéo cujos valores sdo conhecidos nesses numeros, entao
existe um polindbmio P(x) de grau no maximo n com
f(xk) = P(xk), paracada k =0,1,...,n

@ O polinémio P(x) é dado por:

P(x) = f(Xo)Lno(X) + -+ + f(Xn) Ln.n(X) = fok)L,,k ,

sendo, paracada k =0,1,...,n:

(X = X0)(X = X1) - (X = Xk—1)(X — Xk1) -~ - (X — Xn)
(Xk — X0)(Xk — X1) -+ (X — Xk—1)(Xk — Xkq1) - - (Xk — Xn)

12)

L,—,7k(X) =
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Polinomio Interpolador de Lagrange

L yx) g

1 +
NN /\ — N .
Ao X ... e X, xk

~A e
Xi-1 Xk X+l *

Figura: Representacédo tipica de L, x quando n é par.

@ Exemplo. Seja xo = 2, xy = 2,75 e xo = 4. Encontre o segundo
Polinémio Interpolador de Lagrange para f(x) = )1—( Aproxime f(3)
por tal polinémio.
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Exemplo

@ Resposta. Calcula-se inicialmente os coeficientes de Ly(x), L1(x)

e LQ(X)

Lo(x) = gateel = (R0 = 3(x —2,75)(x — 4).
Li(X) = Gt = @i aeree = 1~ 2)(x—4).
Lo(x) = Galle) — (20278 — 2(x  2)(x —2,75).

@ Sabendo que f(xp) = 3, f(x1) = +5 e f(x2) = 1. Entdo:
P(f) = f(xo)Lo(X) + f(X1)L1( ) + f(xe)La(x) =
= §1(x2— 2,3?5)(x4g 4) — 165(x 2)(x —4) + 10(x —-2)(x—2,75) =
- EX - *X + 4"
@ Como f(3) = 3, sua aproximagao por P(x) é:
f(3) =~ P(3) = & — %+M_%~ow%5
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Exemplo

=Y

Figura: Grafico do polindbmio P(x) em comparagao com f(x).
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Aproximacao de Dados

@ E comum fazer a interpolacédo de dados tabelados, em que a
funcao que gerou os dados nao é, em geral, conhecida.

@ Definicao. Seja f definida em xp, X1, X2, . . ., X, € suponha que
my, Mo, ..., My S@0 Kk inteiros distintos, com 0 < m; < n para cada
i. O polinbmio de Lagrange que coincide com f(x) nos k pontos
Xmys Xmy, - - - Xm, € denotado por Py, m,,....m(X).

@ Exemplo. Sejaxp=1,x1 =2, x =3, x3 =4, x4 =6 e f(x) = €~.
Determine o polindbmio P 4(x) e aproxime f(5) por este
polinémio.

@ Resposta. Py, 4(x) € o polindbmio de Lagrange que coincide com
f(x)emx; =2, xo =3 e x4 = 6. Assim:

P124(x) = f(x1)L1(x) + f(X2)L2(X) + f(x4)La(x) =
3(x—6 _2)(x—6
((2X 3)((); 6)) & + %_238_63 e’ + Ee 23%6 3; €.
@ Para f(5) aproximado pelo polindmio Pj 5 4(x):
P(5) = —1e? + e + 1 e® ~ 218,105.
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Aproximacao de Dados

@ Teorema. Seja f definida em xp, X1, X2, ..., Xk € seja X; e x; dois
valores distintos neste conjunto. Entéo:

P(x) = (X =X%)Po,..j—1,j+1,..k(X) = (X = X)) Po1,...i=1,i+1,..k(X)
Xi — Xj

€ 0 k-ésimo polinémio de Lagrange que interpola f nos k + 1
pontos Xg, X1, Xo, . . ., Xk-

@ Pelo teorema, tem-se que os polinémios podem ser gerados de
forma recursiva. Por exemplo:

Pot = x5 [(x = x0)P1 — (x — x1) Pol,
P1,2— (X—X1)P2—(X—X2)P1]
Po12 = 55 (X = X0)P12 — (X — X2) Po1].
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Método de Neville

@ O procedimento baseado no teorema anterior para gerar
aproximagdes por polindmios interpoladores é o método de

Neville.
@ Considere Q;j(x), para 0 < j < i, denotando o polinémio
interpolador de grau j nos j + 1 nUmeros Xi_j, Xi—j41, - - ., Xi—1, Xj,
isto é:
Qij(X) = Pijizji,...i-1,i(X)- (14)
X0 Py = Qo
X P =0 Py =0,
X2 P, = Qz,u Pl,:! = Q2,1 Pu,l,z = Q2,1
X3 Py = Qa,u Pz,s = Q3,1 PI,E,] = Q3,1 Pu,1,1,3 = Q3,3
X4 P, = Q4,u P 34 = Q4,1 P 234 = Q4_2 P 1234 = Q4,3 P, 01234 = Q4.4

Figura: Tabela para o método de Naville.
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Método de Neville

INPUT numbers x,xp,x1, . ..,x,; values f(xo), f(x1),..., f(x,) as the first column

QU.O! QI.U-; saay Qn.l] Df Q
OUTPUT  the table Q with P(x) = Q,.,.

Step1 Fori=1,2,...,n
forj=1,2,...,i

(x — xi—) Qi j—1 — (x — %) Qi—1,j-1 .

Xi — .I,',j

set Q;; =

Step 2 OUTPUT (Q);
STOP.

Figura: Pseudo-cédigo para o método de Naville.

@ Um critério de parada: |Q;; — Qi_1,i_1| <e,emquecéa
tolerancia requerida.
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Método de Neville

@ Exemplo. Sejaxp=1,x1=1,3, x2=1,6,x3=1,9e x4 = 2,2,
com Qo = f(xo) = 0,7651977, Qs o = f(x1) = 0,6200860,
Qo0 = f(x2) = 0,4554022, Q3 o = f(x3) = 0,2818186 e
Qu0 = f(x4) = 0,1103623, construa a tabela até Q4 4.

1.0 0.7651977

1.3 0.6200860 0.5233449

1.6 0.4554022 0.5102968 0.5124715

1.9 0.2818186 0.5132634 0.5112857 0.5118127

22 0.1103623 0.5104270 0.5137361 0.5118302 0.5118200

Figura: Tabela final.

Thiago Queiroz (PPGMO) Parte 2 27 /31



Diferencas Divididas

@ As diferencgas divididas de f com respeito a xg, X1, ..., X, S&0
usadas para expressar Pp(x) na forma:

Pa(x) = a+ai(x—Xo)+a(x—x0)(X—Xx1)+...+an(x—x0) - - - (X —Xp—1), (15)

para constantes apropriadas ap, a1, . . ., an-
@ Na notagao de diferenca-dividida, tem-se que f[xj] = f(x;). Além
disso: .
I, Xig1] = Bl
FX, X111, X4 2] = [ ’X)foz] LEX"X'H]

FIXipt s Xir 2o Xip k] = F X0 X 150 o Xip k1]
FIXGs X1, -5 Xiph—1, Xjpk] = —=Hmmmmm e e s,

@ O processo finaliza ao calcular a n-ésima diferenca divida:

f[X1)X27XI7] - f[X07X17"'7Xn—1]

f[XO»Xh---aXn—th]: % X
N —
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Diferencas Divididas

@ O polinémio P,(x) pode ser escrito na forma de Diferengas
Divididas de Newton:

Pr(x) = flxo] + > flXo, X1, -, Xkl (X — Xo) -+ (X — Xk—1)-

k=1
First Second Third
x fx) divided differences divided differences divided differences
* s =] - flx)
Flrom) = TR Sl
no Flxn] = flxo.m]
x flx) flxoxix] = %ﬁ'
Flan = LIS PO Y B |
X=X Xx-x
= S Fltxx] = W
=
Flrg) = TR0 Sy = T = fln)
i -X
* ) Floxsyxd = W
=
Flx) = LEI= ] Floa Ty ] = L Xets] = flanxs, ]
rom Flxes) = flo,x) K
X4 flx) Sl xaxs] = %
-
Flroxs) = Slxs) = flxs]
X%
X5 flxs)
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Figura: Tabela de diferengas divididas para xg, X1, . . ., Xs.
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Diferencas Divididas

INPUT numbers X0s X150 Xn; values f(xﬂ); f(xl); R f(xn) as FO.U!FI.U! .
OUTPUT the numbers Fyq, F 1, ..., F,, where

n i—1
Py(x) =Foo+ Y Fii[ [ —x). (Fisis flxo,x1, ..
i=1 Jj=0

Step1 Fori=1,2,...,n
Forj=1,2,...,i

Fii1—Fi_ii_
set Fij = L i (Fij = flxizjs...,x].)
Xi — Xi—j
Step 2 OUTPUT (Fog,F11,...,Fnn);

STOP.

Figura: Pseudo-cddigo para obter os coeficientes de P,(x).
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Exemplo

@ Exemplo. Sejaxg=1,x1=1,3, x=1,6,x3=1,9e x4 = 2,2,
com f[xp] = 0,7651977, f[x4] = 0,6200860, f[x2] = 0,4554022,
f[x3] = 0,2818186 e f[x4] = 0,1103623, construa a tabela para
Xo, - - -, X4 € determine o polinémio Py4(x).

@ Resposta. P,(x) = 0,7651977 — 0,4837057(x — 1) —
0,1087339(x — 1)(x —1,3) + 0,0658784(x — 1)(x — 1,3)(x —
1,6) +0,0018251(x — 1)(x — 1,3)(x — 1,6)(x — 1,9).

i Xi flx] Flxioi,x] flxio2, X1, %] flxiz,...,x] flxia...x]
0 1.0 0.7651977

—0.4837057

1 1.3 0.6200860 —0.1087339
—0.5489460 0.0658784

2 16 04554022 —0.0494433 0.0018251
—0.5786120 0.0680685

3 1.9 0.2818186 0.0118183
—0.5715210

4 2.2 0.1103623

Figura: Tabela de diferencas divididas para xp, X1, - - - , X4.
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