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Continuo e Discreto

@ Um sistema discreto possui um nimero contavel de estados. As
variaveis do sistema possuem dominio discreto (por exemplo,
inteiros);

@ Em sistemas discretos, as mudangas ocorrem em tempos
particulares e permanecem nesse estado por um periodo
(exemplo: modelos por grafos);

@ Um exemplo pode ser o numero de clientes em um banco: este
namero € discreto e somente muda quando alguém entra ou sai;

@ Um sistema continuo possui um numero infinito de estados. As
variaveis nesse sistema possuem dominio real;

@ Em sistemas continuos, as mudangas ocorrem continuamente
sobre o tempo (exemplo: equagdes diferenciais). Um exemplo é a
quantidade de liquido em um tanque;

@ O computador pode ser visto como um sistema discreto. Eles séo
usados para representar sistemas reais (geralmente continuos)
como sistemas discretos.
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Limite e Continuidade

@ Definicao. Uma funcao f definida sobre um conjunto X de
nameros reais tem limite L em Xxp:

lim f(x) =L (1)

X—Xo

se para um dado e > 0 existe um ¢ > 0 tal que |f(x) — L| < e para
qualquer x € X e 0 < |x — x| < 4.

y=/

I
Xo—8 X X+ 6 X

Figura: Ideia de limite de f(x).
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Limite e Continuidade

@ Definicao. Uma funcao f é continua em xp se:

lim f(x) = f(xp). (2)

X—Xp
A funcao é continua em todo conjunto X se ela for continua em
cada elemento desse conjunto.
@ Definicdo. A sequéncia infinita {x,}>° ; tem limite x (converge
para x) se para algum ¢ > 0 existe um inteiro positivo N tal que
|Xn — x| < e qualquer que seja n > N. Assim:

lim X, = X. (3)

n—oo

@ As fungbes a serem consideradas ao trabalhar com métodos
numericos serdo assumidas como continuas.
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Diferenciabilidade

@ Definicao. Uma funcao f € diferenciavel em xp se existe

f'(x) = lim 1) = 0a)

@ O numero f'(xo) € a derivada de f em xp. Se a funcdo tem
derivada em cada nimero de X, entdo ela é diferenciavel neste

conjunto.

Sx) A

X—Xp X — XO

The tangent line has slope /" (x;)

(x,f(x0)) y=fx)

Figura: E a inclinagdo da reta tangente no ponto (xo, f(Xo)).
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Diferenciabilidade

@ Teorema de Rolle. Seja f continua em [a, b] e diferenciavel em
(a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe um numero c € (a, b) com
f'(c) = 0.

fla) = f(b) 1

Figura: Exemplo do teorema de Rolle.
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Diferenciabilidade

@ Teorema do Valor Médio. Seja f continua em [a, b] e
diferenciavel em (a, b), entdo existe um nimero ¢ € (a, b) com

f'(c) = ~———>. (5)

Y
Parallel lines

Slope /" (c)
y=Jx

Figura: A tangente ao gréafico de f no ponto ¢ é paralela a secante que
passa pelos pontos a e b.
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Diferenciabilidade

@ Teorema do Valor Extremo. Seja f continua em |[a, b], entao
existem c¢q, ¢, € [a, b] com f(cq) < f(x) < f(cp) para todo
x € [a, b]. Além disso, se f é diferenciavel em (a, b), entdo ¢y e ¢,
ocorrem nos extremos de [a, b] ou quando f’ é zero.

y

J

Figura: Exemplo do teorema de valor extremo.
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Diferenciabilidade

@ Teorema do Valor Intermediario. Seja f continua em [a, b] e K
qualquer numero entre f(a) e f(b), entdo existe um numero
c € (a b)paraoqual f(c) = K.

| @f@)

(b, f(b))

b X

Figura: Ha trés valores para ¢ que resultam em f(c) = K.
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Exemplo

@ Exemplo. Mostre que x® — 2x3 +3x% — 1 = 0 tem soluc&o no
intervalo [0, 1].

@ Resposta. Note que a fungéo f(x) = x> —2x3 +3x2 —1 ¢
continua em [0, 1]. Além disso:
f0)=—-1<0ef(1)=1>0

@ O teorema do valor intermediario entdo implica que existe um
numero x satisfazendo 0 < x < 1 tal que f(x) = 0.
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Integracao

@ Definicao. A integral de Riemann da funcao f sobre o intervalo
[a, b] é o limite de, caso ele exista:

/b f(x)dx = lim i f(z)ox;. (6)

maxdox;j—0 P

emaue: a=xg < x1 <...< Xp,=0b;0X; = x; — X;_1 para cada
i=1,2,...,n;e z € [Xj_1, Xi]
@ Quando f é continua em [a, b], ela também € integravel em [a, b]:

/bf( dx_nlrgoizfx, (7)

y=f&)
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Polinémio de Taylor
@ Teorema de Taylor. Seja f e suas derivadas continuas em [a, b],
f(+1) existe sobre [a, b] e x € [a, b]. Para cada x < [a, b] existe
um numero £(x) entre xo € x com:

f(x) = Pn(x) + Rn(x). (8)
@ Pp(x) € o n-ésimo Polinémio de Taylor para f ao redor de xg:

f(n)(XO)

f”(XO) +"'+T(X_X0)n' (9)

2!

2

Pn(x) = f(X0)+f'(Xo)(x—Xo)+ (X—Xo)

@ Ry(x) representa o erro de truncamento associado a Pp(x):

n+-1
An(x) = Lo D gy (10)

@ A série infinita obtida ao calcular o limite de P,(x) quando n — oo
€ chamada de Série de Taylor para f ao redor de xj.
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Exemplo

@ Exemplo. Seja f(x) = cos(x) e xp = 0. Determine a Polinbmio de
Taylor de ordem 2.

@ Resposta. Como f e suas derivadas sao continuas em R
(conjunto dos reais), entdo o Teorema de Taylor pode ser aplicado
para qualquer n > 0. As derivadas s&o:

f'(x) = —sin(x); f’(x) = — cos(x); f”'(x) = sin(x).

@ Ao substituir x; = 0, tem-se:

f(0) =1; f(0) =0; f"(0) = —1 e f(0) = 0.

@ Logo para f(x) = Pn(x) + Ra(x), tem-se:
cos(x) = £(0) + F/(0)x + {02 4 LD 3 —
=1 —5x2 + {x3sin(¢(x)).

@ ¢(x) € algum numero (geralmente desconhecido) entre 0 e x.
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Exemplo

y=Px)=1 —%xi

Figura: Aproximacao de cos(x) por Ps(x).
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Erros de Arredondamento

@ A aritmética feita pelo computador é diferente daquela em cursos
de calculo ou algebra;

@ No computador néo é tdo simples obter (1/3)? = 3, pois a
aritmética é finita;

@ Na computacao cada numero é representado por um namero fixo
e finito de digitos;

@ Por isso, a representacéo de /3 pode nao ser precisa, originando
o0 chamado erro de truncamento;

@ Este erro surge pela uso de um numero finito de digitos para
representar nimeros reais.
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Numeros de Maquina Binarios

@ Os computadores apresentam hardware para lidar com niumeros
que segue o padrao IEEE 754-2008;

@ A representagdo de um numero real € feita usando 64 bits;

@ O primeiro bit indica o sinal s;

@ Os seguintes 11 bits sdo usados para representar o expoente c;

@ Os restantes 52 bits sdo usados para representar a fragao binaria
f;

@ Assim, o nimero é da forma: (—1)52¢-1023(1 + ).
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Exemplo

@ Exemplo. Identifique o numero representado por:
0 10000000011
1011100100010000000000000000000000000000000000000000

@ Resposta. Note que s = 0, entao o sinal positivo;

@ Os proximos 11 bits representam:

c=1x2"1040x2% . . +0x2%24+1x2"+1x20 = 10244+-2+1 = 1027.
@ Assim, 0 expoente do nlimero é 261023 — 21027-1023 _ 24
@ Os restantes 52 bits resultam na fragéo:

f=1 ><(%)1 +O><(%)2+---+1 ><(%)12—1—0><(%)13+---—|—0x(%)52
@ O numero decimal representado pela maquina é:

(_1)52071023(1 + f) —

(1) x2* x (1+ (3 +§ + 15 + 25 + 255 + 7005)) = 27,56640625
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Numeros de Maquina Binarios

@ O menor numero positivo pode ser representado por s =0, ¢ = 1
ef=0:
m=2-122(1 1. 0) ~ 0,22251 x 107397,

@ Qualquer numero com magnitude menor do que m séo
arredondados para zero (underflow);

@ O maior numero positivo é representado por s = 0, ¢ = 2046 e
f=1-—2"5:
M = 21023(2 1 2752) ~ 0,17977 x 10399,

@ Qualquer nimero com magnitude maior do que M fazem a
computagéo finalizar (overflow);

@ Note que é possivel representar o nimero zero de duas formas:
positivo (s = 0) e negativo (s = 1).
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Numeros de Maquina Decimais

@ E possivel usar uma notagdo de ponto-flutuante decimal ao invés

da binaria:
+0,d1d>...dk x 10", com 1< d; <9e0< d; <9para
i=23,... k.

@ Qualquer numero real pode ser escrito na forma:
y= 0,d1d2...dkdk+1dk+2... x 107,

@ Ha duas formas para terminar um ndmero real y, resultando na
forma de ponto-flutuante fi(y).

@ A primeira é ignorar os digitos dk, 1dky2 . .., resultando em:
fl(y) = 0,d1d2 - dk x 107,

@ A outra forma € arredondar a partir de algum digito d1,
adicionando 5 x 10"~(k*1) e ignorando o restante dos digitos.
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Numeros de Maquina Decimais

@ Para arredondar quando dk¢ > 5, adiciona-se 1 ao digito dx para
obter fl(y) (arredondar para cima);

@ Quando dk1 < 5, ignora-se os digitos a partir do d. 1 inclusive
(arredondar para baixo);

@ Exemplo. Seja 7 = 3,14159265 . ... Determine os cinco digitos
decimais a partir dos métodos anteriores.

@ Resposta. Na forma decimal tem-se 7 = 0,314159265... x 10".

@ Usando o método de ignorar apds a quinta casa decimal, tem-se:
fl(r) = 0,31415 x 107,

@ Usando método de arredondar (observando a sexta casa decimal
que € 0 9), tem-se:
fl(r) = (0,31415 4 0,00001) x 10" = 0,31416 x 10".
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Erros por Aproximacao

@ Definicao. Seja px uma aproximagao de p. O erro absoluto é:

P —p x| (11)
E o erro relativo, para p # 0, é:
lp—p x|
T (12)
P

@ Exemplo. Determine os erros para p = 0,3000 x 10" e
px =0,3100 x 10".

@ Reposta. O erro absoluto € 0, 1, enquanto o erro relativo é
0,3333 x 10".

@ E importante destacar que o erro relativo é mais significativo
como medida de precisao.
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Erros por Aproximacao

@ Definicao. Diz-se que o0 nimero px aproxima p em t digitos
significativos, se t € o maior inteiro ndo-negativo que:

lp—px|
I
@ Exemplo. Determine para quatro digitos significativos e p = 100
uma aproximagao que resulta no max(|p — p * |).

@ Reposta. Basta jogar na eq. (13) e resolvé-la, ou seja:

'1?100’07” <5x 1074, que resultaem |[p — p x| <0, 05.

<5x 107! (13)

@ Logo, o maximo ocorre para |[p — p* | = 0, 05.
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Aritmética Aninhada

@ Perda de precisédo devido aos erros de arredondamento podem
ser reduzidas ao rearranjar as operagoes.

@ Exemplo. Avalie f(x) = x> —6,1x?> +3,2x + 1,5parax = 4,71 e
usando trés digitos.

@ Reposta. 3,2x = 3,2(4,71) = 15,072 que arredondado torna-se
15,1;

@ x? = (4,71)% = 22,1841 que arredondado torna-se 22, 2;

@ 6,1x2 = 6,1(22,2) = 135, 42 que arredondado torna-se 135;

@ x3 = x?(x) = 22,2(4,71) = 104,562 que arredondado torna-se
105;

@ A avaliagdo com arredondamento é:
f(4,71) =105-135+ 15,1 +1,5=—-13,4.
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Aritmética Aninhada

@ A avaliagao exata é:
f(4,71) = 104,487111 — 135,32301 + 15,072 + 1,5 =
—14,263899.

@ O erro relativo ‘é:
|—14,263899+13,4 __
T [—14,263899] 0, 08.

@ Exemplo. Agora avalie a seguinte escrita aninhada, em x = 4,71
e usando trés digitos, para f(x) = ((x —6,1)x +3,2)x + 1,5.

@ Reposta.
f(4,71)=((4,71 —6,1)4,71 —3,2)4,71 +1,5 = —14,3.

@ O erro relativo é:

|—14,263899+14,3| __
[—14,263899] 0,0025.

@ Realizar o aninhamento da expressao permitiu reduzir o erro
relativo significativamente, em torno de 95%;

@ Sempre procure diminuir o nimero de operagdes (computagdes)
nas expressoes.
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Algoritmos

@ Definicao. Um algoritmo € um procedimento que descreve, de
uma maneira sem ambiguidades, uma sequéncia finita de passos
para executar uma determinada tarefa;

@ Sera utilizado um pseudocddigo para descrever os algoritmos, o
qual especifica a forma da entrada e a forma da saida;

@ Para terminar uma passo (step), usa-se o ponto final;

@ Parar terminar uma tarefa dentro de um passo, usa-se o
ponto-e-virgula;

@ Lagos podem ser controlados por contadores: Fori=1,2,...,n;

@ Ou por condigdes internas, como: While i < N do Steps 3-6.
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Algoritmos

@ Condicoes sao expressas por: If .. then;
@ Ou da seguinte forma: If ... then ... else ...;
@ Os passos nos algoritmos seguem as regras de programas
estruturados;
@ Comentarios nos algoritmos aparecem dentro de parénteses com
texto em itlico;
INPUT N,x,x2,...,%n.
OUTPUT SUM =¥V x.
Step 1 SetSUM = 0. (Initialize accumulator.)

Step2 Fori=1,2,...,Ndo
set SUM = SUM + x;. ( Add the next term.)

Step 3 OUTPUT (SUM);
STOP.

Figura: Algoritmo para calcular x; + xo + - - - + Xp-
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Caracterizando Algoritmos

@ Definicao. Seja Ej o erro introduzido em algum estagio do
algoritmo e E, representa a magnitude do erro apds n
subsequente operacoes:

» Se E, =~ CnEy, em que C é uma constante independente de n,
entao o crescimento do erro é dito linear,

» Se E, ~ C"Ey, para algum C > 1, entdo o crescimento do erro é
dito exponencial.

@ Crescimento linear do erro nem sempre é possivel, todavia o
crescimento exponencial deve ser evitado;

@ Um algoritmo com crescimento linear do erro é chamado de
estavel, pois pequenas mudangas na entrada ocasiona pequenas
mudancas na saida.
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Caracterizando Algoritmos
@ Um algoritmo com crescimento exponencial do erro é chamado

de instavel,
@ Um algoritmo estavel apenas para certos dados de entrada séo

chamados de condicionalmente estavel.

EJF

L

Unstable exponential error growth

« E,=C"E,
L
.
. . © Stable linear error growth
. ., o E, = CnE,
. .
Eyt "
1 2 3 4 5 6 7 8 n

Figura: Diferengas entre crescimento linear e exponencial do erro.
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Taxas de Convergéncia

@ Em geral, deseja-se que o algoritmo convirja tdo logo quanto
possivel;

@ Definicao. Suponha que {5,}5° ; € uma sequéncia que converge
para zero, e {ap}52  converge para um numero «. Se existe uma
constante positiva K, tal que para n suficientemente grande:

]an—a| < K|5n’a (14)

entdo {a,}5°, converge para o com taxa, ou ordem, de
convergéncia O(S,). Assim, ap = a + O(fBn).
@ E comum usar 8, = 3, tal que se deseja 0 maior p > 0 com

an=a+ O(#).

Thiago Queiroz (PPGMO) Parte 1 29/35



Taxas de Convergéncia

@ Exemplo. Determine a taxa de convergéncia das sequéncias
abaixo, sabendo que ambas tendem a zero quando n — oo:
_ n+1 _ n+3

an = eOén—?

° Reposta. Defina as sequéncias 8, = 1 e 3, = -%. Entéo:
]an—O\ n+1 < n+n 21 _2I3n,
’é\én 0‘ n+3 < n+3n —4 12 _26”

@ Logo, a taxa de convergen0|a das sequéncias é:
an:0+O(1ﬁ)e&n:0+O(%).

@ Resultando em melhor convergéncia para a sequéncia ép.
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Taxas de Convergéncia

@ Definicao. Suponha que limy_o G(h) =0 e limp_,o F(h) = L. Se
existe uma constante positiva K, para um h suficientemente
pequeno, tal que:

[F(h) — L| < K|G(h)], (15)

entdo F(h) = L+ O(G(h)).

@ E comum ter G(h) = h®, tal que se deseja o maior p > 0 com
F(h) = L+ O(h®).

@ Exemplo. Sabendo que o Polindmio de Taylor de ordem 3 para
f(h) = cos(h), emtornode h=0, é
cos(h) =1 — S h? + L h* cos(¢(h)) para algum nimero £(h) entre 0
e h, mostre que: cos(h) + 3h? = 1+ O(h*):
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Taxas de Convergéncia

@ Reposta. Arranja-se os termos como:
cos(h) + 3H? =1 + L h* cos(&(h)).

@ Note que cos(h) + %hz converge para 1 quando h — 0. Assim:

|(cos(h) + 3h?) — 1] = | g3 cos(&(M))|M* < Zzh?
@ Seguindo a definigao, faz-se F(h) = cos(h) + sh?, L=1e
G(h) = h*, tal que:
F(h) = L+ O(G(h)) resulta em:
cos(h) + 5h? = 1+ O(h*).
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Software Numeérico

@ Existem varios softwares para resolver problemas numéricos,
como Maple, Mathematica, MATLAB e GNU Octave;

@ No decorrer da disciplina sera utilizado o GNU Octave, que é
gratuito e esta disponivel para diferentes plataformas;

@ O Octave pode ser baixado em
https://www.gnu.org/software/octave/

@ A linguagem do Octave é bem similar a linguagem do MATLAB;

@ Os exercicios envolvendo algoritmos/programacao devem ser
feitos e entregue na linguagem do Octave;

@ Exercicios NAO serdo aceitos em outras linguagens e/ou
softwares, como MATLAB por exemplo.

@ Tutorial: https://www.gnu.org/software/octave/octave.pdf
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GNU Octave

Fle Edt Debug Window Help News

Octave (Debugging)

== Lﬂ Current Directory: | ~/0C tave
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Octave Online

@ Existe uma versao na Internet (ndo precisa instalar) disponivel
em: http://octave-online.net/

€ G [0 smarwanivonit

Figura: Interface do Octave Online.
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